Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 325, 2005 g.

P. P. Nikitin

TEORI˚ PREDSTAVLENI` I GRAF VETVLENI˚ SEME`STVA ALGEBR TURAEVA {H^{1,n}_q }^∞_{n=1}

Vvedenie i osnovnye rezul~taty

Rassmotrim svobodnu¸ algebru F = ⟨α, σ_1, σ_2, . . . , σ_{n−1}⟩ i zadadim sootnoxeniØ

σ^2_i = e; (σ_jσ_{j+1})^3 = e; σ_lσ_k = σ_kσ_l pri |l − k| > 1; (1)

α^2 = qα; ασ_1α = α; ασ_i = σ_iα pri 1 < i 6 n − 1. (2)

Oboznaqim faktoralgebru algebry F po fftim sootnoxeniØm qerez H^{1,n}_q . �tu algebru, narØdu s podobnymi, vvel V. G. Turaev v rabote [3] i po predloßeni¸ A. M. Verxika my nazyvaem ih algebrami Turaeva. Iz sootnoxeniæ (1), (2) vidno, qto vvedennaØ algebra otliqaetsØ ot gruppovoæ algebry simmetriqeskoæ grup-

py C [Sn+1 ] = ⟨σ0, σ1, . . ., σn−1⟩, zadannoæ kokseterovskimi obrazu-

¸wimi, zamenoæ obrazu¸weæ σ_0 na α. Kak pokazano niße (sm. teoremu 1), razmernost~ algebry Turaeva v tipiqnom sluqae ravna (n+1)!, t.e. ravna razmernosti gruppovoæ algebry C [S_{n+1} ]. Tem ne menee, kak sleduet iz teoremy 1, pri n > 3 ffti algebry ne izomorfny.

DlØ q = 1 algebra Turaeva okazyvaetsØ podalgebroæ algebry Brauffra–VeælØ (sm. [6]), imenno, algebra Brauffra–VeælØ poroßdaetsØ, v naxih oboznaqeniØh, obrazu¸wimi ⟨α, σ_0, σ_1,. . . ,σ_{n−1}⟩. V fftom sluqae algebra H^{1,n}_q ne poluprosta dlØ l¸bogo n > 1, odnako, ispol~zuØ tehniku, predloßennu¸ v [6], vozmoßno postroenie polnogo nabora predstavleniæ.

V dannoæ rabote ustanovleno, qto dlØ tipiqnyh q (q ∉ Z) algebra H^{1,n}_q ØvlØetsØ poluprostoæ, naædena ee razmernost~ i postroen polnyæ spisok predstavleniæ (sm. teoremu 1). Krome togo, postroen graf vetvleniØ semeæstva {H^{1,n}_q }^∞_{n=1}, sm. teoremu 2 i ris. 1 v konce stat~i.

Rabota podderßana grantom Prezidenta RF dlØ podderßki veduwih nauqnyh xkol NX-2251.2003.1 i grantom INTAS 03-51-5018. 171

172 P. P. NIKITIN

My budem pol~zovat~sØ izvestnymi faktami iz teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp, sm., naprimer, monografi¸ [4].

Avtor blagodarit A. M. Verxika za postanovku zadaqi i mnogoqislennye poleznye besedy.

Dokazatel~stva

Rassmotrim I = ⟨α⟩ – ideal algebry Turaeva H^{1,n}_q , poroßdennyæ fflementom α, i podalgebru S = ⟨σ_1, σ_2, . . . , σ_{n−1}⟩. Nam potrebuetsØ sledu¸wee predvaritel~noe opisanie struktury algebry H^{1,n}_q :

Predloßenie 1. Ideal I est~ lineænaØ oboloqka fflementov vida xαy, gde x, y ∈ S, i H^{1,n}/I = S ∼= C [S_n ]. Dokazatel~stvo. Suwestvuet kanoniqeskiæ izomorfizm fak-

toralgebry H^{1,n}_q /I i podalgebry S. SootnoxeniØ (1) pozvolØ¸t zadat~ izomorfizm podalgebry S i gruppovoæ algebry simmetriqeskoæ gruppy C [S_n ], esli poloßit~ σ_i = (i, i + 1).

Rassmotrim fflement h ∈ H^{1,n}_q , h = xαyαz, x, y, z ∈ S. L¸boæ fflement a ∈ S_n moßno zapisat~ v vide a = bσ_1c, gde b, c ∈ S_{n−1} = ⟨σ_2, . . . , σ_{n−1}⟩. Pofftomu y = y_1σ_1y_2 dlØ y_1, y_2 ∈ S_{n−1}, otkuda

h = xαyαz = aαy_1σ_1y_2αz = xy_1ασ_1αy_2z = xy_1αy_2z (3)

v silu kommutacionnyh sootnoxeniæ. ProdolßaØ naxe rassußdenie po indukcii, my prihodim k utverßdeni¸, qto l¸boe proizvedenie obrazu¸wih α, σ_1, σ_2, . . . , σ_{n−1} moßno privesti k vidu, kogda obrazu¸waØ α vhodit v proizvedenie ne bolee odnogo raza, qto zaverxaet dokazatel~stvo predloßeniØ. �

Sledstvie 1. dim(H^{1,n}_q ) 6 (n + 1)!.

Dokazatel~stvo. Izvestno, qto dim(C [Sn ]) = n!. Krome togo,

ideal I poroßdaetsØ fflementami vida xαy, gde x, y ∈ S_n. No v silu kommutacionnyh sootnoxeniæ dlØ l¸bogo fflementa z ∈ ⟨σ_2, σ_3, . . . , σ_{n−1}⟩ ∼= S_{n−1} vypolneno ravenstvo xzαy = xαzy, pofftomu obwee qislo poroßda¸wih fflementov dlØ ideala I ne prevoshodit (n!)^2/(n − 1)! = n · n!. Poluqaem, qto dim(H^{1,n}_q ) 6 n! + n · n! = (n + 1)!. �

Vvedem operatory levogo sdviga v algebre C [S_n ]. DlØ g ∈ C [S_n ] opredelim operator P_g : C [S_n ] → C [S_n ], P_g(f) = g · f. Zadadim

TEORI˚ PREDSTAVLENI` ALGEBR TURAEVA 173 operator P_α : C [S_n ] → C [S_{n−1} ]. (My budem ispol~zovat~ vloßenie

C [Sn−1 ] → C [Sn ], pri kotorom C [Sn−1 ]^∼= ⟨σ2, σ3, . . ., σn−1⟩. V fftom

sluqae my moßem sqitat~ P_α deæstvu¸wim iz algebry C [S_n ] v sebØ.) Dostatoqno zadat~ operator na fflementah gruppy S_n i zatem prodolßit~ ego po lineænosti. DlØ σ ∈ S_n\S_{n−1} zadadim fftot operator kak vyqerkivanie qisla 1 iz cikliqeskoæ zapisi podstanovki, t.e., naprimer,

P_α((587)(1432)(69)) = (587)(432)(69).

DlØ σ ∈ S_{n−1} poloßim P_α(σ) = q · σ.

ProekciØ P_α (dlØ q = 1) ili, inaqe, virtual~naØ proekciØ, byla vvedena i issledovalas~ v kontekste teorii predstavleniæ simmetriqeskoæ gruppy, sm. rabotu [5], a takße rabotu [1], paragraf “Kommentarii i sledstviØ”.

Nazovem algebroæ H̄^{1,n}_q podalgebru operatorov v End(C [S_n ]), poroßdennu¸ operatorami P_{σi}, 1 6 i 6 n − 1, i operatorom P_α. Opredelim otobraßenie ϕ : H^{1,n}_q → H̄^{1,n}_q na obrazu¸wih sledu- ¸wim obrazom:

ϕ(σ_i) = P_σi, ϕ(α) = P_α. (4)

Predloßenie 2. Otobraßenie ϕ prodolßaetsØ do gomomorfiz-

ma algebr ϕ : H^{1,n}_q → H̄^{1,n}_q .

Dokazatel~stvo. SootnoxeniØ (1) dlØ kokseterovskih obrazu-

¸wih simmetriqeskoæ gruppy (a sledovatel~no, i dlØ sootvetstvu¸wih operatorov levogo sdviga) horoxo izvestny.

Sootnoxenie P^2_α = qP_α oqevidno sleduet iz opredeleniØ operatora. OstavxiesØ sootnoxeniØ na P_α legko proverØ¸tsØ neposredstvenno. Naprimer, dlØ fflementa σ ∈ S_{n−1} ⊂ S_n, σ = . . . (. . . i, 2, j . . . ) . . . , imeem σ_1 · σ = . . . (. . . i, 2, 1, j . . . ) . . . , pofftomu P_α(σ_1 · σ) = σ i, sledovatel~no, P_αP_{σ1} P_α = P_α. (Krome sootnoxeniæ (2) takße spravedlivo kommutirovanie operatora P_α s operatorami pravogo umnoßeniØ, qto ponadobitsØ nam niße.) � Algebra H^{1,n}_q imeet dva nabora predstavleniæ, {π_λ}_{λ⊢n} i {ρ_μ}_{μ⊢n−1}. PredstavleniØ pervogo tipa est~ po suti predstavleniØ faktoralgebry algebry H^{1,n}_q po idealu I, t.e. vyroßda¸tsØ v predstavleniØ algebry C [S_n ]. �ti predstavleniØ stroØtsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ π̄_λ — neprivodimoe predstavlenie

174 P. P. NIKITIN gruppy S_n, otveqa¸wee diagramme λ ⊢ n. Togda sledu¸wee otobraßenie π_λ zadaet predstavlenie algebry H^{1,n}_q :

π_λ(σ_i) = π̄_λ(σ_i), 1 6 i 6 n − 1; π_λ(α) = 0. (5)

Pri fftom, razumeetsØ, dim(π_λ) = dim(λ) (gde my polagaem po opredeleni¸ dim(λ) = dim(π̄_λ)).

Bolee interesnye predstavleniØ fftoæ algebry mogut byt~ postroeny po predstavleni¸ π̄_μ, gde μ ⊢ (n − 1). Imenno, pust~ V̄_μ – vektornoe prostranstvo predstavleniØ π̄_μ, rassmatrivaemoe kak C [S_{n−1} ]-modul~. Postroim prostranstvo V_μ =

C [Sn ]^⨂_{C[Sn�1 ]}^¯Vμ, pri fftom vloßenie C [Sn−1 ] ⊂ C [Sn ] imeet vid C [Sn−1 ]^∼= ⟨σ2, σ3, . . ., σn⟩. Ispol~zuØ gomomorfizm ϕ, my dlØ ka-

ßdogo h ∈ H^{1,n}_q stroim operator ρ̄_μ(h) ∈ End(C [S_n ] ⨂¯ V_μ):

ρ̄_μ(h) = ϕ(h) ⊗ Id .

Predloßenie 3. DlØ l¸bogo h ∈ H^{1,n}_q lineænyæ operator ρ̄μ(h)

zadaet lineænyæ operator ρ_μ(h) ∈ End(V_μ). Esli q /∈ Z, to predstavlenie ρ_μ algebry H^{1,n}_q ØvlØetsØ neprivodimym, dim(ρ_μ) = n · dim(μ).

Dokazatel~stvo. DlØ proverki korrektnosti zadaniØ operato-

ra ρ_μ trebuetsØ ustanovit~ ffkvivalentnost~ [ρ̄_μ(h)](vg ⊗ w) ≡ [ρ̄_μ(h)](v ⊗ gw) dlØ g ∈ S_{n−1}, v ∈ C [S_n ], w ∈ V̄_μ. Imeem [ρ̄_μ(h)](vg ⊗ w) = [ϕ(h)](vg) ⊗ w i [ρ̄_μ(h)](v ⊗ gw) = [ϕ(h)](v) ⊗ gw ≡ ([ϕ(h)](v))g ⊗ w, t.e. dostatoqno proverit~, qto

[ϕ(h)](vg) = ([ϕ(h)](v))g dlØ l¸byh g ∈ S_{n−1}, h ∈ H^{1,n}_q . (6)

No dlØ obrazu¸wih h vozmoßny dva sluqaØ: esli h = σ_i dlØ nekotorogo i, to kommutirovanie operatora levogo umnoßeniØ ϕ(σ_i) = P_σi s operatorom pravogo umnoßeniØ oqevidno; esli h = α, to nam trebuetsØ kommutirovanie operatora P_α s pravym umnoßeniem – ffto kommutirovanie obsußdalos~ vyxe.

DlØ dokazatel~stva neprivodimosti predstavleniæ ρ_μ rassmotrim na prostranstve V_μ deæstvie podalgebry S ∼= C [S_n ]. Naxe deæstvie – ffto po opredeleni¸ predstavlenie algebry

TEORI˚ PREDSTAVLENI` ALGEBR TURAEVA 175

C [Sn ], otveqa¸wee gruppovomu predstavleni¸ Ind^{Sn}S_{n�1} π̄μ. Iz-

vestno, qto Ind^S n Sn�1 π̄^μ = ∑ λ↘μ π̄_λ, gde λ ↘ μ oznaqaet, qto diagramma μ poluqaetsØ iz λ udaleniem odnoæ kletki. Prostranstvo predstavleniØ pri fftom raskladyvaetsØ sledu¸wim obrazom:

V_μ = C [S_n ] ⨂ C[Sn�1 ]

V̄_μ = (∑ λ⊢n End V̄_λ ) ⨂ C[Sn�1]

V̄_μ =

= ( ∑ λ↘μ End V̄_λ ) ⨂ C[Sn�1 ]

V̄_μ = ∑ λ↘μ ( End V̄_λ ⨂ C[Sn�1] V̄_μ ) . (7)

Pri fftom slagaemomu End V̄_λ ⨂ C[Sn�1 ] V̄^μ otveqaet predstavlenie π̄_λ algebry C [S_n ].

Takim obrazom, l¸boe podpredstavlenie predstavleniØ ρ_μ dolßno imet~ vid ∑ λ π̄_λ, gde summa beretsØ po nekotorym λ, dlØ kotoryh λ ↘ μ. DlØ podpredstavleniØ takogo vida, dlØ proizvol~noæ diagrammy λ, otveqa¸weæ nenulevomu slagaemomu v summe ∑ λ π̄_λ, voz~mem tablicu T na fftoæ diagramme, kotoraØ pri vykidyvanii kletki s qislom n perehodit v tablicu T^′, otveqa¸wu¸ diagramme μ. Rassmotrim simmetrizator ınga e^T ∈ End V̄_λ. V silu dokazannoæ niße lemmy 1, P_α(e^T ) = (c+q)e^T 0 , gde c – nekotoroe celoe qislo. Takim obrazom, pri q ∉ ZdlØ l¸bogo λ ↘ μ my imeem ρ_μ(α)(End V̄_λ ⨂¯ V_μ) ⊃ Id ⨂¯ V_μ, i, tak kak

C [Sn ] · Id^{⨂¯}Vμ = Vμ, neprivodimost~ dokazana.

Nakonec, formula dlØ razmernosti predstavleniØ dim(ρ_μ) = n · dim(μ) neposredstvenno sleduet iz opredeleniØ prostranstva V_μ i togo, qto qislo klassov smeßnosti (S_n/S_{n−1}) ravno n. �

Lemma 1. Pα(e^T ) = (c + q)e^{T 0}, gde e^T – simmetrizator ınga, po-

stroennyæ po tablice T , T^′ – tablica, poluqennaØ iz T vykidyvaniem kletki s qislom n, i c ∈ Z.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸,

e^T = ∑ p∈R(T ), r∈C(T ) sgn(r)pr,

176 P. P. NIKITIN gde R(T ) i C(T ) – stroqnyæ i stolbcovyæ stabilizatory tablicy T na diagramme λ, po kotoroæ stroitsØ stabilizator. Rassmotrim tablicu T^′, kotoraØ poluqaetsØ iz T vykidyvaniem kletki s nomerom n. V fftom sluqae

R(T ) = k∑ i=1 R(T^′) · (a_i, n), C(T ) = l∑ j=1 (b_j , n) · C(T^′), gde {a_i}^k_{i=1} – qisla v stroke tablicy T , soderßaweæ qislo n (vkl¸qaØ samo n; pri fftom my polagaem (n, n) = e), a {b_j}^l_{j=1} – qisla v sootvetstvu¸wem stolbce. Sledovatel~no,

e^T = ∑ 16i6k,16j6l ( ∑ p0_{∈R(T} 0_{), r}0_{∈C(T} 0_) sgn(r)p^′(a_i, n)(b_j, n)r^′ ) , gde r = (b_j, n)r^′; t.e. sgn(r) = − sgn(r^′) pri b_j ≠ n i r = r^′ pri b_j = n. DlØ togo, qtoby vyqislit~ P_α(e^T ), zametim, qto α kommutiruet s p^′ i r^′, pofftomu

P_α(e^T ) = ∑ 16i6k,16j6l ( ∑ p0_{∈R(T} 0_{), r}0_{∈C(T} 0_)

− sgn(r^′)p^′(ā_i, b̄_j)r^′ ) +

+ ∑ 16i6k−1 ( ∑ p0_{∈R(T} 0_{), r}0_{∈C(T} 0_) sgn(r^′)p^′r^′ ) +

+ ∑ 16j6l−1 ( ∑ p0_{∈R(T} 0_{), r}0_{∈C(T} 0_)

− sgn(r^′)p^′r^′ ) + + q · ∑ p0_{∈R(T} 0_{), r}0_{∈C(T} 0_) sgn(r^′)p^′r^′, (8)

gde nabory {ā_i}^k_{i=1} i {b̄_i}^l_{j=1} uße ne soderßat qislo n. Nesloßno proverit~, qto ∑ p0_{∈R(T} 0_{), r}0_{∈C(T} 0_) − sgn(r^′)p^′(a, b)r^′ = 0, esli qisla a i b nahodØtsØ v raznyh strokah i stolbcah tablicy T^′. Ostalos~ zametit~, qto v fftom sluqae P_α(e^T )=(q + (k − 1) − (l − 1)) ∑ p0_{∈R(T} 0_{),} r0_{∈C(T} 0_) sgn(r^′)p^′r^′ =(q + k − l)e^T 0 . �

TEORI˚ PREDSTAVLENI` ALGEBR TURAEVA 177

Teorema 1. Algebra H^{1,n}_q poluprosta dlØ vseh q ∉ Z. Nabor

{π_λ}_{λ⊢n}, {ρ_μ}_{μ⊢n−1} zadaet polnyæ nabor poparno neffkvivalentnyh neprivodimyh predstavleniæ fftoæ algebry. Razmernost~ fftoæ algebry ravna dim(H^{1,n}_q ) = (n + 1)!.

Dokazatel~stvo. Postroennye vyxe predstavleniØ algebry

H^{1,n}_q poparno neizomorfny. Deæstvitel~no, dlØ predstavleniæ π_λ, pri λ ⊢ n, obrazu¸waØ α otobraßaetsØ v nol~, a deæstvie podalgebry S otveqaet predstavleniØm π̄_λ algebry C [S_n ], t.e. ffti predstavleniØ poparno razliqny.

DlØ predstavleniæ ρ_μ, μ ⊢ n − 1, obraz otobraßeniØ P_α :

C [Sn ] → C [Sn ] ØvlØetsØ invariantnym otnositel~no podalgebry C [Sn−1 ] = ⟨σ2, . . . , σn−1⟩, tak kak Pα(C [Sn ]) = C [Sn−1 ]; sootvet-

stvu¸wee predstavlenie algebry C [S_{n−1} ] est~ π̄_μ, sledovatel~- no, predstavleniØ ρ_μ takße poparno razliqny.

DlØ l¸bogo predstavleniØ T budem oboznaqat~ qerez End(T ) algebru lineænyh operatorov v prostranstve predstavleniØ. Izvestno, qto dlØ poparno neizomorfnyh neprivodimyh predstavleniæ {T_i}^k_{i=1} algebry A otobraßenie iz A v ⨁_k i=1 End(T_i), perevodØwee fflement a ∈ A v ⊕^k_{i=1}T_i(a), ØvlØetsØ s¸r¨ektivnym (sm., naprimer, [2]). T.e. v naxem sluqae otobraßenie i : H^{1,n}_q → ∑ λ⊢n End(π_λ) ⨁ ∑ μ⊢n−1 End(ρ_μ), i(h) = ∑ λ⊢n π_λ(h)⊕ ∑ μ⊢n−1 ρ_μ(h) ØvlØetsØ s¸r¨ektivnym. No dim(H^{1,n}_q ) 6 (n + 1)! po sledstvi¸ 1, pri fftom ∑ λ⊢n dim(End(π_λ)) + ∑ μ⊢n−1 dim(End(ρ_μ)) = (9) = ∑ λ⊢n dim(λ)^2 + n^2 · ∑ μ⊢n−1 dim(μ)^2 = n! + n^2 · (n − 1)! = (n + 1)!.

Sledovatel~no, otobraßenie i ØvlØetsØ biekcieæ, dim(H^{1,n}_q ) = (n + 1)!, i, krome togo, algebra H^{1,n}_q poluprosta i ukazannye predstavleniØ deæstvitel~no sostavlØ¸t polnyæ spisok poparno neizomorfnyh neprivodimyh predstavleniæ algebry. �

Predloßenie 4.^¯H^{1,n}_q =^∑_{μ⊢n−1} End(ρμ).

178 P. P. NIKITIN

Dokazatel~stvo. Formula prØmo sleduet iz razloßeniØ pro-

stranstva C [S_n ]

C [Sn ]=C[Sn ]·C [Sn−1 ]=C[Sn ]·(^∑_{μ⊢n−1} End(π̄μ))=^∑_{μ⊢n−1}(C [Sn ]·End(π̄μ))

i opredeleniØ predstavleniæ ρ_μ. �

Postroim graf vetvleniØ semeæstva algebr {H^{1,n}_q }^∞_{n=1}. DlØ fftogo rassmotrim haraktery χ^π_λ i χ^ρ_μ poluqennyh predstavleniæ. Oboznaqim qerez χ̄_λ harakter predstavleniØ π̄_λ algebry C [S_n ]. PonØtno, qto χ^π_λ(σ) = χ̄_λ(σ), esli σ ∈ S, i qto χ^π_λ(xαy) = 0 dlØ l¸byh x, y ∈ S. Takim obrazom, dlØ harakterov χ^π_λ vypolnØetsØ to ße vetvlenie, qto i dlØ χ̄_λ: χ^π_λ = ∑ μ↗λ χ^π_μ. (10)

DlØ opisaniØ vetvleniØ harakterov χ^ρ_μ nam potrebuetsØ bolee Øvnoe zadanie prostranstva V_μ:

V_μ = C [S_n ] ⨂ C[Sn�1]

V̄_μ =^n ∑ a=1 (a, n) ⨂ C[Sn�1] V̄_μ. Zapixem fflement h = σ^1ασ^2 v vide h = (b, n)σ̄^1ασ̄^2(c, n), gde

1 6 b, c 6 n, σ̄^1, σ̄^2 ∈ ⟨σ2, . . ., σn−1⟩. Operator Ph deæstvuet na

fflement (a, n) ⊗ σ̄ sledu¸wim obrazom: P_h((a, n) ⊗ σ̄) = (b, n)σ̄^1 · P_α(σ̄^2(c, n) · (a, n) ⊗ σ̄) = (b, n) ⊗ σ̄^1σ̄^2(c, a)σ̄. Znaqit, operator P_h – proektor na podprostranstvo (b, n) ⨂ C [Sn−1 ]. Sledovatel~no,

χ^ρ_μ((b, n)σ̄^1ασ̄^2(c, n)) = χ̄_μ(σ̄^1σ̄^2(c, b)), i, takim obrazom, χ^ρ_μ(h) = ∑ ν↗μ χ^ρ_ν(h), esli h = σ^1ασ^2. (11)

Rassmotrim znaqeniØ haraktera χ^π_λ na fflementah σ ∈ S. Esli my qerez χ̄^I_μ oboznaqim harakter predstavleniØ Ind^{Sn}_{Sn}�_1 π̄_μ, to iz izloßennogo vyxe sleduet, qto χ^ρ_μ(σ) = χ̄^I_μ(σ).

TEORI˚ PREDSTAVLENI` ALGEBR TURAEVA 179 Dokaßem, qto χ^ρ_μ(σ) = χ^π_μ(σ) + ∑ ν↗μ χ^ρ_ν (σ). (12)

My znaem, qto χ̄^I_μ = ∑ λ↘μ χ̄_λ i qto χ̄_λ = ∑ μ↗λ χ̄_μ. Sledovatel~- no, nam nußno dokazat~, qto

χ̄^I_μ = χ̄_μ+ ∑ ν↗μ χ̄^I_ν ⇔ ∑ λ↘μ χ̄_λ = χ̄_μ+ ∑ ν↗μ χ̄^I_ν ⇔ ∑ μ0_{↗λ↘μ} χ̄_μ0 = χ̄_μ+ ∑ μ00_{↘ν↗μ} χ̄_μ00.

Poslednee ravenstvo horoxo izvestno, qto dokazyvaet formulu (12).

Takim obrazom, ispol~zuØ tot fakt, qto χ^π_μ(h) = 0 pri h = σ^1ασ^2, my vyvodim iz formul (11) i (12), qto χ^ρ_μ = χ^π_μ + ∑ ν↗μ χ^ρ_ν . �to privodit nas k zakl¸qitel~noæ teoreme.

Ris. 1. Graf vetvleniØ.

Teorema 2. Vetvlenie harakterov (i sootvetstvu¸wih predsta-

vleniæ) semeæstva algebr {H^{1,n}_q }^∞_{n=1} zadaetsØ formulami

χ^π_λ = ∑ μ↗λ χ^π_μ, χ^ρ_μ = χ^π_μ + ∑ ν↗μ χ^ρ_ν .

180 P. P. NIKITIN

Oboznaqim predstavleniØ algebry H^{1,n}_q otveqa¸wimi fftim predstavleniØm diagrammami. V fftom sluqae, soglasno teoreme 2, graf vetvleniØ semeæstva algebr Turaeva sostoit iz dvuh grafov ınga, otveqa¸wih naboram predstavleniæ {π_λ} i {ρ_μ}. �ti dva grafa raspoloßeny so sdvigom na odin fftaß, s dobavleniem reber, soedinØ¸wih odinakovye diagrammy, sm. ris. 1.

Literatura 1. A. ı. Okun~kov, A. M. Verxik, Novyæ podhod k teorii predstavleniæ

simmetriqeskih grupp. Zap. nauqn. semin. POMI 307, (2004), 57–98.

2. I. Raæner, Q. Kertis, TeoriØ predstavleniæ koneqnyh grupp i associa-

tivnyh algebr. Nauka, M. (1969).

3. V. G. Turaev, Operatornye invarianty matric i r-matricy. — Izv. AN SSSR, ser. mat., 53, vyp. 5 (1989), 1073–1989.

4. G. James, A. Kerber, The Representation Theory of the Symmetric Group. Ency-

clopedia of Mathematics and Its Applications, vol. 16, Addison-Wesley (1981).

5. A. Vershik, S. Kerov, G. Olshanski, Harmonic analysis on the infinite symmetric

group. Inv. Math. 158, No. 3 (2004), 551–642.

6. H. Wensl, On the structure of brauer’s centralizer algebras. — Ann. Math. 128,

No. 1 (1988), 173–193.

Nikitin P. P. The representation theory and the branching graph for the family of Turaev algebras {H^{1,n}_q }^∞_{n=1}.

In this paper we consider the family of algebras {H^{1,n}_q }^∞_{n=1}. The algebra H^{1,n}_q can be constructed from the group algebra of the symmetric group S_n by changing the first generator. For the algebras under consideration we describe the representations and construct the branching graph.

Postupilo 23 maØ 2005 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: pnikitin0103@yahoo.co.uk