Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 325, 2005 g.

A. L. Qistov

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA V NULEVO` HARAKTERISTIKE ZA POLINOMIAL^NOE VREM˚. II

1. Vvedenie

DannaØ stat~Ø prodolßaet rabotu [9] i ØvlØetsØ vtoroæ eœ qast~¸. Tret~Ø qast~ [10] budet zakl¸qitel~noæ. Dannoe vvedenie moßno rassmatrivat~ kak sovmestnoe dlØ nastoØweæ stat~i i [10]. My issleduem obwie racional~nye morfizmy v nulevoæ harakteristike s algoritmiqeskoæ toqki zreniØ. Priloßeniem rezul~tatov nastoØweæ stat~i ØvlØetsØ obosnovanie metoda predstavleniØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ pri pomowi sistem predstaviteleæ toqek ego neprivodimyh komponent, predloßennogo v [7]. Imenno, v odnoæ iz sledu¸wih stateæ my rassmotrim ffto obosnovanie, a takße algoritm dlØ postroeniØ gladkoæ stratifikacii, opisannoæ v [7], podrobno. Teorema 1 (sm. niße) budet tam osnovnym orudiem (qastiqno pri fftom budut ispol~- zovat~sØ i rezul~taty iz [10]). Krome togo, my uvidim v toæ ße posledu¸weæ stat~e, qto teorema 1 pozvolØet vyqislØt~ pereseqeniØ i indeksy pereseqeniæ algebraiqeskih mnogoobraziæ, zadannyh pri pomowi metoda iz [7] (hotØ neprivodimye komponenty pereseqeniæ ne vsegda mogut byt~ zadany metodom iz [7] s horoxeæ verhneæ ocenkoæ na stepeni sootvetstvu¸wih mnogoqlenov). Rezul~taty iz [10] budut ispol~zovany v buduwem pri postroenii algoritma dlØ pervoæ teoremy Bertini.

V nastoØweæ stat~e nam potrebovalos~ razrabotat~ novyæ metod dlØ rexeniØ sistem polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv s kvadratami absol¸tnyh veliqin (sm. [12]) v sluqae, kogda ffti sistemy soderßat obwie lineænye formy (i daße obwie odnorodnye mnogoqleny zadannyh stepeneæ; no v fftoæ stat~e nam trebuetsØ tol~ko sluqaæ lineænyh form). Imenno, pust~ ffto sistema ot (n + 1)ν peremennyh X_{i,j}, 0 6 j 6 n, 1 6 i 6 ν, gde ν = O(1) (rassmatrivaetsØ kak konstanta, ν < n), i takße ot lineænyh form U_α = ∑ 06j6n^uα,j^Xi,j,^1 6^α 6^μ, gde vse^uα,j 181

182 A. L. QISTOV

ØvlØ¸tsØ peremennymi i μ = O(n). Predpoloßim, qto ffta sistema zavisit takße ot drugih O(n) peremennyh. Tak qto polnoe qislo peremennyh moßet byt~ > Cn^2 dlØ nekotoroæ konstanty C. Sledovatel~no, primenØØ obwiæ metod dlØ rexeniØ takih sistem (sm. [12]), my poluqaem dlØ vremeni raboty algoritma postroeniØ rexeniØ ocenku, polinomial~nu¸ ot d^{n2} , gde d – ocenka na stepen~ vseh uravneniæ i neravenstv. Kratko moßno skazat~, qto predlagaemyæ metod pozvolØet zamenit~ obwie lineænye formy na lineænye formy ot ν peremennyh X_{i,j1} , . . . , X_{i,jν} , gde 0 6 j_1 < . . . < j_ν 6 n vybrany, i poluqit~ novu¸ sistemu. Sledovatel~no, v novoæ sisteme imeetsØ tol~ko μν = O(n) peremennyh u_{α,jβ} , sootvetstvu¸wih razliqnym vyboram j_1, . . . , j_ν. Dannyæ metod svodit postroenie rexeniØ pervonaqal~noæ sistemy k postroeni¸ rexeniæ (_{n+1} ν ) novyh sistem ot O(n) peremennyh.

Rezul~taty nastoØweæ raboty faktiqeski osnovyva¸tsØ na fftom metode (hotØ my formal~no i ne opisyvaem ego otdel~- no ot rassmatrivaemyh zadaq). On primenØetsØ v razdele 1 dlØ usileniØ teoremy 1 iz [8], a takße v razdelah 3 i 4 [10]. Takße my hoteli by podqerknut~ zdes~ vaßnost~ raboty [5] i ee sledstviØ teoremy 2 iz [9] dlØ nastoØweæ stat~i. Krome togo, teper~ my ispol~zuem rabotu [8] (ispravlenie formulirovki lemmy 2 iz [8] sm. v [9]), [9] i drugie naxi predyduwie stat~i.

Pust~ k – pole nulevoæ harakteristiki s algebraiqeskim zamykaniem k. Pust~ X_0, X_1, . . . – nezavisimye peremennye nad k. Oboznaqim qerez P^n(k), n > 0, proektivnoe prostranstvo nad polem k s koordinatami X_0, . . . , X_n. My budem predpolagat~, qto P^n(k) opredeleno nad k. DlØ proizvol~nyh odnorodnyh mnogoqlenov g_1, . . . , g_m ∈ k[X_0, . . . , X_n] budem oboznaqat~ qerez

Z(g_1, . . . , g_m) mnoßestvo vseh obwih nuleæ mnogoqlenov g_1, . . . , g_m

v P^n(k). Analogiqnye oboznaqeniØ budut ispol~zovat~sØ dlØ

mnoßestv nuleæ idealov i mnogoqlenov s drugimi polØmi kofffficientov v affinnyh i proektivnyh prostranstvah (ffto budet vidno iz konteksta). DlØ polØ k i semeæstva fflementov

a^′ = {a^′_i}_{i∈I} iz rasxireniØ polØ k my budem oboznaqat~ qerez k(a^′) (sootvetstvenno k[a^′]) pole (sootvetstvenno kol~co), poro-

ßdœnnoe nad k vsemi fflementami a^′_i, i ∈ I. DlØ dvuh (ili bolee) semeæstv a^′, a^{′′} oboznaqeniØ k(a^′, a^{′′}), k[a^′, a^{′′}] ime¸t analogiqnyæ smysl. Teper~ predpoloßim, qto a^′ ØvlØetsØ semeæstvom alge-

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 183

braiqeski nezavisimyh peremennyh nad k i f ∈ k[a^′]. Predpoloßim, qto b^′ = {b^′_i}_{i∈I} – semeæstvo fflementov iz k s temi ße samymi indeksami, qto i a^′. Togda my budem oboznaqat~ qerez

f(b^′) znaqenie f pri a^′_i = b^′_i, i ∈ I, a takße ispol~zovat~ drugie

analogiqnye oboznaqeniØ.

V algoritmiqeskoæ qasti stat~i my budem predpolagat~, qto k ØvlØetsØ koneqnoporoßdœnnym rasxireniem polØ racional~- nyh qisel Q. Pole k snabßeno vewestvennoæ strukturoæ, esli zadano vloßenie k → R[ √ −1], gde R – vewestvennoe uporØdoqennoe pole.

Rassmotrim sistemu polinomial~nyh uravneniæ ot n peremennyh i fiksirovannogo qisla neravenstv s kvadratami absol¸tnyh veliqin s kofffficientami iz polØ k. Pust~ stepeni uravneniæ i neravenstv men~xe d (sm. podrobnosti v [12], a takße v [9, razdel 1]). Togda (sm. [12, predloßenie 1]) moßno postroit~ vewestvennu¸ strukturu na k i vyØsnit~, za polinomial~noe vremØ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh, imeet li dannaØ sistema rexenie v A^n (k) otnositel~no fftoæ vewestvennoæ struktury. Esli takoe rexenie suwestvuet, ego moßno postroit~ za to ße samoe vremØ. Koordinaty rexeniØ prinadleßat koneqnomu rasxireni¸ polØ k. �to koneqnoe rasxirenie stroitsØ i zadaœtsØ primitivnym fflementom i ego minimal~nym mnogoqlenom. My budem ispol~zovat~ ffto predloßenie mnogo raz bez Øvnoæ ssylki na nego.

Poskol~ku k – proizvol~noe koneqnoporoßdœnnoe pole nad

Q, to fftot rezul~tat spravedliv takße v sluqae, esli zame-

nit~ pole kofffficientov k na koneqnoe rasxirenie polØ k_i =

k(ε_1, . . . , ε_i) dlØ fiksirovannogo i, gde ε_j > 0 dlØ j > 1 ØvlØetsØ

beskoneqno maloæ veliqinoæ otnositel~no polØ k_{j−1}, sm. niße. Teorema 2 iz raboty [9], kotoraØ osnovyvaetsØ na rabote [5], usilivaet fftot rezul~tat. Faktiqeski v fftoæ stat~e bol~xaØ qast~ sistem polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv rexaetsØ pri pomowi teoremy 2 iz [9].

Pust~ V ⊂ P^n(k) – proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie, kotoroe ØvlØetsØ mnoßestvom vseh obwih nuleæ semeæstva odnorodnyh mnogoqlenov ot n + 1 peremennyh stepeni men~xe d s kofffficientami iz polØ k. Pust~ W ØvlØetsØ opredelœnnoæ nad k i neprivodimoæ nad k komponentoæ mnogoobraziØ V , i W zadano svoeæ toqkoæ, kotoraØ prinadleßit tol~ko odnoæ nepri-

184 A. L. QISTOV

vodimoæ nad k komponente mnogoobraziØ V , podrobnosti sm. v [8, teorema 1], a takße niße. Pust~ e_0, . . . , e_r ∈ k[X_0, . . . , X_n] – odnorodnye mnogoqleny, takie, qto deg e_i = d^′ > 1 dlØ vsØkogo nenulevogo e_i, 0 6 i 6 r. My budem predpolagat~ v dal~neæxem, qto dim W ∩ Z(e_0, . . . , e_r) < dim W . Pust~

p : W \ Z(e_0 , . . . , e_r) → P^r, (X_0 : . . . : X_n) → (e_0 : . . . : e_r ) (1)

– regulØrnyæ morfizm. Poloßim W^′ = p(W \ Z(e_0 , . . . , e_r)) (zdes~ i niße v analogiqnyh situaciØh qerta oboznaqaet zamykanie otnositel~no topologii Zariskogo). Sledovatel~no, W^′ – neprivodimoe nad k zamknutoe podmnogoobrazie prostranstva P^r(k). Zametim, qto moßno rassmatrivat~ racional~nyæ morfizm W →

P^r(k) proektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ, zadannyæ po

tomu ße samomu pravilu, no, qtoby byt~ bolee toqnymi, v dal~- neæxem my budem imet~ delo s regulØrnymi morfizmami kvaziproektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ. Oboznaqim qerez p^′ : W \ Z(e_0 , . . . , e_r ) → W^′ dominantnyæ morfizm, inducirovannyæ p. Predpoloßim, qto

dim W = n−s i dim W^′ = n−σ (moßno vyqislit~ s i σ, ispol~zuØ

algoritm iz [4], sm. niße). Sledovatel~no, 0 6 s 6 σ 6 n. Pust~

v_j = ∑ 06i6n^vj,i^Xi,^0 6^j 6^{n + 1}, – obwie lineænye formy otnositel~no X_0, . . . , X_n, t.e. stepen~ transcendentnosti semeæstva vseh kofffficientov v_{j,i} nad k ravna (n + 2)(n + 1). Po opredeleni¸, v = (v_{s+1}, . . . , v_σ), v = (v_0, . . . , v_{n+1}) i k_v (sootvetstvenno

k_v) – pole, poroßdœnnoe nad k fflementami v_{j,i}, s + 1 6 j 6 σ,

0 6 i 6 n (sootvetstvenno 0 6 j 6 n + 1, 0 6 i 6 n). Oboznaqim

qerez ~v semeæstvo kofffficientov v_{j,i}, 0 6 j 6 n + 1, 0 6 i 6 n. Togda k_v = k(~v). Teper~ p i p^′ induciru¸t morfizmy

p_v : (W ∩ Z(v_{s+1}, . . . , v_σ)) \ Z(e_0, . . . , e_r) → P^r(k_v), p^′_v : (W ∩ Z(v_{s+1}, . . . , v_σ)) \ Z(e_0, . . . , e_r) → W^′(k_v), opredelœnnye nad k_v. DlØ udobstva oboznaqeniæ poloßim q_v =

p^′_v. Togda q_v ØvlØetsØ dominantnym morfizmom. Poloßim W_v = W ∩ Z(v_{s+1}, . . . , v_σ) v proektivnom prostranstve nad algebra-

iqeskim zamykaniem polØ k_v. Imeem dim W ∩ Z(v_{s+1}, . . . , v_σ) \

Z(e_0, . . . , e_r) = n − σ. My vyqislØem (sm. [10, teorema 1]) ste-

pen~ deg p^′_v.

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 185

Primenim teoremu 1 iz raboty [9] k morfizmu p^′_v (vmesto p^′), zamenØØ v formulirovke fftoæ teoremy pole k na k_v. Oboznaqim qerez V ⊂ A^{(r+1)(n−σ+1)} (k_v) nepustoe otkrytoe v topologii Zariskogo podmnoßestvo vseh naborov iz (n − σ + 1) lineænyh form iz utverßdeniØ (d) teoremy 1 raboty [9], primenœnnoæ k

p^′_v. Poloßim U^′_0 = V ∩ A^{(r+1)(n−σ+1)} (k). Togda U^′_0 oqevidno ØvlØ-

etsØ nepustym otkrytym v topologii Zariskogo podmnoßestvom

v A^{(r+1)(n−σ+1)} (k). Sledovatel~no, L^′ ∈ U^′_0 v tom i tol~ko v tom

sluqae, esli # ( (W_v \Z(e_0 , ..., e_r)) ∩ Z(e^′_{σ+1} , ..., e^′_n) ) =deg(q_v) deg W^′, (2)

(W_v \ Z(e_0 , . . . , e_r)) ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_n) ∩ Z(e^′_0) = ∅, (3)

(W_v \ Z(e_0 , . . . , e_r)) ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_n) ∩ ( V_v \ W_v ) = ∅, (4) # ( W^′ ∩ Z(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) ) = deg W^′ (5)

v proektivnyh prostranstvah nad algebraiqeskim zamykaniem polØ k_v. Mnoßestvo U^′_0 invariantno otnositel~no deæstviØ gruppy Galua Gal(k/k) i, sledovatel~no, opredeleno nad k. My postroim fflement iz U^′_0 v [10]. Bolee toqno, my opredelim niße otkrytye v topologii Zariskogo mnoßestva U^{′′′}_{n+1} ⊂ U^{′′′}_0 ⊂ U^{′′}_0 ⊂ U^′_0, otnosØwiesØ k morfizmu p, i postroim fflement iz U^{′′′}_0 za polinomial~noe vremØ v [10, teorema 1].

Pust~ K – pole, soderßawee algebraiqeski nezavisimye nad k fflementy u_{j,w}, j ∈ {0, σ+1, . . . , n}, 0 6 w 6 r, i takoe, qto K i k_v ØvlØ¸tsØ lineæno razdel~nymi nad k. Oboznaqim qerez u semeæstvo fflementov u_{j,w}, j ∈ {0, σ + 1, . . . , n}, 0 6 w 6 r. Pust~ l^′_{j,w} ∈ k,

j ∈ {0, σ + 1, . . . , n}, 0 6 w 6 r. Pust~ L^′_j = l^′_{j,0}X_0 + . . . + l^′_{j,r}X_r

(sootvetstvenno U_j = u_{j,0}X_0 + . . . + u_{j,r}X_r ), j ∈ {0, σ + 1, . . . , n}, – lineænye formy iz k[X_0, . . . , X_r] (sootvetstvenno K[X_0, . . . , X_n]). Poloßim e^′_j = L^′_j (e_0, . . . , e_r) (sootvetstvenno u_j = U_j (e_0, . . . , e_r )),

j ∈ {0, σ + 1, . . . , n}. Poloßim dalee L^′ = (L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) (so-

otvetstvenno U = (U_0, U_{σ+1}, . . . , U_n)). V dal~neæxem my budem opredelØt~ nekotorye ob¨ekty, sootvetstvu¸wie L^′. Analogiqnye ob¨ekty, sootvetstvu¸wie U , opredelØ¸tsØ pri pomowi zameny polØ k na K.

Pust~ L^′ – proizvol~noe, kak vyxe (no, vozmoßno, L^′ ∉ U^′_0). V dal~neæxem, esli ne ogovoreno protivnoe, my budem predpolagat~, qto lineænye formy L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n ØvlØ¸tsØ lineæno

186 A. L. QISTOV

nezavisimymi. My budem rassmatrivat~ morfizmy

p_L′ : W \ Z(e^′_0, e^′_{σ+1} . . . , e^′_n) → P^{n−σ}(k), (6) p_{v,L}′ : W ∩ Z(v_{s+1} , . . . , v_σ) \ Z(e^′_0, e^′_{σ+1} . . . , e^′_n) → P^{n−σ}(k_v), (7) opredelœnnye nad polØmi k i k_v sootvetstvenno i zadannye odnoæ i toæ ße formuloæ

(X_0 : . . . : X_n) → (e^′_0 : e^′_{σ+1} : . . . : e^′_n).

DlØ vsØkogo σ 6 i 6 n oboznaqim qerez

• W_i(L^′) ob¨edinenie vseh neprivodimyh nad k komponent E

mnogoobraziØ W ∩Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i), takih, qto dim E = n−i+σ −s i ograniqenie p_L′ |_E : E \ Z(e^′_0, e^′_{σ+1} , . . . , e^′_n) → Z(X_1, . . . , X_{i−σ}) ØvlØetsØ dominantnym (zdes~ Z(X_1, . . . , X_{i−σ}) ⊂ P^{n−σ}(k) – lineænoe podprostranstvo).

Togda E ⊄ Z(e^′_0 , e^′_{σ+1} . . . , e^′_n). Morfizm p_L′ |_{Wi(L}′_) : W_i(L^′) \ Z(e^′_0,

e^′_{σ+1} , . . . , e^′_n) → Z(X_1, . . . , X_{i−σ}) ØvlØetsØ dominantnym, esli W_i(L^′) ≠ ∅ (zdes~ nel~zØ iskl¸qit~, qto W_i(L^′) pusto dlØ neko-

torogo i). V qastnosti, W_σ(L^′) = W v tom i tol~ko v tom sluqae, esli morfizm p_L′ ØvlØetsØ dominantnym. Zametim, qto W_i(L^′) zavisit tol~ko ot L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i. Tak qto my budem oboznaqat~ takße

W_i(L^′) = W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_i). Morfizm p_L′ |_{Wi(L}′_) ØvlØetsØ dominant-

nym ili W_i(L^′) = ∅, dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n. Sledovatel~no,

dim W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_{i−1}) ∩ Z(e^′_i) 6 n − i + σ − s (8) i dim W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) ∩ Z(e^′_0) 6 σ − s − 1. (9)

Oboznaqim dlØ kratkosti L^′_{n+1} = L^′_0, e^′_{n+1} = e^′_0, W_{n+1}(L^′) =

W (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_{n+1}) = ∅. Sledovatel~no,

W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) = W_i(L^′) ∪ W^{(1)}_i (L^′) ∪ W^{(2)}_i (L^′) ∪ W^{(3)}_i (L^′), σ + 1 6 i 6 n + 1, gde • W^{(1)}_i (L^′) – ob¨edinenie vseh neprivodimyh nad k kom-

ponent E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), takih, qto E ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ mnogoobraziØ W ∩

Z(e^′_0, e^′_{σ+1} . . . , e^′_n);

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 187

• W^{(2)}_i (L^′) – ob¨edinenie vseh neprivodimyh nad k komponent

E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), takih, qto E soderßitsØ v

W^{(1)}_j (L^′) dlØ nekotorogo s 6 j < i;

• W^{(3)}_i (L^′) – ob¨edinenie vseh neprivodimyh nad k kompo-

nent E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), takih, qto E ⊄ Z(e^′_0, e^′_{σ+1} . . . , e^′_n) i dim p_L′ (E \ Z(e^′_0, e^′_{σ+1} . . . , e^′_n)) < n−i+σ−s. Sledovatel~no, W^{(3)}_i (L^′) = ∅ dlØ i = n, n + 1.

Poloßim takße W^{(β)}(L^′) = W^{(β)}σ (L^′) = ∅, W^{(β)}_0 (L^′) = W^{(β)}_{n+1}(L^′),

β = 1, 2, 3.

Zametim, qto esli L^′ ∈ U^′_0, to W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) = ∅ v

P^n(k). Soglasno lemme 4 iz [10], esli W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) =

∅, to W ∩ Z(e_0 , . . . , e_r) = W ∩ Z(e^′_0, e^′_{σ+1}, . . . , e^′_n) (faktiqeski v fftoæ lemme my imeem bolee sil~noe utverßdenie). Sledovatel~- no, razmernost~ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty mnogoobraziØ

W ∩ Z(e_0, . . . , e_r) ne men~xe σ − s − 1. Ots¸da dlØ proizvol~nogo L^′ (vozmoßno, W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) ≠ ∅) vsØkaØ neprivodimaØ

komponenta mnogoobraziØ W^{(1)}_{n+1}(L^′) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ razmernosti σ − s − 1 mnogoobraziØ W ∩ Z(e_0 , . . . , e_r ). Esli L^′ ∈ U^′_0, to dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n vsØkaØ neprivodimaØ komponenta mnogoobraziØ W^{(1)}_i (L^′) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ razmernosti n − σ − s − i pereseqeniØ W ∩ Z(e_0 , . . . , e_r ). Esli L^′ ∈ U^′_0 i ⋃ σ+16j6i−1^{W (3)}j^{(L′)} ne soderßit nikaku¸ neprivodimu¸ komponentu E mnogoobraziØ W ∩ Z(e_0 , . . . , e_r ), taku¸, qto

dim E = n − σ + s − i (v qastnosti, esli ⋃ σ+16j6i−1^{W (3)}j^{(L′) = ∅} ili esli L^′ ∈ U^{′′}_0 , sm. niße), to, obratno, vsØkaØ neprivodimaØ komponenta razmernosti n − σ − s − i pereseqeniØ W ∩ Z(e_0, . . . , e_r) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ mnogoobraziØ W^{(1)}_i (L^′).

Dalee, dlØ vsØkogo z ∈ W^′ vsØkaØ neprivodimaØ komponenta E sloØ p^{−1}(z) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ p^{−1}_L′ p_L′ p^{−1}(z), esli L^′ ∈ U^′_0. Pofftomu dim E > σ − s. Poslednee neravenstvo – ffto teorema o razmernosti sloœv dlØ morfizma p^′, sr. [1]. Krome togo, dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n + 1

• esli W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) = ∅, to W^{(1)}_i (L^′) ØvlØetsØ ob¨- edineniem vseh neprivodimyh nad k komponent E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), takih, qto E ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ mnogoobraziØ W ∩ Z(e_0, . . . , e_r);

188 A. L. QISTOV

• esli W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) = ∅, to W^{(3)}_i (L^′) ØvlØetsØ ob¨- edineniem vseh neprivodimyh nad k komponent E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), takih, qto E ⊄ Z(e_0 , . . . , e_r) i dim p(E \ Z(e_0, . . . , e_r)) < n − i + σ − s. V dal~neæxem vo vvedenii my predpolagaem, qto W^′ ∩ Z(L^′_0, L^′_{σ+1} , . . . , L^′_n) = ∅. Predstavim W_i(L^′) i W^{(β)}_i (L^′), β = 1, 2, 3, kak

ob¨edineniØ poparno razliqnyh neprivodimyh nad k algebraiqeskih mnogoobraziæ:

W_i(L^′) = ⋃ j∈J_i(L^′) W_j , σ 6 i 6 n,

W^{(β)}_i (L^′) = ⋃ j∈J^{(β)}_i (L^′)

W_j , σ 6 i 6 n + 1, β = 1, 2, 3

(v deæstvitel~nosti J^{(2)}_{σ+1}(L^′) = ∅ i W^{(2)}_{σ+1} (L^′) = ∅). Oboznaqim qerez W^{(1)}_i ob¨edinenie vseh neprivodimyh komponent razmernosti

n − i + σ − s mnogoobraziØ W ∩ Z(e_0, . . . , e_r). Pust~ W_j, j ∈ J^{(1)}_i ,

– semeæstvo vseh neprivodimyh komponent mnogoobraziØ W^{(1)}_i . V dal~neæxem my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto J^{(1)}_i (L^′) ⊂ J^{(1)}_i .

Oboznaqim qerez ι_j (L^′), j ∈ J_{i+1}(L^′) (sootvetstvenno ι_j (L^′),

j ∈ J^{(β)}_{i+1}(L^′), β = 1, 2, 3), σ 6 i 6 n, indeks pereseqe-

niØ i(W_i(L^′), Z(e^′_{i+1}); W_j) algebraiqeskih mnogoobraziæ W_i(L^′) i

Z(e^′_{i+1} ) v W_j , sm. [2]. Togda po teoreme Bezu (sm. [2])

d^′ deg W_i(L^′) = ∑ j∈J_{i+1} (L^′)

ι_j(L^′) deg W_j + + ∑ 16β63 ∑ j∈J^{(β)}_i (L^′)

ι_j(L^′) deg W_j . (10)

Poloßim

D_i(L^′) = deg W_i(L^′) = ∑ j∈J_i(L^′) deg W_j , σ 6 i 6 n + 1,

D^{(β)}_i (L^′) = deg W^{(β)}_i (L^′) = ∑ j∈J^{(β)}_i (L^′)

deg W_j ,

σ 6 i 6 n + 1, β = 1, 2, 3.

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 189

My budem oboznaqat~ takße D_α(L^′) = D(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α), J_α(L^′) =

J(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α), W_α(L^′) = W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_α) dlØ σ 6 α 6 n + 1;

i W^{(β)}α (L^′) = W^{(β)}(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α), D^{(β)}α (L^′) = D^{(β)} (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α),

J^{(β)}_α (L^′) = J^{(β)}(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α) dlØ σ + 1 6 α 6 n + 1, β = 1, 2, 3.

Poloßim

D_i = D_i(U ), J_i = J_i(U ), σ 6 i 6 n + 1,

D^{(β)}_i = D^{(β)}_i (U ), J^{(β)}_i = J^{(β)}_i (U ), σ 6 i 6 n + 1, β = 1, 2, 3,

ι_j = ι_j(U ), j ∈ J^{(β)}_i , σ 6 i 6 n + 1, β = 1, 2, 3, (11)

i D_0 = D_{n+1}, D^{(β)}_0 = D^{(β)}_{n+1}, J^{(β)}_0 = J^{(β)}_{n+1}, β = 1, 2, 3. Spravedlivo neravenstvo D_i(L^′) 6 D_i dlØ vsØkogo σ 6 i 6 n, sm. [10, lemma 8]. Esli L^′ ∈ U^′_0, to po lemme 11 iz [9] indeks pereseqeniØ ι_j(L^′) raven 1 dlØ vsØkogo j ∈ J_i(L^′), σ + 1 6 i 6 n. V qastnosti, ι_j = 1 dlØ

vsØkogo j ∈ J_i, σ + 1 6 i 6 n. Dalee, esli L^′ ∈ U^′_0 i J^{(1)}_i (L^′) = J^{(1)}_i , to ι_j(L^′) > ι_j dlØ vsØkogo j ∈ J^{(1)}_i , sm. [10, lemma 7] (faktiqeski poslednee neravenstvo vypolneno pri bolee slabyh usloviØh iz fftoæ lemmy). Krome togo, esli dopolnitel~no i = n+1, to ι_j(L^′) =

ι_j, sm. [10, lemma 8].

Oboznaqim qerez W^{′′′} zamykanie v topologii Zariskogo vseh toqek z ∈ W^′, takih, qto dim p^{−1}(z) > s − σ. Oboznaqim qerez

W^{(4)} zamykanie otnositel~no topologii Zariskogo ob¨edine-

niØ vseh neprivodimyh komponent E obratnogo obraza p^{−1}(W^{′′′}), takih, qto dim p(E) < σ − s + dim E. Po teoreme o razmernosti sloœv (sm. [1] ili vyxe) dlØ vsØkogo z ∈ W^{′′′} razmernost~ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty (esli ona suwestvuet;

p^{−1}(z) moßet byt~ pustym) obratnogo obraza p^{−1}(z) ne men~xe σ − s + 1. Sledovatel~no, kvaziproektivnoe algebraiqeskoe mno-

goobrazie W^{(4)} \ Z(e_0, . . . , e_r) est~ v toqnosti mnoßestvo vseh toqek x ∈ W \ Z(e_0, . . . , e_r), takih, qto dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty E sloØ p^{−1}p(x), esli x ∈ E, to dim E > σ − s. Sledovatel~no, esli L^′ ∈ U^′_0, to W^{(3)}_i (L^′) ⊂ W^{(4)}, σ + 1 6 i 6 n − 1.

Pust~ σ 6 i 6 n – celoe qislo. Nam potrebu¸tsØ takße sledu¸wie usloviØ (zdes~, esli razmernost~ otricatel~na, mnogoobrazie pusto):

dim( W^{(4)} \ Z(e_0, . . . , e_r) ) ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i) 6 n − i + σ − s − 1,

(12)

dim W (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_i) ∩ (V \ W ) 6 n − i + σ − s − 1. (13)

190 A. L. QISTOV

Soglasno teoreme 1 iz raboty [9], esli L^′ = (L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ∈

U^′_0, to vypolnØetsØ neravenstvo (13) (napomnim, qto neravenstva

(8), (9) vsegda vypolnØ¸tsØ), W_n(L^′) ØvlØetsØ zamykaniem otnositel~no topologii Zariskogo mnogoobraziØ W ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . ,

e^′_n)\Z(e_0 , . . . , e_r) i D_n(L^′) = D_n = deg p^′_v deg W^′. Po lemme 11 iz [9],

esli L^′ ∈ U^′_0, to W_i(L^′) est~ v toqnosti ob¨edinenie vseh neprivodimyh nad k komponent E mnogoobraziØ W ∩Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i), takih, qto E(k_v) soderßit po kraæneæ mere odnu iz deg p^′_v deg W^′ toqek mnogoobraziØ W_v ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_n) \ Z(e_0, . . . , e_r) (ili, qto ffkvivalentno, E soderßit neprivodimu¸ komponentu mnogoobraziØ

W_n(L^′)).

Dalee, pust~ σ 6 α 6 n – celoe qislo i L^′ ∈ U^′_0. Soglasno lemme 11 iz raboty [9], uslovie (12) vypolnØetsØ dlØ vseh σ 6

i 6 α togda i tol~ko togda, kogda

W_i(L^′) = W ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i) \ Z(e_0, . . . , e_r) (14)

dlØ vseh σ 6 i 6 α. V fftom sluqae W^{(3)}_i (L^′) = ∅ dlØ vseh

σ + 1 6 i 6 α, i, sledovatel~no, v silu (8) i (9) algebraiqeskoe

mnogoobrazie W^{(1)}_i (L^′), σ + 1 6 i 6 α, sovpadaet s ob¨edineniem vseh neprivodimyh komponent razmernosti n − i + σ − s pereseqeniØ W ∩ Z(e_0, . . . , e_r). Sledovatel~no, W^{(1)}_i (L^′) i J^{(1)}_i (L^′) = J^{(1)}_i ne zavisØt ot L^′ pri rassmatrivaemyh usloviØh.

Soglasno lemme 20 ([10, razdel 3]), moßno vyØsnit~, verno li, qto L^′ ∈ U^′_0, za polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi vhodnyh dannyh i (dd^′)^n, t.e. za polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi L^′ i ot veliqin iz ocenki na vremØ raboty algoritma iz teoremy 1 raboty [10].

Pust~ σ 6 α 6 n + 1 – celoe qislo. Otoßdestvim mnoßestvo vseh (α − σ)-naborov (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α) lineænyh form L^′_j ∈

k[X_0, . . . , X_r] (sootvetstvenno L^′_j ∈ k_v[X_0, . . . , X_r]) s A^{(r+1)(α−σ)} (k)

(sootvetstvenno A^{(r+1)(α−σ)} (k_v)). DlØ udobstva oboznaqeniæ, esli

α = σ + 1, to my budem otoßdestvlØt~ 1-nabor (L^′_{σ+1} ) s lineænoæ

formoæ L^′_{σ+1}. Napomnim, qto L^′_0 = L^′_{n+1}. Oboznaqim qerez U^′_α, σ 6

α 6 n + 1, obraz mnoßestva U^′_0 otnositel~no lineænogo otobra-

ßeniØ π_α : A^{(r+1)(n−σ+1)} (k) → A^{(r+1)(α−σ)} (k), L^′ → (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α). Togda U^′_α – otkrytoe v topologii Zariskogo mnoßestvo, tak kak obraz otkrytogo mnoßestva otnositel~no lineænoæ proekcii otkryt. Krome togo, π_{n+1} ØvlØetsØ izomorfizmom.

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 191 Pust~ σ 6 α 6 n + 1 – celoe qislo. Oboznaqim qerez U^{′′}_α ⊂ U^′_α podmnoßestvo vseh (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α), takih, qto

D(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) = D_i (15)

dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 α. Poloßim takße U^{′′}_0 = U^′_0 ∩ π^{−1}_n (U^{′′}_n ) = π^{−1}_{n+1}(U^{′′}_{n+1}). Esli (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α) ∈ U^{′′}_α, to (sm. [10, razdel 2, lem-

ma 8]) indeksy pereseqeniØ ι_j(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) ravny ι_j dlØ vseh

j ∈ J^{(1)}_i , σ + 1 6 i 6 α, i, kak my otmetili, ι_j = 1 dlØ vseh j ∈ J_i(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i), σ + 1 6 i 6 α. Dalee, U^{′′}_α – nepustoe otkry-

toe v topologii Zariskogo podmnoßestvo v A^{(r+1)(α−σ)} (k), sm. [10, razdel 2, lemma 9]. Po lemme 14 iz [9], primenœnnoæ k W_v, p^′_v, α vmesto W , p^′, i + 1, esli D_i(L^′) = D_i dlØ vseh σ + 1 6 i 6 α, to

W^{(3)}_i (L^′) = ∅ dlØ vseh σ + 1 6 i 6 α. Sledovatel~no, esli L^′ ∈ U^{′′}_0 ,

to vypolnØ¸tsØ usloviØ (12) i (14) dlØ vseh σ 6 i 6 n − 1.

Esli rasxirit~ osnovnoe pole, to U ∈ U^{′′}_0 . Sledovatel~no, iz (10) sleduet, qto

(d^′)^{n−σ+1} deg W = ∑ σ+16i6n+1 ( ∑ j∈J^{(1)}_i (d^′)^{n−i+1}ι_j deg W_j + ∑ j∈J^{(2)}_i (d^′)^{n−i+1}ι_j deg W_j ) . (16)

Pust~ σ 6 α 6 n + 1 – celoe qislo. Oboznaqim qerez U^{′′′}_α ⊂ U^{′′}_α podmnoßestvo vseh (L^′_{σ+1} , . . . , L^′_α), takih, qto

D^{(2)}(L^′_{σ+1} , . . . , L^′_i) = D^{(2)}_i (17)

dlØ vseh σ+1 6 i 6 α. Poloßim takße U^{′′′}_0 = U^{′′}_0 ∩π^{−1}_n (U^{′′′}_n ), t.e. U^{′′′}_0 – mnoßestvo vseh L^′ ∈ U^{′′}_0 , takih, qto (L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ∈ U^{′′′}_n . Togda U^{′′′}_α – nepustoe otkrytoe v topologii Zariskogo podmnoßestvo

A^{(r+1)(α−σ)} (k), sm. [10, razdel 2, lemma 12]. Dalee, U ∈ U^{′′′}_{n+1}(K).

Oqevidno, π_{n+1}(U^{′′′}_0 ) ⊃ U^{′′′}_{n+1} i, esli s = σ, to poslednee vkl¸qenie stanovitsØ ravenstvom.

Oboznaqim dlØ kratkosti U^′ = U^′_{σ+1} (sootvetstvenno U^{′′} = U^{′′}_{σ+1}, U^{′′′} = U^{′′′}_{σ+1} ).

Qtoby sformulirovat~ teoremu 1 iz raboty [10] bez vsØkih ograniqeniæ na s i σ, nam trebuetsØ rassmotret~ takße sluqaæ, kogda W ØvlØetsØ ob¨edineniem nekotoryh opredelœnnyh nad k

192 A. L. QISTOV

i neprivodimyh nad k komponent mnogoobraziØ V (t.e. W ne obØzatel~no neprivodimo nad k) i dim W = n−s = 0 (faktiqeski dlØ

n = s teorema 1 iz [10] trivial~na). V rassmatrivaemom sluqae

p, p^′, W^′, opredelØ¸tsØ kak vyxe. My imeem W ∩Z(e_0, . . . , e_r ) = ∅,

dim W^′ = n − σ = 0. Pust~ L^′ = (L^′_0), gde L^′_0 – lineænaØ forma iz k[X_0, . . . , X_r]. �lement L^′ = (L^′_0) leßit v U^′_0 togda i tol~ko togda,

kogda W^′ ∩ Z(L^′_0 ) = ∅ v P^r(k). Morfizm p^′ – dominantnyæ v tom i tol~ko v tom sluqae, esli L^′ ∈ U^′_0. DlØ proizvol~nogo L^′ ∈ U^′_0 poloßim W_n(L^′) = W , W_{n+1}(L^′) = ∅, W^{(j)}n (L^′) = ∅, W^{(j)}_{n+1}(L^′) = ∅ dlØ j = 1, 2, 3. Poloßim U^{′′′}_0 = U^{′′}_0 = U^′_0 = U^{′′′}_{n+1} = U^{′′}_{n+1} = U^′_{n+1}. Vse drugie ob¨ekty, opredelœnnye vyxe dlØ neprivodimogo W , opredelØ¸tsØ v rassmatrivaemom sluqae analogiqnym obrazom.

Zameqanie 1. Iz teoremy Bezu vytekaet, qto esli L^′ ∈ U^′_0,

J^{(2)}_i (L^′) = ∅ dlØ vseh s + 2 6 i 6 n i vypolnØetsØ uslovie (14)

dlØ vseh σ + 1 6 i 6 n − 1, to dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n + 1 imeem

D_i(L^′) = D_i i ι_j(L^′) = ι_j dlØ vsØkogo j ∈ J^{(1)}_i .

Zameqanie 2. Pust~ K1 – algebraiqeski zamknutoe pole, K1 ⊃ k,

lineæno razdel~noe s k(W ) nad k. Vyberem rasxirenie K_2 ⊃ k, takoe, qto W neprivodimo nad K_2 i K_2 = K_1 (naprimer, K_2 moßet byt~ proizvol~nym qisto transcendentnym rasxireniem k, takim, qto K_2 = K_1). Opredelim mnoßestva U^′_α, U^{′′}_α , U^{′′′}_α dlØ osnovnogo polØ K_1 (a takße K_2), zamenØØ v opredeleniØh fftih mnoßestv osnovnoe pole k na K_2. DlØ kratkosti oboznaqim poluqennye mnoßestva qerez U^′_{K1,α}, U^{′′}_{K1,α}, U^{′′′}_{K1,α} (my ispol~zuem ffti bolee podrobnye oboznaqeniØ tol~ko v fftom zameqanii). Togda, oqevidno, U^′_{K1 ,α}, U^{′′}_{K1,α}, U^{′′′}_{K1,α} ne zavisØt ot vybora polØ K_2, takogo, kak vyxe. V qastnosti, pervonaqal~nye U^′_α, U^{′′}_α ,

U^{′′′}_α , opredelœnnye dlØ osnovnogo polØ k, zavisØt tol~ko ot k.

Dalee, oqevidno, U^′_α = U^′_{K1,α}(k), U^{′′}_α = U^{′′}_{K1,α}(k), U^{′′′}_α = U^{′′′}_{K1,α}(k) dlØ vseh α. S drugoæ storony, veroØtno takße U^′_α(K_1) = U^′_{K1,α},

U^{′′}_α(K_1) = U^{′′}_{K1,α}, U^{′′′}_α (K_1) = U^{′′′}_{K1,α}. My ostavlØem dokazatel~stvo

poslednih treh ravenstv qitatel¸. V fftoæ stat~e oni nam ne potrebu¸tsØ. Analogiqno qitatel~ moßet dokazat~, qto esli V i W opredeleny nad podpolem k^′ polØ k (rasxirenie k ⊃ k^′ moßet byt~ transcendentnym), to U^′_α, U^{′′}_α, U^{′′′}_α takße opredeleny nad k^′.

Napomnim nekotorye detali iz [8]. Pust~ λ = (L_0, . . . , L_{n+1}) i vse L_j ∈ k[X_0, . . . , X_n], 0 6 j 6 n + 1, ØvlØ¸tsØ lineænymi formami. Predpoloßim, qto λ (t.e. lineænye formy L_0, . . . , L_{n+1})

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 193

udovletvorØ¸t utverßdeni¸ teoremy 1 iz [8] dlØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V . Togda (sm. [8, razdel 2]) dlØ vsØkogo

1 6 j 6 n − 2, takogo, qto V imeet neprivodimu¸ komponen-

tu razmernosti n − j, spravedlivo ravenstvo v_j(λ) = u_j(λ), gde

v_j (λ), u_j(λ) 6 d^j(d^j − 1) – celye qisla, opredelœnnye v [8]. Od-

nako seæqas oboznaqeniØ v_j i u_j uße ispol~zu¸tsØ v drugom smysle. Tak qto v nastoØweæ stat~e my budem oboznaqat~ ffti qisla qerez b_j(λ), a_j(λ) vmesto oboznaqeniæ v_j (λ), u_j(λ) iz [8] sootvetstvenno. Bolee toqno, v razdele 1 dlØ proizvol~nyh λ i V , udovletvorØ¸wih svoæstvu (B) (sm. naqalo razdela 1), my opredelØem celye qisla b_j (λ) = b_j (λ, V ), a_j(λ) = a_j(λ, V ) dlØ vseh

0 6 j 6 n.

V [8] my ne stroili λ v obwem poloßenii s maksimal~no vozmoßnymi b_j (λ), sm. [8, zameqanie 3]. My primenØli [8, zameqanie 2] kak slaboe privedenie k obwemu poloßeni¸. V nastoØweæ stat~e ffto toße vozmoßno, odnako izloßenie rezul~tatov pri fftom stanovitsØ neskol~ko gromozdkim. Tak qto my sumeli izbeßat~ ispol~zovaniØ zameqaniØ 2 iz [8]. Vmesto fftogo my usilivaem rezul~tat raboty [8] i stroim λ v obwem poloßenii s maksimal~no vozmoßnymi b_j(λ) (sm. razdel 1), ispol~zuØ razrabotannyæ metod, sm. naqalo vvedeniØ. Pofftomu teper~ dostatoqno primenØt~ prostoæ algoritm privedeniØ k celym kofffficientam, sm. [9, predloßenie 2].

Pust~ λ = (L_{s+1}, . . . , L_σ), gde vse L_j ∈ k[X_0, . . . , X_n], s + 1 6

j 6 σ, ØvlØ¸tsØ lineænymi formami. Rassmotrim sledu¸wee

svoæstvo.

(A) DlØ λ zadan fflement λ (sledovatel~no, lineænye formy L_w,

s + 1 6 w 6 σ, iz λ i λ sovpada¸t); dlØ algebraiqeskogo

mnogoobraziØ V i lineænyh form L_0, . . . , L_{n+1} spravedlivy utverßdeniØ teoremy 1 iz [8]; i dlØ vsØkogo 0 6 j 6 n, takogo, qto V imeet neprivodimu¸ komponentu razmernosti

n − j, celoe qislo b_j (λ) = a_j (λ) ØvlØetsØ maksimal~no voz-

moßnym (esli var~irovat~ λ, podrobnosti sm. v razdele 1). V fftom sluqae my budem govorit~ dlØ kratkosti, qto λ udovletvorØet uslovi¸ (A) dlØ V ili qto (A) vypolnØetsØ dlØ λ i V .

V dal~neæxem, esli ne ogovoreno protivnoe, my budem predpolagat~, qto dim W ∩ Z(L_{s+1} , . . . , L_σ) = n − σ; poslednee pereseqenie transversal~no; esli n − σ > 0, to algebraiqeskoe mnogoobrazie W ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_σ) neprivodimo nad k. Oboznaqim

194 A. L. QISTOV

W_λ = W ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_σ), V_λ = V ∩ Z(L_{s+1}, . . . , L_σ). My budem

sqitat~ v dal~neæxem, qto dim(W_λ ∩ (V_λ \ W_λ)) < dim W_λ. Zametim, qto esli dlØ λ spravedlivo uslovie (A), to vse ffti svoæstva vypolnØ¸tsØ. Oboznaqim qerez

p_λ : W_λ \ Z(e_0 , . . . , e_r) → P^r(k), (18)

p^′_λ : W_λ \ Z(e_0 , . . . , e_r) → W^′ (19)

morfizmy, inducirovannye p i p^′. Predpoloßim, qto

dim W_λ ∩ Z(e_0, . . . , e_r) < dim W_λ (20)

i morfizm p^′_λ – dominantnyæ. Otmetim, qto esli n − σ > 0, to

W_λ neprivodimo nad k soglasno naxemu predpoloßeni¸. Sle-

dovatel~no, esli n − σ > 0 i morfizm p^′_λ dominantnyæ, to vypolneno uslovie (20). Zamenim (V, W, p, p^′) na (V_λ, W_λ, p_λ, p^′_λ) vo vseh opredeleniØh vseh W_i(L^′), W (L^′_{σ+1} , . . . , L_n), U^′_α, U^{′′}_α, U^{′′′}_α ,

p_L′ i t. d. My budem oboznaqat~ poluqennye ob¨ekty qerez W_{λ,i}(L^′), W_λ(L^′_{σ+1} , . . . , L_n), U^′_{λ,α}, U^{′′}_{λ,α}, U^{′′′}_{λ,α}, p_{λ,L}′ i t. d. Otmetim,

qto k_{vλ} = k i p_{λ,vλ,L}′ = p_{λ,L}′ , tak kak s_λ = σ_λ = σ. Nam budet udobno takße rassmatrivat~ morfizm p^′_λ (poloßim q_λ = p^′_λ) vmeste s p^′_v, sm. [10, teorema 1]. Opredelim V_v, W_v i t. d., rasxirØØ osnovnoe pole k do k_v. Zametim, qto uslovie (A) vypolnØetsØ dlØ v i V , esli rasxirit~ k do k_v.

Posle fftih opredeleniæ my perehodim k toqnym formulirovkam. Pust~ dany odnorodnye mnogoqleny f_1, . . . , f_m ∈

k[X_0, . . . , X_n], n > 0, m > 1. Rassmotrim zamknutoe algebraiqe-

skoe mnoßestvo ili algebraiqeskoe mnogoobrazie (v fftoæ stat~e my ne razliqaem ffti ponØtiØ)

V = {(x_0 : . . . : x_n) ∈ P^n(k) : f_i(x_0, . . . , x_n) = 0, x_i ∈ k ∀1 6 i 6 m}.

�to mnoßestvo vseh obwih nuleæ mnogoqlenov f_1, . . . , f_m v

P^n(k). Sledovatel~no, V = Z(f1 , . . . , fm). Pust~ e0, . . . , er ∈

k[X_0, . . . , X_n] – odnorodnye mnogoqleny, takie, qto deg_{X0,...,Xn} e_j = d^′, esli e_j ≠ 0 dlØ vsØkogo 0 6 j 6 r.

Pust~ teper~ k = Q(t_1, . . . , t_l, θ), gde t_1, . . . , t_l algebraiqeski nezavisimy nad Q i θ – algebraiqeskiæ nad Q(t_1, . . . , t_l) fflement s minimal~nym mnogoqlenom F ∈ Q[t_1, . . . , t_l, Z]. Starxiæ kofffficient lc_ZF mnogoqlena F raven 1. Kaßdyæ mnogoqlen f = f_i

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 195

(i analogiqno e_j ) budem predstavlØt~ v forme f = 1 a_0 ∑ i_0,... ,i_n ∑ 0≤j<deg_Z F a_{i0,... ,in,j}θ^j X^{i0}_0 · · · X^{in}_n , gde a_0, a_{i0,... ,in,j} ∈ Z[t_1, . . . , t_l], G C D_{i0,... ,in,j}(a_0, a_{i0,... ,in,j} ) = 1. Opredelim dlinu zapisi l(a) celogo qisla a formuloæ l(a) =

min{s ∈ Z:: |a| < 2^{s−1}}. Dlina zapisi kofffficientov l(f) mnogo-

qlena f opredelØetsØ kak maksimum dlin zapisi celyh kofffficientov mnogoqlenov a_0, a_{i0,... ,in,j}, a ego stepen~ zadaetsØ formu- loæ deg_{tγ} (f) = max_{i0,... ,in,j}{deg_{tγ} (a_0), deg_{tγ} (a_{i0,... ,in,j})} , gde 1 ≤ γ ≤ l. Analogiqnym obrazom opredelØ¸tsØ deg_{tγ} F i l(F ). My budem predpolagat~, qto ime¸tsØ sledu¸wie ocenki: deg_{X0,... ,Xn} (f_i) < d, deg_{tγ} (f_i) < d_2, l(f_i) < M, deg_{X0,... ,Xn} (e_j ) = d^′ ili e_j = 0,

deg_{tγ} (e_j ) < d^′_2, l(e_j ) < M^′,

deg_Z (F ) < d_1, deg_{tγ} (F ) < d_1, l(F ) < M_1

dlØ vseh 1 6 i 6 m, 0 6 j 6 r, 1 6 γ 6 l. Razmer (ili dlina zapisi) L(f) mnogoqlena f opredelØetsØ kak proizvedenie l(f) i qisla vseh celyh kofffficientov mnogoqlena f v plotnom predstavlenii. Imeem

L(f_i) < ( ( d + n n ) d_1 + 1)d^l_2M.

Analogiqno L(F ) < d^{l+1}_1 M_1.

Zameqanie 3. V dal~neæxem, esli ne ogovoreno protivnoe, my

budem sqitat~, qto l fiksirovano. VremØ raboty algoritmov iz teoremy 1 i teoremy 1 raboty [10] ØvlØetsØ po suwestvu tem ße samym, qto i pri rexenii sistem polinomial~nyh uravneniæ s koneqnym mnoßestvom rexeniæ v proektivnom prostranstve. Tak qto ffti teoremy mogut byt~ sformulirovany takße v sluqae, kogda l ne ØvlØetsØ fiksirovannym, sm. [3]. Zametim, qto konstanty O(. . . ), (sm. [10, teorema 1] i lemmy niße i v rabote [10]) v ocenkah dlin zapisi celyh kofffficientov lineænyh form L^′_j , L_j ØvlØ¸tsØ absol¸tnymi; oni ne zavisØt ot l.

196 A. L. QISTOV

My budem predstavlØt~ toqku z ∈ V s koordinatami iz koneqnogo rasxireniØ polØ k sledu¸wim obrazom. Izvesten indeks

0 6 i0 6 n, takoæ, qto Xi_0 (z) ≠ 0, i zadan izomorfizm poleæ

k(z) = k((X_1/X_{i0} )(z), . . . , (X_n/X_{i0} )(z)) ≃ k[η] = k[Z]/(Φ), (21)

priqœm ∑ 06i6n^ci^{(X}i^{/X}i0^{)(z) → η} pod deæstviem izomorfizma (21), kofffficienty c_i ∈ Zzadany i Φ ∈ k[Z] – minimal~nyæ mnogoqlen fflementa η nad k so starxim kofffficientom lc_Z Φ = 1. Takim obrazom, toqka z opredelena s toqnost~¸ do soprØßeniØ nad k. Bolee toqno, predstavlenie (21) zadaœt opredelœnnoe nad k i neprivodimoe nad k algebraiqeskoe mnogoobrazie razmernosti 0.

Pust~ g ∈ k[η] – proizvol~nyæ fflement. Togda g = G(η) dlØ odnoznaqno opredelœnnogo mnogoqlena G ∈ k[Z], takogo, qto

deg_Z G < deg_Z Φ. Dlina zapisi celyh kofffficientov l(g), dliny

zapisi L(g) i stepeni deg_{tα} g, 1 6 α 6 l, fflementa g opredeleny formulami

l(g) = l(G), L(g) = L(G), deg_{tα} g = deg_{tα} G.

Opredelim dlinu zapisi L(z) toqki z ravnoæ L(Φ)+ ∑ 06i6n^{L(Xi/Xi0 )} . Pust~ W_1, W_2 ⊂ P^n(k) – dva kvaziproektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziØ, opredelœnnyh nad k. Pust~ W_3 – proizvol~naØ opredelœnnaØ nad k i neprivodimaØ nad k komponenta pereseqeniØ W_1 ∩ W_2. My budem govorit~, qto pereseqenie W_1 ∩ W_2 transversal~no v W_3 togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet toqka x ∈ W_3, takaØ, qto x – gladkaØ toqka kaßdogo W_i, i = 1, 2, i pereseqenie kasatel~nyh prostranstv T_{x,W1} ∩T_{x,W2} mnogoobraziæ

W_1 i W_2 v toqke x transversal~no, to est~ dim(T_{x,W1} ∩ T_{x,W2} ) = n − dim(T_{x,W1} ) − dim(T_{x,W2} ). My budem govorit~, qto pereseqenie W_1 ∩ W_2 transversal~no togda i tol~ko togda, kogda ono trans-

versal~no v kaßdoæ svoeæ opredelœnnoæ nad k i neprivodimoæ nad k komponente. Analogiqnym obrazom opredelØetsØ transversal~nost~ dlØ pereseqeniØ koneqnogo qisla algebraiqeskih mnogoobraziæ.

Soglasno lemme 17 iz [10], esli pereseqenie W_1 ∩W_2 transversal~no i y – proizvol~naØ gladkaØ toqka mnogoobraziØ W_1 ∩ W_2, to y ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ kaßdogo W_i, i = 1, 2, i pereseqenie kasatel~nyh prostranstv T_{y,W1} ∩ T_{y,W2} mnogoobraziæ W_1 i W_2 v toqke y transversal~no.

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 197

Teorema 1. Pust~ pole k, algebraiqeskie mnogoobraziØ V , W ,

W^′, mnogoqleny F , f_1, . . . , f_m, e_0, . . . , e_r i toqka x^{(0)} ∈ W zadany kak vyxe. Moßno vyqislit~ razmernosti dim W = n − s, dim W^′ = n − σ (sledovatel~no, n > σ > s > 0). Pust~ dano L^′ = (L^′_0, L^′_{σ+1}, . . . , L^′_n) ∈ U^′_0. Predpoloßim, qto vse lineænye formy L^′_j , j ∈ {0, σ + 1, . . . , n}, ime¸t kofffficienty iz koneqnoporoßdœnnogo rasxireniØ k^′ polØ k, kotoroe zadano minimal~nym mnogoqlenom primitivnogo fflementa polØ k^′ nad qisto transcendentnym rasxireniem polØ k fiksirovannoæ stepeni transcendentnosti. V formulirovke teoremy my predpolagaem, qto vse toqki y^′, y^{′′}, x (sm. niße) zadany analogiqno (21), no s polem k^′ vmesto k. Poloßim L^′_{n+1} = L^′_0, e^′_j = L^′_j (e_0, . . . , e_r) dlØ vseh j. Poloßim ~V_i = (V ∪ Z(e^′_{i+1} )) ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_i) i ι = i − σ + s dlØ vseh

σ 6 i 6 n. Togda moßno postroit~ fflement λ = (L0, L1, . . . , Ln+1),

gde L_0, L_1, . . . , L_{n+1} – lineænye formy ot X_0, . . . , X_n s celymi kofffficientami s dlinoæ zapisi O(n log d+(n−σ) log d^′), takie, qto spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ (a) i (b).

(a) DlØ vsØkogo σ 6 i 6 n pereseqenie algebraiqeskih mnogoobraziæ ~V_i i Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) transversal~no, W_i(L^′)∩Z(L_0 , L_{ι+1}, . . . , L_n) = ∅, i #(L_{n+1}/L_0)(W_i(L^′)∩Z(L_{ι+1} , . . . , L_n)) = D_i(L^′) v P^n(k). Dalee, dlØ vsØkogo σ 6 i 6 n utverßdenie teoremy 2 (sm. razdel 1) vypolnØetsØ dlØ ~V_i vmesto V . V qastnosti, moßno vyqislit~ vse toqki iz W_i(L^′) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) dlØ vsØkogo

σ 6 i 6 n.

(b) DlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n + 1 pereseqenie algebraiqeskih mnogoobraziæ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) i Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) transversal~no, W_{i−1}(L^′)∩Z(e^′_i)∩Z(L_0, L_{ι+1}, . . . , L_n)= ∅, i #(L_{n+1}/L_0)(W_{i−1}(L^′) ∩Z(e^′_i)∩Z(L_{ι+1} , . . . , L_n)) = D_i(L^′)+D^{(1)}_i (L^′)+D^{(2)}_i (L^′)+D^{(3)}_i (L^′)

v P^n(k). DlØ vsØkogo σ +1 6 i 6 n +1 utverßdenie teoremy 2

(sm. razdel 1) vypolnØetsØ dlØ W_{i−1}(L^′)∩Z(e^′_i ) vmesto V (zametim, qto zdes~ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ne zadano Øvno sistemoæ polinomial~nyh uravneniæ). V qastnosti, moßno postroit~ koneqnoe mnoßestvo W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_{ι+1}, . . . , L_n), i dlØ vsØkoæ neprivodimoæ nad k komponenty E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) pereseqenie E ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_{n−1}) neprivodimo nad k. Dalee, dlØ l¸byh dvuh toqek y^′, y^{′′} ∈ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) moßno vyØsnit~, verno li, qto y^′ i y^{′′} prinadleßat odnoæ i toæ ße opredelœnnoæ nad k^′ i ne-

198 A. L. QISTOV

privodimoæ nad k^′ (sootvetstvenno opredelœnnoæ nad k i neprivodimoæ nad k) komponente mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) (v sluqae neprivodimyh nad k komponent my predpolagaem, qto Øvno zadan kompozit k^′(y^′, y^{′′}) poleæ k^′(y^′) i k^′(y^{′′}) nad k^′ analogiqno teoreme 2 iz [8] i vypolnØetsØ ocenka na dlinu zapisi kompozita, kotoraØ polinomial~na ot dliny zapisi vhodnyh dannyh, sr. [8]). Nakonec, dlØ vsØkoæ toqki y^′ ∈ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) moßno vyqislit~ qislo toqek y^{′′} ∈ W_{i−1}(L^′)∩Z(e^′_i)∩Z(L_{ι+1}, . . . , L_n), takih, qto y^′ i y^{′′} prinadleßat odnoæ i toæ ße opredelœnnoæ nad k^′ i neprivodimoæ nad k^′ (sootvetstvenno opredelœnnoæ nad k i neprivodimoæ nad k) komponente mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′)∩Z(e^′_i).

Pust~ λ – proizvol~nyæ fflement, udovletvorØ¸wiæ usloviØm (a) i (b) (ne obØzatel~no postroennyæ algoritmom), i σ +1 6 i 6 n+1 – celoe qislo. Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ. (c) Pust~ dana toqka y^′ ∈ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n). Oboznaqim qerez E edinstvennu¸ opredelœnnu¸ nad k^′ i neprivodimu¸ nad k^′ (sootvetstvenno opredelœnnu¸ nad k i neprivodimu¸ nad k) komponentu mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), taku¸, qto y^′ ∈ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i). Togda dlØ proizvol~noæ toqki x ∈ P^n(k) moßno vyØsnit~, verno li, qto x ∈ E, i, bolee obwim obrazom, moßno vyqislit~ kratnost~ μ(x, E) toqki x na E (snova, esli E neprivodimo nad k, my predpolagaem, qto Øvno zadan kompozit k^′(x, y^′) poleæ k^′(x) i k^′(y^′) nad k^′, kak v (b)).

(d) DlØ zadannoæ toqki y^′ ∈ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) moßno vyØsnit~, verno li, qto y^′ ØvlØetsØ fflementom W_i(L^′) (sootvetstvenno W^{(1)}_i (L^′), W^{(2)}_i (L^′), W^{(3)}_i (L^′)). Sledovatel~no, soglasno (b) i (c), moßno vyqislit~ stepeni deg W_i(L^′), deg W^{(1)}_i (L^′), deg W^{(2)}_i (L^′), deg W^{(3)}_i (L^′). Krome togo, dlØ vsØkoæ neprivodimoæ nad k komponenty E mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) uslovie E ⊂ Z(e_0 , . . . , e_r ) vypolnØetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, esli E ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) ⊂ Z(e_0, . . . , e_r). (e) Soglasno utverßdeniØm (b), (c), (d), dlØ proizvol~noæ toqki

x ∈ P^n(k) moßno vyqislit~ kratnosti μ(x, Wi(L^′)) (soot-

vetstvenno μ(x, W^{(1)}_i (L^′)), μ(x, W^{(2)}_i (L^′)), μ(x, W^{(3)}_i (L^′))) toqki x na W_i(L^′) (sootvetstvenno W^{(1)}_i (L^′), W^{(2)}_i (L^′), W^{(3)}_i (L^′)).

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 199

(f) V usloviØh punkta (c) predpoloßim, qto E ØvlØetsØ opredelœnnoæ nad k^′ i neprivodimoæ nad k^′ komponentoæ. Togda moßno vyqislit~ indeks pereseqeniØ i(W_{i−1}(L^′), Z(e^′_i); E) algebraiqeskih mnogoobraziæ W_{i−1}(L^′) i Z(e^′_i) v komponente E v proektivnom prostranstve P^n(k).

(g) Otoßdestvim mnoßestvo vseh naborov, kaßdyæ iz kotoryh sostoit iz (n + 2) lineænyh form, prinadleßawih k[X_0, . . . , X_n], s affinnym prostranstvom A^{(n+1)(n+2)} (k). Pust~ l ∈ A^{(n+1)(n+2)} (k) – prØmaØ, opredelœnnaØ nad k^′, takaØ, qto λ ∈ l. Togda dlØ vseh λ^∗ ∈ l(k^′) (zdes~ l(k^′) – mnoßestvo k^′-toqek prØmoæ l; my predpolagaem, qto λ^∗ = (L^∗_0, . . . , L^∗_{n+1}), gde vse L^∗_j ∈ k[X_0, . . . , X_n] – lineænye formy), za iskl¸qeniem ne bolee qem polinomial~nogo ot d^n(d^′)^{n−σ} qisla, spravedlivy utverßdeniØ (a) i (b) s λ^∗ vmesto λ. DlØ vsØkogo fflementa λ^∗ ∈ l(k^′) moßno vyØsnit~, verno li, qto spravedlivy utverßdeniØ (a) i (b) s λ^∗ vmesto λ.

VremØ raboty algoritma dlØ vyqisleniØ s, σ i postroeniØ λ (sootvetstvenno algoritma iz (a), (b), (d), (f)) polinomial~no ot d^n, (d^′)^n, d_1, d_2, d^′_2, M , M^′, M_1, m, r, dliny zapisi L(x^{(0)}) toqki x^{(0)}, i dliny zapisi L(L^′) fflementa L^′ (vkl¸qaØ dlinu zapisi primitivnogo fflementa minimal~nogo fflementa polØ k^′, sm. vyxe). VremØ raboty algoritmov iz (c) i (e) (sootvetstvenno (g)) polinomial~no ot teh ße samyh veliqin i dliny zapisi L(x) toqki x (sootvetstvenno dliny zapisi L(λ^∗) fflementa λ^∗).

Zametim zdes~, qto trudnost~ v dokazatel~stve utverßdeniØ (b) teoremy 1 v sravnenii s eœ utverßdeniem (a) (i teoremoæ 2) sostoit v tom, qto nekotorye komponenty W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) mogut soderßat~sØ v V \ W .

Zameqanie 4. V dal~neæxem vo mnogih sluqaØh, kogda my govo-

rim, qto a_1, . . . , a_μ (zdes~ moßet byt~ l¸boe drugoe semeæstvo peremennyh ili kofffficientov nekotoryh mnogoqlenov, moßet byt~ tol~ko odna peremennaØ) ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi veliqinami, udobno ponimat~ pod fftim, dopuskaØ vol~nost~ reqi, qto kaßdoe a_1, . . . , a_μ ØvlØetsØ beskoneqno maloæ veliqinoæ ili nulœm. Obyqno my ogovarivaem Øvno, qto a_1, . . . , a_μ mogut byt~ ravny nul¸. No daße esli gde-nibud~ my zabyli ogovorit~ ravenstvo nul¸ Øvno, qitatel~ legko uvidit ffto iz konteksta. �to

200 A. L. QISTOV

ne privedœt k dvusmyslennosti. Naprimer, dopuskaØ vol~nost~ reqi, udobnee skazat~, qto vse kofffficienty lineænoæ formy

~L_0 ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi veliqinami, no vsœ ße my go-

vorim v fftom sluqae, qto vse nenulevye kofffficienty lineænoæ formy ~L_0 ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi veliqinami.

1. Postroenie lineænyh seqeniæ v obwem poloßenii algebraiqeskogo mnogoobraziØ

Napomnim nekotorye oboznaqeniØ iz [8]. Pust~ V ⊂ P^n(k) – proizvol~noe proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie (ne obØzatel~no to ße samoe, qto vo vvedenii). DlØ vsØkogo 0 6 j 6 n oboznaqim qerez V_j ob¨edinenie vseh neprivodimyh komponent mnogoobraziØ V razmernosti j. Pust~ L_0, L_1, . . . , L_{n+1} ∈

k[X_0, . . . , X_n] – lineænye formy, L_w = ∑ 06i6n^{lw,iXi}, gde^{lw,i ∈ k}, 0 6 w 6 n + 1, 0 6 i 6 n. Poloßim λ = (L0, L1, . . . , Ln+1). Obozna-

qim qerez ~λ semeæstvo kofffficientov l_{w,i}, 0 6 w 6 n+1, 0 6 i 6 n. Rassmotrim sledu¸wee uslovie.

(B) DlØ vsØkogo 0 6 j 6 n mnoßestvo A_j = V_j ∩ Z(L_{j+1}, . . . , L_n) ØvlØetsØ koneqnym (ili pustym, esli V_j = ∅) v P^n(k), sostoit iz gladkih toqek mnogoobraziØ V , i pereseqenie kasatel~nyh prostranstv mnogoobraziæ V_j i Z(L_{j+1}, . . . , L_n) vo vseh fftih toqkah transversal~no. LineænaØ forma L_0 ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno ni v kakoæ toqke iz A_j (t.e.

A_j ∩ Z(L_0 ) = ∅), i #(L_{n+1}/L_0)(A_j ) = #A_j = deg V_j .

Esli V – iz vvedeniØ, to, primenØØ algoritmy iz [4] i [3], dlØ zadannyh lineænyh form L_0, . . . , L_n (ili, qto to ße samoe, dlØ zadannogo λ) moßno vyØsnit~, verno li, qto vypolnØetsØ uslovie (B), za polinomial~noe vremØ ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m i summy dlin zapiseæ ∑ 06j6n+1^{L(Lj )} lineænyh form^{Lj} .

V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ takße svoæstvo (B) lineænyh form s kofffficientami iz rasxireniØ polØ k, zamenØØ k na ego rasxirenie. V qastnosti, celye qisla a_j (λ), b_j(λ) (sm. niße) opredeleny takße, esli kofffficienty lineænyh form L^′_j prinadleßat rasxireni¸ polØ k i svoæstvo (B) vypolnØetsØ nad algebraiqeskim zamykaniem fftogo rasxireniØ.

Predpoloßim, qto λ udovletvorØet uslovi¸ (B). Pust~ Z_0,

. . . , Z_{n+1} – nezavisimye peremennye. DlØ vsØkogo 0 6 j 6 n

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 201

oboznaqim qerez Φ_j ∈ k[Z_0, Z_{j+1}, Z_{j+2}, . . . , Z_{n+1}] = B_j nenulevoæ separabel~nyæ mnogoqlen minimal~noæ stepeni, takoæ, qto Φ_j (L_0, L_{j+1}, L_{j+2}, . . . , L_{n+1}) obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na V_j . Togda deg_{Zn+1} Φ_j = deg Φ_j = deg V_j . Esli ne ogovoreno protivnoe, my vybiraem i fiksiruem Φ_j tak, qto starxiæ kofffficient Φ_j otnositel~no Z_{n+1} raven 1. Oboznaqim qerez R_j ∈ k[Z_0, Z_{j+1}, Z_{j+2}, . . . , Z_n] diskriminant Φ_j otnositel~- no Z_{n+1} i qerez R_{j,0} beskvadratnu¸ qast~ R_j (t.e. R_{j,0} – separabel~nyæ mnogoqlen naibol~xeæ stepeni, delØwiæ R_j). Poloßim Φ_{j,∗} = Φ_j(Z_0, 0, . . . , 0, Z_n, Z_{n+1}) ∈ k[Z_0, Z_n, Z_{n+1}], R_{j,∗} =

R_j(Z_0, 0, . . . , 0, Z_n) ∈ k[Z_0, Z_n], R_{j,0,∗} = R_{j,0}(Z_0, 0, . . . , 0, Z_n) ∈ k[Z_0, Z_n]. Esli V_j = ∅, to Φ_j = R_j = 1. Esli j = n, to Φ_j, R_j, Φ_{j,∗}, R_{j,∗} ne

zavisØt ot Z_n. Oboznaqim qerez R_{j,∗,0} beskvadratnu¸ qast~ R_{j,∗}. Esli zavisimost~ ot λ ØvlØetsØ suwestvennoæ,to my budem oboznaqat~ vvedœnnye ob¨ekty qerez Φ_{λ,j}, R_{λ,j}, R_{λ,j,0}, Φ_{λ,j,∗}, R_{λ,j,∗},

R_{λ,j,0,∗} i R_{λ,j,∗,0}. V qastnosti, rasxirØØ pole k do k_v (sm. vvede- nie), my poluqaem Φ_{v,j}, R_{v,j}, R_{v,j,0}, Φ_{v,j,∗}, R_{v,j,∗}, R_{v,j,0,∗} i R_{v,j,∗,0}. Krome togo, my vybiraem poslednie fflementy separabel~nymi mnogoqlenami iz kol~ca k[~v, Z_0, . . . , Z_{n+1}].

Lemma 1. Pri predyduwih oboznaqeniØh dlØ vsØkogo 0 6 j 6 n

mnogoqlen Φ_{v,j} (~λ, Z_0, Z_{j+1}, Z_{j+2}, . . . , Z_{n+1}) – nenulevoæ i sovpadaet s Φ_{λ,j} s toqnost~¸ do nenulevogo mnoßitelØ iz k.

Dokazatel~stvo. Pust~ ν ∈ k. Togda v0, vs+1, . . . , vn, vn+1 + νv0

– obwie lineænye formy otnositel~no X_0, . . . , X_n nad k. Bolee obwim obrazom, vsØkiæ lineænyæ avtomorfizm γ kol~ca

k[v_0, v_{j+1}, . . . , v_{n+1}] nad k induciruet odnoznaqno opredelœnnyæ

lineænyæ avtomorfizm γ^′ : k[~v] → k[~v], takoæ, qto (oboznaqim qerez γ^′(~v) semeæstvo fflementov, poluqennyh pod deæstviem γ^′ na fflementy iz ~v) Φ_{v,j} (γ^′(~v), γ(v_0), γ(v_{j+1}), . . . , γ(v_{n+1})) = Φ_{v,j}.

Sledovatel~no, dostatoqno dokazat~ lemmu dlØ L_0, L_{j+1}, . . . ,

L_n, L_{n+1} + νL_0 vmesto L_0, L_{j+1}, . . . , L_n, L_{n+1}. Vyberem ν ∈ k tak,

qto V_j ∩ Z(L_{j+1}, . . . , L_n, L_{n+1} + νL_0) = ∅. Togda vypolnØ¸tsØ usloviØ lemmy 13 iz raboty [6] dlØ j, V_j i lineænyh form

L_0, L_{j+1}, . . . , L_n, L_{n+1} +νL_0 vmesto s, Z(P) i L_0, L_s, . . . , L_n. Trebu-

emoe utverßdenie nemedlenno sleduet iz lemmy 13 raboty [6], poskol~ku deg Φ_{λ,j} = deg Φ_{v,j}. �

Zameqanie 5. Analogiqnym obrazom moßno usilit~ lemmu 13

iz [6], zamenØØ tam usloviØ (63), (64) na odno uslovie Z(P) ∩

202 A. L. QISTOV Z(L_0, L_s, . . . , L_n) = ∅. Teper~ poloßim b_j (λ) = b_j(λ, V ) = deg_{Z0,Zj+1,... ,Zn} R_{j,0}; a_j(λ) =

a_j(λ, V ) = deg_{Z0,Zn} R_{j,∗,0}. Esli uslovie (B) spravedlivo dlØ λ i

V ØvlØetsØ mnogoobraziem iz vvedeniØ, to (sm. [8]), ispol~zuØ [3], moßno postroit~ vse Φ_{j,∗}, R_{j,∗}, 0 6 j 6 n, za polinomial~- noe vremØ ot d^n i dliny zapisi vhodnyh dannyh. Posle fftogo moßno vyqislit~ R_{j,∗,0} i a_j(λ, V ) za to ße samoe vremØ. Pust~

λ^∗ = (L^∗_0 , . . . , L^∗_{n+1}), gde vse L^∗_j – lineænye formy s koffffici-

entami iz rasxireniØ k^∗ polØ k. Esli uslovie (B) vypolnØetsØ dlØ λ^∗, to, rasxirØØ osnovnoe pole, moßno analogiqnym obrazom vyqislit~ a_j(λ^∗, V ).

Zametim, qto b_j(λ) = deg_{Z0,Zn} R_{j,0,∗}. My imeem a_j(λ) 6 b_j (λ) 6

deg V_j(−1 + deg V_j) dlØ vseh j, sm. [8]. Oqevidno, a_{n−1}(L^′) = b_{n−1}.

Dalee (sm. [8, teoremy 1 i 3]), esli a_j (λ) = b_j(λ) (ili, qto to ße samoe, deg_{Z0,Zn} R_{j,∗,0} = deg_{Z0,Zn} R_{j,0,∗}) dlØ vseh 1 6 j 6 n − 2, to vypolnØ¸tsØ utverßdeniØ (a), (b), (c) teoremy 1 iz [8]. DlØ zadannogo λ, udovletvorØ¸wego utverßdeniØm (a), (b), (c) teoremy 1 iz [8], moßno postroit~, soglasno [8], vse ob¨ekty iz utverßdeniæ (d) i (e) fftoæ teoremy i dokazat~ (d) i (e) (pri uslovii, qto vse L_w ime¸t celye kofffficienty s dlinoæ zapisi O(n log d)).

Poloßim b_j = b_j(v) = b_j (V ) = b_j (v, V ) = deg_{Z0,Zj+1 ,... ,Zn} R_{v,j,0};

a_j = a_j (v) = a_j(V ) = a_j(v, V ) = deg_{Z0,Zn} R_{v,j,∗,0}. Togda b_j = a_j

(sm. [8]) dlØ vseh 0 6 j 6 n − 1. My budem otoßdestvlØt~ mnoßestvo vseh (n + 2)-naborov lineænyh form iz k[X_0, . . . , X_n] s

A^{(n+2)(n+1)} (k). Sledu¸waØ lemma poluqaetsØ neposredstvenno,

sr. [4].

Lemma 2. Suwestvuet opredelœnnoe nad k otkrytoe v topolo-

gii Zariskogo podmnoßestvo V^′ ⊂ A^{(n+2)(n+1)} (k), takoe, qto dlØ vsØkogo λ ∈ V^′ vypolnØetsØ svoæstvo (B) i b_j(λ) = a_j (λ) = b_j dlØ vseh 0 6 j 6 n.

Lemma 3. Pust~ K – proizvol~noe rasxirenie polØ k. Predpolo-

ßim, qto L_w ∈ K[X_0, . . . , X_n], 0 6 w 6 n + 1. Pust~ λ udovletvorØet svoæstvu (B) (nad K). Pust~ l ⊂ A^{(n+2)(n+1)} (K) – prØmaØ, soderßawaØ λ. Togda dlØ vseh λ^∗ ∈ l, za iskl¸qeniem ne bolee qem polinomial~nogo ot 2^n ∑ 06j6n^{deg Vj} qisla, fflement^{λ∗} udovle-

tvorØet svoæstvu (B) i spravedlivy neravenstva b_j(λ) 6 b_j (λ^∗),

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 203

a_j(λ) 6 a_j (λ^∗) dlØ vseh 0 6 j 6 n.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo poluqaetsØ neposredstvenno

soglasno teoreme Bezu, sr. [4]. �

Teorema 2. Pust~ V – mnogoobrazie iz vvedeniØ. V usloviØh te-

oremy 1 iz [8] moßno postroit~ vse ob¨ekty iz formulirovki fftoæ teoremy tak, qto dopolnitel~no vypolneny usloviØ b_j = b_j (λ) = a_j (λ) dlØ vseh 0 6 j 6 n (i, sledovatel~no, vse L_w,

0 6 w 6 n + 1, ØvlØ¸tsØ lineænymi formami s celymi koffffi-

cientami s dlinoæ zapisi O(n log d) i vyqislØ¸tsØ celye qisla b_j = b_j(λ) = a_j(λ) = a_j ).

Dokazatel~stvo. My budem sqitat~ bez ograniqeniØ obwnosti,

qto dim V < n i, sledovatel~no, dostatoqno dokazat~ utverßdeniØ teoremy dlØ vseh 1 6 j 6 n − 1. Soglasno predyduwim zameqaniØm, dostatoqno postroit~ λ, takoe, qto vse L_w, 0 6 w 6 n+1, – lineænye formy s celymi kofffficientami s dlinoæ zapisi

O(n log d) i b_j = b_j(λ). KonstrukciØ trebuemogo λ rekursivna.

Voz~mœm v kaqestve bazy rekursii proizvol~nyæ fflement λ, udovletvorØ¸wiæ svoæstvu (B), t.e. vsem trebuemym usloviØm, no ne obØzatel~no uslovi¸ b_j = b_j (λ) (naprimer, moßno vzØt~ v kaqestve λ fflement, postroennyæ v teoreme 1 iz [8]).

Opixem obwiæ xag rekursii. Pust~ 1 6 j 6 n−2 – maksimal~- noe qislo, takoe, qto dlØ vseh 1 6 w < j celye qisla b_w vyqisleny, b_w = a_w(λ) i V_j ≠ ∅ (poslednee uslovie my proverØem pri pomowi algoritma iz [4]). Vyqislim, ispol~zuØ algoritmy iz [4] i [3], mnogoqleny Φ_{λ,j,∗}, R_{λ,j,∗} i R_{λ,j,∗,0}. My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto Z_0 ne delit R_{λ,j,∗,0}, zamenØØ pri neobhodimosti Z_0 na Z_0 −μZ_n dlØ podhodØwego celogo qisla μ, ograniqennogo sverhu qislom d^{2n}.

Pust~ 1 6 τ 6 4 ØvlØetsØ celym qislom. Pust~ 0 6 j_1 < . . . <

j_τ 6 n – celye qisla. Predpoloßim, qto pole k snabßeno vewe-

stvennoæ strukturoæ (sm. [12]). Pust~ k_j = k(ε_1 , . . . , ε_j ), 0 6 j ∈ Z, gde ε_j > 0 dlØ j > 1 ØvlØetsØ beskoneqno maloæ veliqinoæ otnositel~no polØ k_{j−1}. Pust~ X_{w,i}, 1 6 w 6 4, 0 6 i 6 n; Z_{w,i},

i ∈ {0, j + 1, . . . , n + 1} = I_j , 1 6 w 6 τ , – peremennye. Oboznaqim

dlØ kratkosti L^′_i = L_i + ∑ 16w6τ^Zw,i^Xjw ,^{i ∈ I}j (tak qto vse^{L′}i zavisØt ot vybora j_1, . . . , j_τ ). Oboznaqim X^{(i)} = (X_{i,0}, . . . , X_{i,n}) i dlØ proizvol~nogo mnogoqlena c ot n + 1 peremennyh poloßim

c(X^{(i)} ) = c(X_{i,0}, . . . , X_{i,n}), 1 6 i 6 4. Predpoloßim, qto j 6 n − 2.

204 A. L. QISTOV

Rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv s kvadratami absol¸tnyh veliqin s kofffficientami iz k_3 otnositel~no peremennyh X_{w,i}, 1 6 w 6 4, 0 6 i 6 n, i

Z_{w,i}, i ∈ {0, j + 1, . . . , n + 1} = I_j , 1 6 w 6 τ : ∑ i∈I_j ∑ 16w6τ^{|Zi,w|} 2 6 ε1,

ε_2 6 |L^′_n(X^{(1)}) − L^′_n(X^{(3)})|^2 6 ε_1,

|L^′_{n+1}(X^{(i)} ) − L^′_{n+1}(X^{(i+1)})|^2 = ε_3, i = 1, 3,

L^′_ν (X^{(i1 )}) = L^′_ν (X^{(i2 )}) = 0, 16 i_1 < i_2 64, j + 16 ν 6 n − 1,

L^′_n(X^{(i)}) − L^′_n(X^{(i+1)} ) = 0, i = 1, 3,

L^′_0(X^{(i)}) − 1 = 0, 1 6 i 6 4.

(22)

Lemma 4. Pust~ 1 6 j 6 n − 2 – celoe qislo. Neravenstvo aj (λ) <

b_j vypolnØetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, esli suwestvu¸t

1 6 τ 6 4 i 0 6 j1 < . . . < jτ 6 n, udovletvorØ¸wie sledu¸wemu

svoæstvu. Sistema (22) imeet rexenie X_{w,i} = x^∗_{w,i} ∈ k_3, 1 6 w 6 4,

0 6 i 6 n; Zw,i = z^∗_{w,i} ∈ k3, i ∈ {0, j + 1, . . . , n + 1}, 1 6 w 6 τ , takoe, qto (x^∗_{w,0} : . . . : x^∗_{w,n}) ∈ V_j (k_3), 1 6 w 6 4. (23)

Dokazatel~stvo. Suwestvuet ε^′ > 0, takoe, qto ε^′ – beskoneqno

malaØ veliqina otnositel~no polØ k_1 i ε_2 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k_1(ε^′).

Predpoloßim, qto a_j (λ) < b_j. Soglasno lemme 2, suwestvu¸t lineænye formy L^{′′}_w ∈ k(ε^′)[X_0, . . . , X_n], 0 6 w 6 n + 1, takie, qto vse nenulevye kofffficienty L^{′′}_w − L_w, 0 6 w 6 n + 1, – beskoneqno malye veliqiny otnositel~no polØ k i a_j (λ^′) = b_j, gde

λ^′ = (L^{′′}_0 , . . . , L^{′′}_{n+1}). Zamenim v sisteme (22) vse L^′_i na L^{′′}_i i udalim

pervoe neravenstvo. Oboznaqim poluqennu¸ sistemu qerez (∗∗).

Soglasno lemme 1, vse nenulevye kofffficienty mnogoqlena

R_λ′_{,j,0,∗} ØvlØ¸tsØ beskoneqno blizkimi k sootvetstvu¸wim ko-

fffficientam R_{λ,j,0,∗}, i R_λ′_{,j,0,∗}(1, Z_n) imeet bol~xe razliqnyh korneæ, qem R_{λ,j,0,∗}(1, Z_n). Sledovatel~no, po principu perenosa (sm. [11]) suwestvu¸t korni Z_n = z_{α,n} ∈ k(ε^′), α = 1, 3, mnogoqlena R_λ′_{,j,0,∗}(1, Z_n), takie, qto z_{1,n} − z_{3,n} ØvlØetsØ beskoneqno maloæ veliqinoæ iz k(ε^′). Napomnim, qto lc_{Zn+1} Φ_λ′_{,j} = 1. Sledovatel~-

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 205

no, dlØ α = 1, 3 po principu perenosa, primenœnnomu k mnogoqlenu Φ_λ′_{,j,∗}(1, z_{α,n}, Z), suwestvu¸t ~z_{α,n} ∈ k(ε^′), ~z_{β,n+1} ∈ k(ε^′, ε_3),

β = α, α + 1, takie, qto ~z_{α,n} − z_{α,n} ∈ k(ε^′, ε_3) – beskoneqno ma-

laØ veliqina otnositel~no polØ k_2(ε^′), |~z_{α,n+1} − ~z_{α+1,n+1}|^2 = ε_3 i

Φ_λ′_{,j,∗}(1, ~z_{α,n}, ~z_{β,n+1}) = 0 dlØ β = α, α + 1. Poloßim ~z_{β,n} = ~z_{α,n} dlØ α = 1, 3, β = α, α + 1. Morfizm V_j → Z(Φ_λ′_{,j}), (X_0 : . . . : X_n) → (L^{′′}_0 : L^{′′}_{j+1} : . . . : L^{′′}_n), – koneqnyæ dominantnyæ. Sledovatel~no, su-

westvuet rexenie sistemy (∗∗), zada¸wee toqku iz V_j(k(ε^′, ε_3))^4 i udovletvorØ¸wee dopolnitel~nym uravneniØm L^{′′}_ν (X^{(β)} ) = 0,

j + 1 6 ν 6 n − 1, L^{′′}_j (X^{(β)} ) = ~z_{β,j} , j = n, n + 1, β = 1, 2, 3, 4. Pust~

ffto rexenie budet X_{w,i} = ~x_{w,i}, 1 6 w 6 4, 0 6 i 6 n.

Teper~ my hotim zamenit~ vse L^{′′}_i na L_i + ∑ 16w6τ^{~z}w,i^Xjw , i ∈ {0, j +1, . . . , n}, dlØ podhodØwih 1 6 τ 6 4, 0 6 j_1 < . . . < j_τ 6 n

i ~z_{w,i} ∈ k(ε^′, ε_3), kotorye ØvlØ¸tsØ beskoneqno malymi veliqinami otnositel~no polØ k (esli oni otliqny ot nulØ). Pust~ τ > 1 ravno rangu matricy (~x_{w,i}). Vyberem (τ × τ )-minor Δ_0 ≠ 0 rassmatrivaemoæ matricy, takoæ, qto dlØ l¸bogo drugogo (τ × τ )- minora Δ_1 fftoæ matricy Δ_1/Δ_0 ne ØvlØetsØ beskoneqno bol~xim otnositel~no polØ k. Pust~ 0 6 j_1 < . . . < j_τ 6 n – nomera stolbcov minora Δ_0. Togda po pravilu Kramera moßno zapisat~ ~x_{w,q} = ∑ 16ν6τ^{μw,q,ν ~xw,jν , (24)} 1 6 w 6 4, gde kaßdoe μw,q,ν ∈ k(ε^′, ε3) ne ØvlØetsØ beskoneqno

bol~xim otnositel~no polØ k. Soglasno (24), moßno naæti ~z_{w,i} dlØ vseh 1 6 w 6 τ , i ∈ I_j , takie, qto X_{w,i} = ~x_{w,i}, 1 6 w 6 4,

0 6 i 6 n, i Zw,i = ~zw,i, 1 6 w 6 τ , i ∈ Ij , – rexenie sistemy (22),

zada¸wee toqku iz V^4_j (k(ε^′, ε_3)). Takim obrazom, my postroili trebuemoe rexenie dlØ nekotoryh 1 6 τ 6 4 i 0 6 j_1 < . . . < j_τ 6 n, no nad polem k(ε^′, ε_3). Teper~ po principu perenosa (sm. [11]) ili neposredstvenno poluqaem, qto suwestvuet takße trebuemoe rexenie nad polem k_3 dlØ rassmatrivaemyh 1 6 τ 6 4 i 0 6 j_1 < . . . < j_τ 6 n. Obratno, predpoloßim, qto sistema (22) imeet rexenie dlØ nekotoryh 1 6 τ 6 4 i 0 6 j_1 < . . . < j_τ 6 n. Togda, kak ffto sleduet iz opisaniØ algoritma niße, a_j(λ) < b_j . �

VernœmsØ k opisani¸ algoritma dlØ teoremy 2. Budem perebirat~ celye qisla τ i j_1, . . . , j_τ , takie, qto 1 6 τ 6 4 i

206 A. L. QISTOV

0 6 j1 < . . . < jτ 6 n. PrimenØØ teoremu 2 iz [9] k algebrai-

qeskomu mnogoobrazi¸ con(V ) ⊂ A^{n+1} (k) (kotoroe ØvlØetsØ mnoßestvom nuleæ odnorodnogo ideala mnogoobraziØ V v A^{n+1} (k)) i ispol~zuØ [4], my vyØsnØem, verno li, qto (22) imeet rexenie, udovletvorØ¸wee (23). Esli ffto verno, stroim takoe rexenie. Esli sistema (22) ne imeet rexeniØ, udovletvorØ¸wego (23), to my perehodim k sledu¸wim τ i j_1, . . . , j_τ .

Predpoloßim, qto sistema (22) ne imeet rexeniØ, udovletvorØ¸wego (23), dlØ vseh 1 6 τ 6 4 i 0 6 j_1 < . . . < j_τ 6 n. Togda

b_j = a_j(λ) soglasno lemme 4. Esli j + 1 = n − 1, to fflement λ,

udovletvorØ¸wiæ utverßdeni¸ teoremy 2, postroen. Predpoloßim, qto j + 1 6 n − 2. Togda my zamenØem j na j + 1 i perehodim k sledu¸wemu xagu opisyvaemoæ rekursii.

Predpoloßim, qto (22) imeet rexenie, udovletvorØ¸wee (23), dlØ nekotoryh 1 6 τ 6 4 i 0 6 j_1 < . . . < j_τ 6 n. Vyqislim (sm. [12]) z_{w,i} = st_{ε3} (z^∗_{w,i}), 1 6 w 6 τ , i ∈ I_j , gde vse z^∗_{w,i} – iz formulirovki lemmy 4. Poloßim L^∗_i = L_i dlØ i ∈ {1, . . . , j} i

L^∗_i = L_i + ∑ 16w6τ^zw,i^Xjw dlØ^{i ∈ I}j. Togda^{L∗}i – lineænye formy s kofffficientami iz k_3. Poloßim λ^∗ = (L^∗_0, . . . , L^∗_n). Po lemme 2 fflement λ^∗ udovletvorØet svoæstvu (B). Iz sistemy (22) poluqaem, qto mnogoqlen R_λ∗_{,j,∗}(1, Z_n) imeet bol~xe razliqnyh korneæ, qem R_{λ,j,∗}(1, Z_n). Sledovatel~no, a_j(λ) < a_j(λ^∗) i a_w(λ) = a_w(λ^∗) dlØ 1 6 w < j. PrimenØØ lemmu 3 i algoritm redukcii k celym kofffficientam (sm. [9, predloßenie 2]), my posledovatel~- no zamenØem kofffficienty lineænyh form L^∗_i na celye qisla s dlinoæ zapisi O(n log d) i poluqaem novye lineænye formy

L^{∗∗}_i , 0 6 i 6 n + 1, s celymi kofffficientami s dlinoæ zapisi O(n log d), udovletvorØ¸wie uslovi¸ (B) i takie, qto (obozna-

qim λ^{∗∗} = (L^{∗∗}_0 , . . . , L^{∗∗}_{n+1})) a_w(λ^{∗∗}) > a_w(λ^∗) dlØ vseh 1 6 w 6 j. V qastnosti, a_j(λ^{∗∗}) > a_j (λ). Teper~ my zamenØem λ na λ^{∗∗} i perehodim k sledu¸wemu xagu opisyvaemoæ rekursii.

Takim obrazom, v zakl¸qenie my postroim fflement λ, udovletvorØ¸wiæ utverßdeni¸ teoremy 2. Otmetim, qto po teoreme Bezu obwee qislo xagov opisyvaemoæ rekursii ograniqeno sverhu polinomom ot d^n. Ocenka na vremØ raboty algoritma dlØ teoremy 2 nemedlenno sleduet iz ocenok na vremØ raboty ispol~zovannyh algoritmov. Teorema dokazana. �

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 207

2. Dokazatel~stvo teoremy 1 Cel~ fftogo razdela – dokazat~ teoremu 1.

Lemma 5. Pust~ ν > 0 i mi > 1, 1 6 i 6 ν, – celye qisla. Predpo-

loßim, qto f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}m_i ∈ k[X_0, . . . , X_n] – odnorodnye mnogoqleny, analogiqnye f_1, . . . , f_m, t.e. f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}m_i udovletvorØ¸t tem ße ocenkam dlØ stepeneæ i dlin zapisi kofffficientov, qto i f_1, . . . , f_m. Pust~ V^{(i)} = Z(f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}m_i ) v P^n(k). Togda moßno postroit~ lineænye formy L_0, . . . , L_{n+1} s celymi kofffficientami s dlinoæ zapisi O(n log d + log ν), takie, qto vypolnØ¸tsØ utverßdeniØ teoremy 2 dlØ V^{(i)} vmesto V dlØ vseh 0 6 i 6 ν (t.e. lineænye formy L_0, . . . , L_{n+1} ne zavisØt ot i; drugie ob¨ekty iz utverßdeniØ fftoæ teoremy dlØ V^{(i)} zavisØt ot i). VremØ raboty fftogo algoritma polinomial~no ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m, ν.

Dokazatel~stvo. Sleduet iz lemmy 3 i algoritma redukcii k

celym kofffficientam, sm. [9, predloßenie 2] (my ostavlØem podrobnosti qitatel¸). �

Pust~ V i W – mnogoobraziØ iz vvedeniØ. Pereædœm k opisani¸ algoritma. Napomnim, qto dana toqka x^{(0)} ∈ W . My moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto x^{(0)} ∉ Z(e_0 , . . . , e_r ), sr. algoritm iz [9]. OsuwestvlØØ perestanovki X_0, . . . , X_n i

e_0, . . . , e_r, my budem predpolagat~, ne umalØØ obwnosti, qto (e_0X_0)(x^{(0)}) ≠ 0. PrimenØØ teoremu 5 iz [4], my stroim indeksy

1 6 iσ < . . . < in 6 r i 1 6 js+1 < . . . < jσ 6 n, takie, qto semeæstvo

X_{js+1} /X_0, . . . , X_{jσ} /X_0, e_{iσ} /e_0, . . . , e_{in} /e_0 ∈ k(W ) algebraiqeski ne-

zavisimo i σ ØvlØetsØ minimal~no vozmoßnym. DlØ udobstva oboznaqeniæ my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto i_w = w dlØ σ 6 w 6 n i j_w = w dlØ s + 1 6 w 6 σ. Teper~

dim W = n − s i dim W^′ = n − σ.

V dal~neæxem σ +1 6 i 6 n +1 – proizvol~noe, no fiksirovannoe (my osuwestvlØem konstrukci¸ dlØ vseh σ + 1 6 i 6 n + 1). Primenim lemmu 5 k n − σ +1 algebraiqeskim mnogoobraziØm ~V_j ,

σ 6 j 6 n, i postroim lineænye formy L0, . . . , Ln+1 s celymi ko-

fffficientami s dlinoæ zapisi O(n log(dd^′)). Faktiqeski po teoreme Bezu, primenØØ algoritm redukcii k celym kofffficientam (sm. [9, predloßenie 2]), moßno poluqit~ novye lineænye formy L_0, . . . , L_{n+1}, udovletvorØ¸wie tem ße samym svoæstvam, no s celymi kofffficientami s dlinoæ zapisi O(n log d +(n − σ) log d^′).

208 A. L. QISTOV

Tak qto my budem predpolagat~ v dal~neæxem, qto spravedliva poslednØØ ocenka. Teper~ utverßdenie (a) vypolnØetsØ dlØ

L_0, . . . , L_{n+1}. V dal~neæxem lineænye formy L_0, . . . , L_{n+1} budut

izmenØt~sØ rekursivno v algoritme.

Dalee cel~¸ budet postroit~ lineænye formy L_0, . . . , L_{n+1}, udovletvorØ¸wie (a) i (b). Soglasno teoreme 2 iz [8], moßno vyØsnit~, verno li, qto x ∈ W_i(L^′). Sledovatel~no (zamenØØ i na i − 1), moßno vyØsnit~, verno li, qto x ∈ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) =

W_i(L^′) ∪ W^{(1)}_i (L^′) ∪ W^{(2)}_i (L^′) ∪ W^{(3)}_i (L^′), sm. vvedenie.

Pokaßem, qto mnogoqlen e^′_i ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno ni na kakoæ neprivodimoæ komponente mnogoobraziØ

W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n). V samom dele, po teoreme 1 iz [8]

dlØ ~V_{i−1} vse toqki mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_ι, . . . , L_n) ØvlØ- ¸tsØ gladkimi toqkami ~V_{i−1}. Imeem dim W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) = n − ι, sm. vvedenie. Sledovatel~no, vsØkaØ neprivodimaØ komponenta mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) soderßit toqku iz

W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_ι, . . . , L_n) \ Z(e^′_i). Trebuemoe utverßdenie dokazano.

Takim obrazom, dim W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) ∩ Z(e^′_i) = 0.

Ispol~zuØ algoritm iz [3], my stroim vse opredelœnnye nad

k^′ neprivodimye nad k^′ komponenty razmernosti odin algebra-

iqeskogo mnogoobraziØ ~V_{i−1} ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) i zatem, primenØØ teoremu 2 iz [8], vybiraem sredi nih komponenty mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n). Posle fftogo my stroim vse toqki iz mnoßestva S_i = W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) ∩ Z(e^′_i). My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto S_i ∩ Z(L_0) = ∅ i

L_0(x) ≠ 0, tak kak inaqe, ispol~zuØ algoritm redukcii k celym

kofffficientam, moßno zamenit~ lineænu¸ formu L_0 na novu¸ i udovletvorit~ ffti usloviØ i vse usloviØ iz (a).

Oboznaqim qerez φ^{(i)} morfizm lineænoæ proekcii P^n(k) \

Z(L_0, L_{ι+1}, . . . , L_n) → P^{n−ι}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (L_0 : L_{ι+1} : . . . : L_n),

i qerez φ_i ograniqenie φ^{(i)} na W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i). Togda φ_i – koneqnaØ dominantnaØ lineænaØ proekciØ. Pust~ x^′ ∈ P^n(k^′). Poloßim

μ_j (x^′) = μ(x^′, W_{j−1}(L^′) ∩ Z(e^′_j )), σ + 1 6 j 6 n + 1. DlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n poloßim

μ^{(i)}(z^′) = ( #φ^{−1}_i (z^′), #(φ^{−1}_i (z^′) \ Z(e_0 , . . . , e_r )), ∑ x^′∈φ^{−1}_i (z^′ ) ∑ σ+16j6i−1^{μj (x} ′) ) .

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 209

Togda μ^{(i)}(z^′) ∈ Z^3. Pust~ (a_1, b_1, c_1), (a_2, b_2, c_2) ∈ Z^3. Poloßim

(a_1, b_1, c_1) > (a_2, b_2, c_2) togda i tol~ko togda, kogda (a_1 > a_2)∨((a_1 = a_2)&(b_1 > b_2)) ∨ ((a_1 = a_2)&(b_1 = b_2)&(c_1 < c_2)). My budem is-

pol~zovat~ ffto opredelenie takße s drugimi osnovnymi polØmi, soderßawimi k^′. �ta formula opredelØet lineænyæ porØdok

na Z^3. V dal~neæxem v dokazatel~stve my budem rassmatrivat~

fftot lineænyæ porØdok na Z^3. Pust~ l ⊂ P^{n−ι}(k^′) – prØmaØ, takaØ, qto z^′ ∈ l. Iz teoremy Bezu sleduet, qto dlØ vseh z^{′′} ∈ l, za iskl¸qeniem ne bolee qem polinomial~nogo ot d^n(d^′)^{n−σ} qisla, spravedlivo neravenstvo μ^{(i)}(z^{′′}) > μ^{(i)}(z^′) (zdes~ my ostavlØem detali qitatel¸). To ße samoe utverßdenie vypolnØetsØ dlØ l¸bogo drugogo osnovnogo polØ k^∗, soderßawego k^′.

Pust~ dany ν_{ι+1}, . . . , ν_n ∈ k^′ (ili, bolee obwim obrazom,

ν_{ι+1}, . . . , ν_n iz rasxireniØ polØ k^′). Togda moßno postroit~ mno-

ßestvo φ^{−1}_i ((1 : ν_{ι+1} : . . . : ν_n)) sledu¸wim obrazom. Oboznaqim qerez L_0 (sootvetstvenno L_ν) podprostranstvo lineænyh form, poroßdœnnoe L_{ι+1} , . . . , L_n (sootvetstvenno L_{ι+1} − ν_{ι+1}L_0, . . . , L_n −

ν_nL_0) i vyqislim pereseqenie L^′ = L_0 ∩ L_ν. Postroim, ispol~zuØ

teoremy 1 i 2 iz [8], mnoßestvo S^{′′}_{i−1} = W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_ι , . . . , L_n). Esli vse ν_j ravny nul¸, to φ^{−1}_i ((1 : 0 : . . . : 0)) = S_i. Tak qto my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto ne vse

ν_j ravny nul¸, skaßem, ν_{ι+1} ≠ 0. Postroim pri pomowi algo-

ritma iz [3] semeæstvo E_a, a ∈ A, vseh neprivodimyh komponent razmernosti 2 algebraiqeskogo mnogoobraziØ ~V_{i−1} ∩ Z(L^′), takih, qto E_a ∩ S^{′′}_{i−1} ≠ ∅. Togda, snova primenØØ algoritm iz [3], my stroim pereseqenie E_a ∩ Z(L_{ι+1} − ν_{ι+1}L_0) ∩ Z(e^′_i). Mnoßestvo

φ^{−1}_i ((1 : ν_{ι+1} : . . . : ν_n)) ØvlØetsØ ob¨edineniem poslednih perese-

qeniæ po vsem a ∈ A.

Pust~ μ^{(i)}(z^′) = (a(z^′), b(z^′), c(z^′)). Naxa cel~ – postroit~ toqku z^′ ∈ P^{n−ι}(k^′) s maksimal~no vozmoßnym μ^{(i)}(z^′). Snaqala my poluqim z^′, taku¸, qto a(z^′) = deg W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i). Opixem rekursi¸ otnositel~no z^′. Voz~mœm z^′ = (1 : 0 : . . . : 0) kak bazu rekursii. My deæstvuem analogiqno algoritmu dlØ vyqisleniØ stepeni iz [4]. Na obwem xage rekursii my iwem toqku z^{′′} beskoneqno blizku¸ k z^′ i taku¸, qto a(z^{′′}) > a(z^′) (esli z^{′′} suwestvuet). Imenno, postroim vse toqki x^′ ∈ φ^{−1}_i (z^′). Pust~ i = j. DlØ vsØkoæ x^′, primenØØ teoremu 2 iz [9] k algebraiqeskomu mnogoobrazi¸ (con(~V_{i−1}) × con(~V_{i−1}))(k^′_2), my vyØsnØem, suwestvuet li

210 A. L. QISTOV

para (x^{′′}, x^{′′′}) ∈ (W_{i−1}(L^′) × W_{i−1}(L^′))(k^′_2), takaØ, qto ∑ 06w6n^{|(Xw/L0)(x} ′′) − (X_w /L_0)(x^′)|^2 6 ε_1,

ε_2 6 ∑ 06w6n^{|(Xw/L0)(x} ′′) − (X_w/L_0)(x^{′′′})|^2 6 ε_1,

e^′_i(x^{′′}) = e^′_j (x^{′′′}) = 0,

φ^{(j)}(x^{′′}) = φ^{(j)}(x^{′′′});

(25)

sr. s sistemoæ (2) iz [4]. Ravenstvo a(z^′) = deg W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ne vypolnØetsØ togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t x^{′′}, x^{′′′} dlØ nekotorogo x^′. V fftom sluqae my vybiraem takoe x^′, polagaem

z^{′′} = φ_i(x^{′′}), primenØem algoritm redukcii k celym kofffficien-

tam k z^{′′} ∈ P^{n−ι}(k^′) \ Z(X_0) (sm. [9, predloßenie 2]) i poluqaem toqku ~z s celymi koordinatami, taku¸, qto a(~z) > a(z^′). Sledovatel~no, μ^{(i)}(~z) > μ^{(i)}(z^′). Zatem my zamenØem z^′ na ~z i perehodim k sledu¸wemu xagu rekursii.

V zakl¸qenie my pridœm k sluqa¸, kogda dlØ vseh x^′ ne suwestvuet (x^{′′}, x^{′′′}). Togda a = deg W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i). Sledovatel~no, v qastnosti, differencial d_x′ φ_i – izomorfizm dlØ vsØkoæ toqki x^′ ∈ φ^{−1}_i (z^′), sr. [4] (my ostavlØem podrobnosti qitatel¸). Soglasno teoreme Bezu i algoritmu redukcii k celym kofffficientam, z^′ = (1 : z^′_{i,i−σ+s+1} : . . . : z^′_{i,n}), gde vse z^′_{i,j} – celye qisla s dlinoæ zapisi O(n log d + (n − σ) log d^′).

Teper~ my sobiraemsØ maksimizirovat~ #(φ^{−1}_i (z^′)\Z(e_0, . . . , e_r)). My perebiraem toqki x ∈ φ^{−1}_i (z^′)∩Z(e_0 , . . . , e_r). Rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv s kofffficientami iz k^′_2: ∑ 06j6r^{|ej |} 2 = ε_2, ∑ 06i6n^{|Xi − (Xi/L0)(x)|} 2 6 ε1,

e^′_i = 0,

L_0 = 1.

(26)

Primenim teoremu 2 iz [9] k fftoæ sisteme i mnogoobrazi¸

con(V ∩ Z(e^′_{σ+1} , . . . , e^′_{i−1})) i postroim mnoßestvo S^{′′} ⊂ A^{n+1} (k^′_2) iz

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 211

formulirovki fftoæ teoremy. Oboznaqim qerez S^{′′′} ⊂ P^n(k^′_2) mnoßestvo, sootvetstvu¸wee S^{′′} pri estestvennoæ proekcii A^{n+1} \

{0} → P^n. Dalee, primenØØ teoremu 2 iz [8], my vyØsnØem, suwe-

stvuet li toqka x^∗ ∈ S^{′′′} ∩ W_{i−1}(L^′)(k^′_2). Oqevidno takaØ toqka suwestvuet v tom i tol~ko v tom sluqae, esli x ∈ W_i(L^′) ∩ W^{(3)}_i (L^′). Predpoloßim, qto takaØ toqka suwestvuet. Togda poloßim z^∗ =

φ_i(x^∗). Sledovatel~no, x^∗ ∈ φ^{−1}_i (z^∗) \ Z(e_0, . . . , e_r), i dlØ vsØko-

go x_1 ∈ φ^{−1}_i (z^′) \ Z(e_0 , . . . , e_r) suwestvuet toqka x^∗_1 ∈ φ^{−1}_i (z^∗) \

Z(e_0, . . . , e_r), kotoraØ beskoneqno blizka k z_1 (soglasno, napri-

mer, predloßeni¸ 6 iz [12]). Pofftomu #(φ^{−1}_i (z^∗) \ Z(e_0, . . . , e_r)) >

#(φ^{−1}_i (z^′) \ Z(e_0 , . . . , e_r)) i, sledovatel~no, μ^{(i)}(z^∗) > μ^{(i)}(z^′). Pri-

menØØ algoritm redukcii k celym kofffficientam (sm. [9, predloßenie 2], moßno posledovatel~no zamenit~ koordinaty z^∗ na celye qisla (my nahodim ih pri pomowi perebora) s dlinoæ zapisi O(n log d + (n − σ) log(d^′)) i poluqit~ toqku z^{′′}, taku¸, qto

a(z^{′′}) = a(z^∗), b(z^{′′}) > b(z^∗) > b(z^′). Pofftomu μ^{(i)}(z^{′′}) > μ^{(i)}(z^∗).

Teper~ my zamenØem z^′ na z^{′′} i perehodim k sledu¸wemu xagu rekursii.

Esli ne suwestvuet toqki x^∗ ∈ W_{i−1}(L^′)(k^′_2), zada¸weæ rexenie sistemy (26), i ne vse toqki iz φ^{−1}_i (z^′)\Z(e_0, . . . , e_r) perebrany, to my perehodim k sledu¸weæ toqke x ∈ φ^{−1}_i (z^′)\Z(e_0, . . . , e_r ). Esli vse toqki iz φ^{−1}_i (z^′) \ Z(e_0, . . . , e_r) perebrany, to my poluqili trebuemu¸ toqku z^′, taku¸, qto a(z^′) = deg W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) i b(z^′) maksimal~no vozmoßnoe.

PrimenØØ algoritm redukcii k celym kofffficientam (sm. [9, predloßenie 2]), moßno predpolagat~ dopolnitel~no, qto z^′_{i,j} =

z^′_{i1,j} dlØ vseh σ + 1 6 i_1 < i 6 n, i − σ + s + 1 6 j 6 n, t.e. z^′_{i,j} = z^′_j , s + 2 6 j 6 n, ne zavisit ot i. Togda dlØ vseh σ + 1 6 i 6 n + 1

W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_0, L_{ι+1}, . . . , L_n) = ∅, (27)

#(W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_{ι+1} − z^′_{ι+1}L_0, . . . , L_n − z^′_nL_0)) =

= deg(W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i)). (28)

Dalee, primenØØ lemmu 3 i algoritm redukcii k celym kofffficientam, my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto lineænye formy L_0, . . . , L_{s+1}, L_{s+2} − z^′_{s+2} L_0, . . . , L_n −

z^′_nL_0, L_{n+1} udovletvorØ¸t dopolnitel~no utverßdeni¸ (a) vme-

212 A. L. QISTOV

sto L_0, . . . , L_{n+1} (my ostavlØem detali qitatel¸). Teper~, zamenØØ L_j na L_j −z^′_j L_0, s+2 6 j 6 n, my budem sqitat~ v dal~neæxem, qto z^′_j = 0 dlØ vseh s + 2 6 j 6 n. Poloßim λ = (L_0, . . . , L_{n+1}). Togda λ udovletvorØet uslovi¸ (B) iz naqala razdela 1 dlØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) (vmesto V ) dlØ vsØkogo σ+1 6 i 6 n+1. Krome togo, a((1 : 0 : . . . : 0)) i b((1 : 0 : . . . : 0)) ØvlØ¸tsØ maksimal~no vozmoßnymi dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n + 1.

Napomnim, qto opredeleny celye qisla a_ι(λ, W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i)) i b_ι(W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i)) (sm. razdel 1). Do konca dokazatel~stva my budem oboznaqat~ dlØ kratkosti a_ι(λ) = a_ι(λ, W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i)),

b_ι = b_ι(W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i)) i ispol~zovat~ analogiqnye oboznaqeniØ

dlØ drugih fflementov, skaßem, pisat~ λ^∗ vmesto λ. Teper~ moßno vyqislit~ celoe qislo a_ι(λ) sledu¸wim obrazom. Ispol~- zuØ algoritm iz [3], dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n + 1 my stroim vse neprivodimye nad k^′ komponenty razmernosti 2 pereseqeniØ

~V_{i−1} ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_{n−1}). Soglasno teoreme 1 iz [8] (moßno tak-

ße primenit~ vmesto nee teoremu 2) i teoreme 2 iz [8], vyberem sredi nih vse neprivodimye nad k^′ komponenty E mnogoobraziØ

W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_{n−1}). Snova, ispol~zuØ algoritm iz [3],

my stroim vse neprivodimye nad k^′ komponenty E ∩ Z(e^′_i) dlØ vseh E. �to est~ vse neprivodimye nad k^′ komponenty mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i). Soglasno [3], my stroim takße separabel~nye mnogoqleny Φ_{ι,∗} ∈ k^′[Z_0, Z_n, Z_{n+1}] (sm. razdel 1), sootvetstvu¸wie algebraiqeskomu mnogoobrazi¸ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) vmesto V iz razdela 1 (zametim zdes~, qto vse neprivodimye komponenty W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ime¸t razmernost~ n − ι i, sledovatel~no, my sopostavlØem tol~ko odin mnogoqlen Φ_{ι,∗} mnogoobrazi¸ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i)). Posle fftogo my vyqislØem diskriminant

R_{ι,∗} mnogoqlena Φ_{ι,∗} otnositel~no Z_{n+1}, ego beskvadratnu¸ qast~ R_{ι,∗,0} i celoe qislo a_ι(λ) = deg R_{ι,∗,0} dlØ vsØkogo σ + 1 6 i 6 n + 1.

My budem oboznaqat~ takße Φ_{ι,∗} = Φ_{λ,ι,∗} i R_{ι,∗} = R_{λ,ι,∗}, esli vaßna zavisimost~ ot λ (sm. razdel 1).

Pust~ 1 6 τ 6 4 – celoe qislo. Pust~ 0 6 i_1 < . . . < i_τ 6 n – celye qisla. Predpoloßim, qto pole k^′ snabßeno vewestvennoæ strukturoæ (sm. [12]). Pust~ k^′_j = k^′(ε_1, . . . , ε_j), 0 6 j ∈ Z, gde ε_j > 0 dlØ j > 1 ØvlØetsØ beskoneqno maloæ veliqinoæ otnositel~no polØ k^′_{j−1}. Pust~ X_{w,j} , 1 6 w 6 4, 0 6 j 6 n; Z_{w,j} ,

j ∈ {0, ι + 1, . . . , n + 1} = I_ι, 1 6 w 6 τ , – peremennye. Oboznaqim

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 213

dlØ kratkosti L_j = L_j + ∑ 16w6τ^Zw,j^Xiw ,^{j ∈ I}ι (tak qto vse^Lj zavisØt ot vybora j_1, . . . , j_τ ). Oboznaqim X^{(j)} = (X_{j,0}, . . . , X_{j,n}) i dlØ proizvol~nogo mnogoqlena c ot n + 1 peremennyh poloßim

c(X^{(j)}) = c(X_{j,0}, . . . , X_{j,n}), 1 6 j 6 4. Predpoloßim, qto ι 6 n − 2.

Rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv s kvadratami absol¸tnyh veliqin s kofffficientami iz k^′_3 otnositel~no peremennyh X_{w,j} , 1 6 w 6 4, 0 6 j 6 n; i

Z_{w,j}, j ∈ {0, ι + 1, . . . , n + 1} = I_ι, 1 6 w 6 τ : ∑ j∈I_ι ∑ 16w6τ^{|Zj,w|} 2 6 ε1,

ε_2 6 |L_n(X^{(1)} ) − L_n(X^{(3)})|^2 6 ε_1, |L_{n+1}(X^{(j)}) − L_{n+1}(X^{(j+1)})|^2 = ε_3, j = 1, 3, L_ν (X^{(j1)}) = L_ν (X^{(j2 )}) = 0, 1 6 j_1 < j_2 6 4, ι + 1 6 ν 6 n − 1, L_n(X^{(j)}) − L_n(X^{(j+1)}) = 0, j = 1, 3, L_0(X^{(j)}) − 1 = 0, 1 6 j 6 4, e^′_i(X^{(j)}) = 0, 1 6 j 6 4.

(29)

Lemma 6. Pust~ ι 6 min{n−2, n+1−σ+s}. Neravenstvo aι(λ) < bι

spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t 1 6 τ 6 4 i

0 6 i1 < . . . < iτ 6 n, udovletvorØ¸wie sledu¸wemu svoæstvu.

Sistema (29) imeet rexenie X_{w,i} = x^∗_{w,i} ∈ k^′_3, 1 6 w 6 4, 0 6 i 6 n; Z_{w,i} = z^∗_{w,i} ∈ k^′_3, i ∈ {0, ι + 1, . . . , n + 1}, 1 6 w 6 τ , takoe, qto

(x^∗_{w,0} : . . . : x^∗_{w,n}) ∈ W_{i−1}(L^′)(k^′_3), 1 6 w 6 4. (30)

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftoæ lemmy analogiqno doka-

zatel~stvu lemmy 4. �

VernœmsØ k algoritmu dlØ utverßdeniØ (b). My opixem rekursi¸ otnositel~no ι. Baza rekursii est~ ι = s + 1. Opixem obwiæ xag fftoæ rekursii. Pust~ s + 1 6 ι 6 n − 2 – maksimal~noe qislo, takoe, qto dlØ vseh s + 1 6 w < ι celye qisla b_w(W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i)) vyqisleny i b_w(W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i)) =

a_w(λ, W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i)). Postroim (sm. vyxe) mnogoqleny Φ_{λ,ι,∗}, R_{λ,ι,∗} i R_{λ,ι,∗,0}. My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwno-

sti, qto Z_0 ne delit R_{λ,ι,∗,0}, zamenØØ pri neobhodimosti Z_0 na

214 A. L. QISTOV

Z_0 − μZ_n dlØ podhodØwego celogo qisla μ, ograniqenogo sverhu

polinomom ot d^n(d^′)^{n−σ}. LineænaØ forma L_0 −μL_n udovletvorØet tem ße samym svoæstvam, qto i L_0 (sm. vyxe).

Budem perebirat~ celye qisla τ i i_1, . . . , i_τ , takie, qto 1 6 τ 6 4 i 0 6 i_1 < . . . < i_τ 6 n. PrimenØØ teoremu 2 iz [9] k algebraiqeskomu mnogoobrazi¸ con(~V_{i−1}) ⊂ A^{n+1} (k^′) i [4], my vyØsnim, imeet li sistema (29) rexenie, udovletvorØ¸wee uslovi¸ (30). Esli imeet, to my stroim takoe rexenie. Esli ne imeet, to my perehodim k sledu¸wim τ i i_1, . . . , i_τ .

Predpoloßim, qto sistema (29) ne imeet rexeniØ, udovletvorØ¸wego uslovi¸ (30), dlØ vseh 1 6 τ 6 4 i 0 6 i_1 < . . . < i_τ 6 n. Togda a_ι(λ) = b_ι soglasno lemme 6.

Esli ι = min{n − 2, n + 1 − σ + s}, to fflement λ, udovletvorØ¸wiæ utverßdeni¸ teoremy 2, postroen. Predpoloßim, qto

ι < min{n−2, n+1−σ+s}. Togda my zamenØem ι na ι+1 i perehodim

k sledu¸wemu xagu rekursii.

Predpoloßim, qto sistema (29) imeet rexenie, udovletvorØ¸wee uslovi¸ (30), dlØ nekotoryh 1 6 τ 6 4 i 0 6 i_1 <

. . . < i_τ 6 n. Vyqislim (sm. [12]) z_{w,j} = st_{ε3} (z^∗_{w,j} ), 1 6 w 6 τ , j ∈ I_ι, gde vse z^∗_{w,j} – iz formulirovki lemmy 6. Poloßim L^∗_j = L_j dlØ j ∈ {1, . . . , ι} i L^∗_j = L_j + ∑ 16w6τ^zw,j^Xjw dlØ j ∈ I_ι. Togda L^∗_j – lineænye formy s kofffficientami iz k^′_3.

Poloßim λ^∗ = (L^∗_0 , . . . , L^∗_n). Soglasno lemme 2, fflement λ^∗ udovletvorØet svoæstvu (B) dlØ vseh algebraiqeskih mnogoobraziæ

W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), σ + 1 6 i 6 n + 1. Iz sistemy (29) my poluqaem,

qto mnogoqlen R_λ∗_{,ι,∗}(1, Z_n) imeet bol~xe razliqnyh korneæ, qem

R_{λ,ι,∗}(1, Z_n). Tak qto a_ι(λ) < a_ι(λ^∗) i a_w(λ) = a_w(λ^∗) dlØ 1 6 w < ι.

PrimenØØ lemmu 3 i algoritm redukcii k celym kofffficientam (sm. [9, predloßenie 2]), my posledovatel~no zamenØem kofffficienty lineænyh form L^∗_j na celye qisla s dlinoæ zapisi O(n log d + (n − σ) log d^′) i poluqaem novye lineænye formy

L^{∗∗}_j , 0 6 j 6 n + 1, udovletvorØ¸wie sledu¸wim svoæstvam. Vse L^{∗∗}_j , 0 6 j 6 n + 1, ime¸t celye kofffficienty s dlinoæ zapisi O(n log d + (n − σ) log d^′) i udovletvorØ¸t uslovi¸ (B) dlØ vseh

algebraiqeskih mnogoobraziæ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i), σ + 1 6 i 6 n + 1. Dalee, L^{∗∗}_j , 0 6 j 6 n +1, udovletvorØ¸t utverßdeni¸ (a) teoremy 1 s L^∗_j vmesto L_j , 0 6 j 6 n, i (oboznaqim λ^{∗∗} = (L^{∗∗}_0 , . . . , L^{∗∗}_{n+1}))

a_w(λ^{∗∗}) > a_w(λ^∗) dlØ vseh 1 6 w 6 ι. V qastnosti, a_ι(λ^{∗∗}) > a_ι(λ).

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 215

Teper~ my zamenØem λ na λ^{∗∗} i perehodim k sledu¸wemu xagu opisyvaemoæ rekursii.

Takim obrazom, v zakl¸qenie my postroim fflement λ, udovletvorØ¸wiæ utverßdeniØm (a) i (b) teoremy 1. Zametim, qto, soglasno teoreme Bezu, obwee qislo xagov opisannoæ rekursii ograniqeno sverhu polinomom ot d^n(d^′)^{n−σ}.

Teper~ l¸bye dve toqki y^′, y^{′′} ∈ W_{i−1}(L^′)∩Z(e^′_i)∩Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) prinadleßat odnoæ i toæ ße neprivodimoæ nad k^′ (sootvetstvenno neprivodimoæ nad k^′) komponente mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩

Z(e^′_i) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli oni prinadleßat odnoæ i

toæ ße neprivodimoæ nad k^′ (sootvetstvenno neprivodimoæ nad

k^′) komponente krivoæ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_{n−1}). My

postroili vse neprivodimye komponenty poslednego algebraiqeskogo mnogoobraziØ (sm. vyxe). Sledovatel~no, moßno vy- Øsnit~, prinadleßat li y^′ i y^{′′} odnoæ i toæ ße neprivodimoæ nad k^′ (sootvetstvenno neprivodimoæ nad k^′) komponente krivoæ

W_{i−1}(L^′)∩Z(e^′_i)∩Z(L_{ι+1}, . . . , L_{n−1}). Podrobnosti analogiqny ime-

¸wimsØ v dokazatel~stve teoremy 2 iz [8]. Takim obrazom, moßno vyqislit~ qislo toqek y^{′′} ∈ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n), takih, qto y^′ i y^{′′} prinadleßat odnoæ i toæ ße opredelœnnoæ nad k^′ i neprivodimoæ nad k^′ komponente mnogoobraziØ

W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i).

Pust~ E – neprivodimaØ nad k^′ komponenta W_{i−1}(L^′)∩Z(e^′_i ), takaØ, qto y^′ ∈ E. Qtoby izbeßat~ postroeniØ kompozita k^′(y^′, y^{′′}), my vyqislim snaqala, pri pomowi [3], minimal~noe pole opredeleniØ k^{′′} mnogoobraziØ E ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_{n−1}), soderßawee k^′. Pole k^{′′} sovpadaet s minimal~nym polem opredeleniØ komponenty E, soderßawim k^′, sr. [8]. Posle fftogo my osuwestvlØem vs¸ konstrukci¸ nad k^{′′}, t.e. predpolagaem, qto L_j ∈ k^{′′}[X_0, . . . , X_n],

0 6 j 6 n + 1. �to pozvolØet vyqislit~ qislo toqek y^{′′} ∈

W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n), takih, qto y^′ i y^{′′} prinadle-

ßat E. Analogiqnym obrazom v (c), rasxirØØ osnovnoe pole k^′ do k^{′′}, my svodim sluqaæ neprivodimoæ nad k^′ komponenty E k sluqa¸ opredelœnnoæ nad k^{′′} i neprivodimoæ nad k^{′′} komponenty, t.e. dlØ fftoæ redukcii v (c) dostatoqno rassmotret~ tol~ko sluqaæ, kogda E ØvlØetsØ opredelœnnym nad k^′ i neprivodimym nad

k^′, i posle fftogo zamenit~ pole k^′ na k^{′′}. Analogiqnym obrazom

v (f), rasxirØØ osnovnoe pole k^′ do k^{′′}, my moßem predpolagat~, qto E opredelena nad osnovnym polem. Tak qto v (f) my budem

216 A. L. QISTOV

sqitat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto E opredelena nad k^′ i neprivodima nad k^′. Algoritmy dlØ utverßdeniæ (a) i (b) opisany polnost~¸.

Lemma 7. Pust~ σ + 1 6 i 6 n + 1 – celoe qislo. Pust~ k^∗ – koneq-

noporoßdœnnoe rasxirenie polØ k^′, zadannoe minimal~nym mnogoqlenom primitivnogo fflementa polØ k^∗ nad qisto transcendentnym rasxireniem polØ k^′. Pust~ λ^∗ = (L^∗_0, . . . , L^∗_{n+1}), gde vse L^∗_j ∈ k^′[X_0, . . . , X_n] – lineænye formy. Togda moßno vyØsnit~, verno li, qto pereseqenie ~V_{i−1} i Z(L^∗_ι , . . . , L^∗_n) transversal~no. Predpoloßim, qto pereseqenie ~V_{i−1} i Z(L^∗_ι , . . . , L^∗_n) transversal~no. Togda #(W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L^∗_ι , . . . , L^∗_n)) < +∞, i moßno postroit~ vse toqki iz W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L^∗_ι , . . . , L^∗_n) v P^n(k^∗). Dalee, moßno vyØsnit~, verno li, qto pereseqenie W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) i Z(L^∗_{ι+1} , . . . , L^∗_n) transversal~no. Sledovatel~no, moßno uznat~, vypolnØ¸tsØ li utverßdeniØ (a) i (b) dlØ λ^∗ vmesto λ. VremØ raboty algoritma iz fftoæ lemmy polinomial~no ot d^n, (d^′)^n, d_1, d_2, d^′_2, M , M^′, M_1, m, r, dliny zapisi L(x^{(0)}) toqki x^{(0)}, dliny zapisi L(L^′) fflementa L^′ i dliny zapisi L(λ^∗) fflementa λ^∗ (vkl¸- qaØ razmery minimal~nyh mnogoqlenov primitivnyh fflementov poleæ k^′ i k^∗).

Dokazatel~stvo. Soglasno (a) i (b), my znaem stepeni vseh

neprivodimyh komponent algebraiqeskih mnogoobraziæ ~V_{i−1} i

W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i). Sledovatel~no, primenØØ teoremu 3 i teoremu 2

iz [8], moßno vyØsnit~, transversal~no li pereseqenie ~V_{i−1} i

Z(L^∗_ι , . . . , L^∗_n) (my ostavlØem detali qitatel¸). Predpoloßim,

qto poslednee pereseqenie transversal~no. Togda, zamenØØ v dokazatel~stve utverßdeniØ (b) L_j na L^∗_j , ι + 1 6 j 6 n, my vidim, qto W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L^∗_{ι+1} , . . . , L^∗_n) = A^∗ – koneqnoe mnoßestvo

v P^n(k^′), i stroim ffto mnoßestvo analogiqnym obrazom. Teper~

pereseqenie W_{i−1}(L^′)∩Z(e^′_i) i Z(L^∗_{ι+1} , . . . , L^∗_n) transversal~no togda i tol~ko togda, kogda #A^∗ = deg W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i). �

Qtoby opisat~ algoritm dlØ utverßdeniØ (c), dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda E opredeleno nad k^′ i neprivodimo nad k^′, sm. konec dokazatel~stva utverßdeniØ (b). ZamenØØ lineænu¸ formu L_0 na novu¸, my budem predpolagat~, qto

(i) L_0(x) ≠ 0,

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 217

(ii) lineænye formy L_0, . . . , L_{n+1} udovletvorØ¸t utverßdeniØm (a), (b) teoremy 1,

(iii) L_0, X_1, . . . , X_n lineæno nezavisimy nad k^′.

Dalee, primenØØ lemmy 3 i 7, moßno zamenit~ lineænye formy

L_1, . . . , L_{n+1} na novye, takie, qto dopolnitel~no

(iv) vse L_j, ι + 1 6 j 6 n, ØvlØ¸tsØ lineænymi formami ot L_0, X_1, . . . , X_n s celymi kofffficientami s dlinoæ zapisi O(n log d + (n − σ) log(d^′)).

Pust~ L – podprostranstvo vseh lineænyh form iz k^′(x)[X_0, . . . ,

X_n], obrawa¸wihsØ v nul~ v toqke x. Bazis L est~ X_i − (X_i/L_0)(x)L_0, 1 6 i 6 n. Poloßim L^{′′}_j = L_j − (L_j /L_0)(x)L_0 ∈ L,

ι + 1 6 j 6 n. DlØ vsØkogo 1 6 i 6 n + 1 poloßim L_j = ~L_j + μ_j L_0,

gde ~L_j ∈ k[X_1, . . . , X_n] i μ_j – celoe qislo. Togda, oqevidno,

L^{′′}_j = ~L_j (X_1 − (X_1 /L_0)(x)L_0, . . . , X_n − (X_n/L_0)(x)L_0).

Qtoby vyqislit~ kratnosti, my opixem rekursivnyæ algoritm otnositel~no L_0, ..., L_{n+1}. Voz~mœm postroennye L_0, ..., L_{n+1}, udovletvorØ¸wie (i)–(iv), kak bazu rekursii. V konce kaßdogo xaga, kotoryæ ne ØvlØetsØ zakl¸qitel~nym, my poluqaem novye lineænye formy L_0, . . . , L_{n+1}, takie, qto qislo fflementov pereseqeniØ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L^{′′}_{ι+1} , . . . , L^{′′}_n) bol~xe, qem v naqale xaga (dlØ staryh L_0, . . . , L_{n+1}). V konce kaßdogo xaga (i, sledovatel~no, esli rassmatrivaemyæ xag ne ØvlØetsØ zakl¸qitel~- nym, v naqale sledu¸wego xaga) fftoæ rekursii vypolnØ¸tsØ usloviØ (i)–(iv).

DlØ proizvol~nogo kvaziproektivnogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ E i ego toqki a oboznaqim qerez con(a, E) kasatel~nyæ konus mnogoobraziØ E v toqke x (sm., naprimer, [4]). Rassmotrim uslovie con(x, W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i)) ∩ Z(L^{′′}_{ι+1} , . . . , L^{′′}_n) = {x}. (31) V konce rekursii budet vypolneno uslovie (31).

Opixem obwiæ xag fftoæ rekursii. My sleduem algoritmu dlØ vyqisleniØ kratnosti iz [4]. Edinstvennoe otliqie zdes~ sostoit v tom, qto algebraiqeskoe mnogoobrazie W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) zadano v neskol~ko inoæ forme po sravneni¸ s [4]. No vsœ ße, ispol~zuØ teoremu 2 iz [9], my imeem sertifikat dlØ togo, qtoby vyØsnit~, verno li, qto x ∈ W_{i−1}(L^′). �to pozvolØet opisat~ analog algoritma iz [4]. Napomnim, qto (sm. naqalo razdela)

218 A. L. QISTOV

dlØ l¸byh ν_{ι+1}, . . . , ν_n ∈ k^′ moßno vyqislit~ φ^{−1}_i ((1 : ν_{ι+1} : . . . :

ν_n)). Vyqislim takim obrazom vse toqki iz W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L^{′′}_{ι+1} , . . . , L^{′′}_n) = φ^{−1}_i (φ_i(x)). My budem uveliqivat~ rekursivno

qislo fflementov v W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L^{′′}_{ι+1} , . . . , L^{′′}_n). Esli ffto nevozmoßno, to L^{′′}_{ι+1} , . . . , L^{′′}_n udovletvorØ¸t uslovi¸ (31).

Imenno, pust~ A^{2n+1} (k^′) imeet koordinatnye funkcii X_0, ..., X_n,

Y_1, ..., Y_n. Postroim odnorodnyæ mnogoqlen ~e_i ∈ k^′(x)[X_0, . . . , X_n],

takoæ, qto ~e_i(L_0, X_1, . . . , X_n) = e^′_i. Teper~ vmesto sistemy (15) iz [4] rassmotrim sistemu polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv s kvadratami absol¸tnyh veliqin ot 2n + 1 peremennyh s kofffficientami iz k^′_2

~e_i(1, X_1 − (X_1/L_0)(x), . . . , X_n − (X_n/L_0)(x)) = 0, ∑ 16i6n^{|X}i^{− (X}i^{/L}0^{)(x)|2 = ε2}^,

~L_j(Y_1 − (X_1/L_0)(x), . . . , Y_n − (X_n/L_0)(x)) = 0,

ι + 1 6 j 6 n, ∑ 16i6n^{|X}i^{− Y}i^{|2} 6^ε1^{ε2}^,

L_0 − 1 = 0.

(32)

Togda (sr. [4, lemma 8]) ffta sistema imeet rexenie (x^∗_0, . . . , x^∗_n,

y^∗_1 , . . . , y^∗_n) ∈ A^{2n+1} (k^′_2), takoe, qto

(x^∗_0 : x^∗_1 : . . . : x^∗_n) ∈ W_{i−1}(L^′) (33)

v tom i tol~ko v tom sluqae, esli ne vypolnØetsØ uslovie (31). Moßno primenit~ teoremu 2 iz [9] i teoremu 2 iz [8] k algebraiqeskomu mnogoobrazi¸ (con(~V_{i−1}) × A^n )(k^′_2) ⊂ A^{2n+1} (k^′) i postroit~ rexenie sistemy (32), udovletvorØ¸wee uslovi¸ (33), esli ono suwestvuet.

Predpoloßim, qto rexenie sistemy (32), udovletvorØ¸wee uslovi¸ (33), postroeno. Togda analogiqno [4] moßno postroit~ lineænye formy L^∗_j ∈ k^′_2[X_1, . . . , X_n], ι + 1 6 j 6 n, takie, qto L^∗_j (X_1 − (X_1/L_0)(x), . . . , X_n − (X_n/L_0)(x)) = 0, i kofffficienty lineænyh form L^∗_j beskoneqno blizki otnositel~no polØ k^′ k sootvetstvu¸wim kofffficientam ~L_j dlØ vseh ι + 1 6 j 6 n. Zametim, qto #(W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L^∗_{ι+1}, . . . , L^∗_n) > #φ^{−1}_i φ_i(x). Oboznaqim qerez k^∗ pole, poroßdœnnoe nad k^′ kofffficientami lineænyh form L^∗_j , ι + 1 6 j 6 n. Poloßim λ^∗ = (L_0, L_1 . . . , L_ι, L^∗_{ι+1} +

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 219

μ_{ι+1}L_0, . . . , L^∗_n + μ_nL_0, L_{n+1}). Togda λ^∗ beskoneqno blizko k λ. Po-

fftomu po lemme 2 utverßdeniØ (a) i (b) teoremy 1 spravedlivy dlØ λ^∗ i k^∗ vmesto λ i k^′. Ots¸da, soglasno lemme 3, teoreme Bezu i lemme 7, primenØØ algoritm redukcii k celym kofffficientam, moßno posledovatel~no zamenit~ kofffficienty lineænyh form L^∗_j + μ_jL_0, ι + 1 6 j 6 n + 1, v bazise L_0, X_1, . . . , X_n i poluqit~ novye lineænye formy L^{∗∗}_j , ι + 1 6 j 6 n + 1, udovletvorØ¸wie sledu¸wim svoæstvam. Poloßim L^{∗∗}_j = L_j dlØ vseh

j ∈ {1, . . . , ι, n + 1} i λ^{∗∗} = (L^{∗∗}_0 , . . . , L^{∗∗}_{n+1}). Togda vypolneny uslo-

viØ (i)–(iv) dlØ λ^{∗∗} vmesto λ i #W_{i−1}(L^′)∩Z(e^′_i)∩Z(L^{∗∗}_{ι+1} , . . . , L^{∗∗}_n ) >

#(W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(L^∗_{ι+1} , . . . , L^∗_n) > #φ^{−1}_i φ_i(x). Teper~ my za-

menØem λ na λ^{∗∗} i perehodim k sledu¸wemu xagu rekursii.

Takim obrazom, v zakl¸qenie my pridœm k sluqa¸, kogda sistema (32) ne imeet rexeniØ, udovletvorØ¸wego uslovi¸ (33). Sledovatel~no (sm. vyxe), vypolnØetsØ uslovie (31). Togda (sr. [4, lemma 18]) kratnost~ μ(x, E) ravna qislu toqek x^∗ ∈ S^∗, takih, qto x^∗ ∈ E. Pofftomu moßno vyqislit~ trebuemu¸ kratnost~ soglasno (b). Algoritm dlØ (c) opisan polnost~¸.

Utverßdenie (g) neposredstvenno sleduet iz lemm 3 i 7. Teper~ my moßem vyqislit~ μ^{(i)}(z^′) dlØ zadannoæ toqki z^′ ∈

P^{n−ι}(k) (i dlØ l¸boæ drugoæ toqki s koordinatami iz rasxi-

reniØ polØ k, kogda my primenØem algoritm redukcii k celym kofffficientam na xage rekursii, sm. niße). VernœmsØ k konstrukcii toqki z^′ ∈ P^{n−ι}(k) s maksimal~no vozmoßnym

μ^{(i)}(z^′) (napomnim, qto my osuwestvlØem konstrukci¸ dlØ vseh σ + 1 6 i 6 n + 1). Opixem rekursi¸ otnositel~no z^′. Voz~mœm z^′ = (1 : 0 : . . . : 0) kak bazu rekursii. Na obwem xage rekursii

my iwem toqku z^{′′}, kotoraØ beskoneqno blizka k z^′ i udovletvorØet uslovi¸ μ^{(i)}(z^{′′}) > μ^{(i)}(z^′) (esli z^{′′} suwestvuet). Imenno, postroim vse toqki x^′ ∈ φ^{−1}_i (z^′). DlØ vsØkoæ x^′ dlØ vsØkogo

σ +1 6 j < i, primenØØ teoremu 2 iz [9] k algebraiqeskomu mnogo-

obrazi¸ (con(~V_{i−1}) × con(~V_{j−1}))(k^′_2), my vyØsnØem, suwestvuet li para (x^{′′}, x^{′′′}) ∈ (W_{i−1}(L^′) × W_{j−1}(L^′))(k^′_2), takaØ, qto spravedlivo (25) (sr. s sistemoæ (2) iz [4]). �lement μ^{(i)}(z^′) ne ØvlØetsØ maksimal~no vozmoßnym togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t

x^{′′}, x^{′′′} dlØ nekotoryh x^′ i j. V fftom sluqae my vybiraem takie x^′ i j i polagaem z^{′′} = φ_i(x^{′′}). Netrudno videt~, ispol~zuØ, na-

primer, [4], qto dlØ l¸boæ prØmoæ l ⊂ P^{n−ι}(k) i dlØ l¸boæ toq-

220 A. L. QISTOV

ki z^∗ ∈ l suwestvuet tol~ko polinomial~noe ot d^n(d^′)^{n−σ} qislo toqek z^{∗∗} ∈ l s μ^{(i)}(z^{∗∗}) < μ^{(i)}(z^∗), sr. takße dokazatel~stvo lemmy 1 iz [7]. Sledovatel~no, my primenØem algoritm redukcii k celym kofffficientam k z^{′′} ∈ P^{n−ι}(k^′) \ Z(X_0 ) (sm. [9, predloßenie 2]) i poluqaem toqku ~z s celymi koordinatami, taku¸, qto μ^{(i)}(~z) > μ^{(i)}(z^′). Zatem my zamenØem z^′ na ~z i perehodim k sledu¸wemu xagu rekursii.

Nakonec my pridœm k sluqa¸, kogda dlØ vseh x^′ i j ne suwestvuet (x^{′′}, x^{′′′}). Togda μ^{(i)}(z^′) maksimal~no vozmoßnoe. Soglasno teoreme Bezu i algoritmu redukcii k celym kofffficientam,

z^′ = (1 : z^′_{i,i−σ+s+1} : . . . : z^′_{i,n}), gde vse z^′_{i,j} – celye qisla s dlinami

zapisi O(n log d + (n − σ) log d^′).

PrimenØØ algoritm redukcii k celym kofffficientam (sm. [9, predloßenie 2]), moßno predpolagat~ dopolnitel~no, qto

z^′_{i,j} = z^′_{i1,j} dlØ vseh σ + 1 6 i_1 < i 6 n, i − σ + s + 1 6 j 6 n, t.e. z^′_{i,j} = z^′_j , s+2 6 j 6 n, ne zavisit ot i. Dalee, primenØØ utverßde-

nie (g) (dokazannoe vyxe) i algoritm redukcii k celym kofffficientam, my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto lineænye formy L_0, . . . , L_{s+1}, L_{s+2}−z^′_{s+2}L_0, . . . , L_n−z^′_nL_0, L_{n+1} udovletvorØ¸t dopolnitel~no utverßdeniØm iz (a) i (b) (vmesto L_0, . . . , L_{n+1}; my ostavlØem detali qitatel¸). ZamenØØ L_j na L_j − z^′_j L_0, s + 2 6 j 6 n, my budem sqitat~ v dal~neæxem, qto z^′_j = 0 dlØ vseh s + 2 6 j 6 n. Poloßim λ = (L_0, . . . , L_{n+1}). Sledovatel~no, teper~ λ udovletvorØet utverßdeniØm (a) i (b), i μ^{(i)}((1 : 0 : . . . : 0)) maksimal~no vozmoßnoe dlØ vsØkogo

σ + 1 6 i 6 n + 1.

Teper~ my sobiraemsØ dokazat~ (d). Predpoloßim, qto dana toqka x ∈ P^n(k^′). Napomnim, qto seæqas z^′ = (1 : 0 : . . . : 0) ∈

P^{n−ι}(k^′). Postroim prØmu¸ lx ⊂ P^{n−ι}(k^′), taku¸, qto z^′, φi(x) ∈ lx.

Postroim toqku z^∗ ∈ l_x(k^′(ε_1)) (zdes~ ε_1 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k^′), kotoraØ beskoneqno blizka k φ_i(x). Dalee postroim pri pomowi algoritmov iz [8, 9] podmnoßestvo

S^∗ ⊂ φ^{−1}_i (z^∗) vseh toqek, kotorye beskoneqno blizki k x.

Qislo μ^{(i)}(z^∗) = μ^{(i)}(z^′) maksimal~no vozmoßnoe. Ots¸da nemedlenno vyteka¸t sledu¸wie utverßdeniØ. Spravedlivo ravenstvo φ^{−1}_i (z^∗) \ Z(e_0 , . . . , e_r ) = φ^{−1}_i (z^∗) ∩ (W_i(L^′) ∪ W^{(3)}_i (L^′)). DlØ proizvol~noæ neprivodimoæ komponenty E mnogoobraziØ

W_{i−1} ∩ Z(e^′_i) imeem x ∈ E togda i tol~ko togda, kogda suwe-

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 221

stvuet toqka x^∗ ∈ S^∗, takaØ, qto x^∗ ∈ E. Krome togo, esli

E ⊄ Z(e_0, . . . , e_r), to x^∗ ∈ E \ Z(e_0, . . . , e_r). Dalee, vsØkaØ toqka x^∗ ∈ S^∗ prinadleßit tol~ko odnoæ neprivodimoæ komponente E

mnogoobraziØ W_{i−1} ∩ Z(e^′_i). Esli x^∗ ∈ E i x^∗ ∈ E_1 dlØ nekotoroæ neprivodimoæ komponenty mnogoobraziØ W_{j−1} ∩ Z(e^′_j ) s σ 6 j < i, to E ⊂ E_1.

Teper~, oqevidno,

• x^∗ ∈ W^{(3)}_i (L^′) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli x^∗ ∉ W_i(L^′)

i x^∗ ∉ Z(e_0 , . . . , e_r ).

Sledovatel~no, moßno vyØsnit~, verno li, qto x ∈ W^{(3)}_i (L^′). Dalee,

• x^∗ ∈ W^{(1)}_i (L^′) ∪ W^{(2)}_i (L^′) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli x^∗ ∈ Z(e_0 , . . . , e_r ).

Pofftomu moßno vyØsnit~, verno li, qto x ∈ W^{(1)}_i (L^′) ∪ W^{(2)}_i (L^′). Poskol~ku i – proizvol~noe, to moßno takße vyØsnit~ dlØ vsØkogo σ 6 j < i, verno li, qto x ∈ W^{(1)}_j (L^′) ∪ W^{(2)}_j (L^′). RasxirØØ osnovnoe pole i zamenØØ x na x^∗, moßno vyØsnit~ dlØ vsØkogo x^∗ ∈ S^∗ i dlØ vsØkogo σ 6 j < i, verno li, qto x^∗ ∈

W^{(1)}_j (L^′) ∪ W^{(2)}_j (L^′). Zametim, qto

• x^∗ ∈ W^{(2)}_i (L^′) togda i tol~ko togda, kogda x^∗ ∈ W^{(1)}_i (L^′) ∪ W^{(2)}_i (L^′) i x^∗ ∈ W^{(1)}_j (L^′) ∪ W^{(2)}_j (L^′) dlØ nekotorogo σ 6 j < i,

• x^∗ ∈ W^{(1)}_i (L^′) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli x^∗ ∈ W^{(1)}_i (L^′) ∪ W^{(2)}_i (L^′) i x^∗ ∉ W^{(1)}_j (L^′) ∪ W^{(2)}_j (L^′) dlØ vsØkogo σ 6 j < i. Takim obrazom, moßno vyØsnit~, verno li, qto x ØvlØetsØ fflementom W_i(L^′), W^{(1)}_i (L^′), W^{(2)}_i (L^′), W^{(3)}_i (L^′), σ 6 i 6 n + 1.

Zameqanie 6. Pust~ E – proizvol~naØ neprivodimaØ komponenta

mnogoobraziØ W^{(3)}_i (L^′), takaØ, qto x^∗ ∈ E. Faktiqeski opisannaØ konstrukciØ pozvolØet takße vyØsnit~, suwestvuet li neprivodimaØ komponenta E_1 mnogoobraziØ W^{(3)}_j (L^′) s σ +1 6 j < i, takaØ qto E ⊂ E_1.

PrimenØØ opisannyæ algoritm k toqkam iz φ^{−1}_i (z^′), my vyqislim deg W_i(L^′) = #(φ^{−1}_i (z^′) ∩ W_i(L^′)) i deg W^{(j)}_i (L^′) = #(φ^{−1}_i (z^′) ∩

W^{(j)}_i (L^′)) dlØ j = 1, 2, 3. Algoritm dlØ utverßdeniØ (d) opisan.

222 A. L. QISTOV

Utverßdenie (e) nemedlenno sleduet iz (b), (c) i (d). Dokaßem (f). Dostatoqno rassmotret~ tol~ko sluqaæ, kogda E opredelena nad k^′ i neprivodima nad k^′, sm. konec dokazatel~- stva utverßdeniØ (b). Tak qto my budem predpolagat~, qto E opredelena nad k^′. Pust~ λ – fflement, postroennyæ v utverßdenii (b). Postroim odnorodnye mnogoqleny e^{′′}_i , e^{′′}_0 ∈ k[X_0, . . . , X_n], takie, qto deg e^{′′}_i = deg e^{′′}_0 = d^′ i

#(W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^{′′}_i ) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) \ (Z(e^′_{i+1} ∪ V \ W ) =

= #(e^{′′}_i /e^{′′}_0 )(W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^{′′}_i ) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n)) = D_{i−1}(L^′)d^′.

�to moßet byt~ sdelano neposredstvenno, no my ispol~zuem teoremu 1 iz [9]. Imenno, pust~ m_0, . . . , m_ν, ν = (_{n+d}′ n ) − 1, – vse monomy ot X_0, . . . , X_n stepeni d^′. Rassmotrim morfizm

ω : W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) → P^ν(k), (X_0, . . . , X_n) → (m_0 : . . . : m_ν ), t.e. ograniqenie morfizma Veroneze stepeni d^′ na W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n). My stroim e^{′′}_i , e^{′′}_0 , primenØØ teoremu 1

iz [9] k ~V_{i−1} ∩Z(L_{ι+1} , . . . , L_n), W_{i−1}(L^′)∩Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) i ω vmesto V , W i p sootvetstvenno.

Poloßim ~e_i = e^′_i + εe^{′′}_i , gde ε > 0 ØvlØetsØ beskoneqno maloæ veliqinoæ otnositel~no polØ k^′. Rasxirim osnovnoe pole

k^′ do k^′(ε). Teper~ opredeleno otobraßenie standartnoæ qasti st_ε : P^n(k(ε)) → P^n(k). Po lemme 3 iz [10] (eœ dokazatel~stvo ne

zavisit ot rezul~tatov nastoØweæ stat~i) ili neposredstvenno poluqaem, qto mnoßestvo W_{i−1}(L^′)∩Z(L_{ι+1} , . . . , L_n)∩Z(~e_i) koneqno

v P^n(k(ε)). PrimenØØ utverßdenie (b) nad osnovnym polem k^′(ε),

my stroim vse toqki (s toqnost~¸ do soprØßeniØ nad k^′(ε); moßno vyqislit~ qislo fflementov kaßdogo klassa soprØßœnnyh nad

k^′(ε) toqek soglasno (b), podrobnosti sm. v [8]) koneqnogo mnoße-

stva ~I = W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_{ι+1} , . . . , L_n) ∩ Z(~e_i) ⊂ P^n(k(ε)). Oboznaqim qerez ~I_y′ podmnoßestvo vseh toqek y ∈ ~I, takih, qto st_ε(y) = y^′, t.e. vseh toqek y, kotorye beskoneqno blizki k y^′ otnositel~no polØ

k^′. VyqislØØ standartnye qasti toqek iz ~I, my stroim mnoße-

stvo ~I_y′ (snova toqki iz ~I_y′ zadany s toqnost~¸ do soprØßeniØ nad k^′(ε); napomnim takße, qto standartnye qasti vyqislØ¸tsØ pri pomowi razloßeniæ N~¸tona–P¸ize, sm. [12]) i qislo fflementov #~I_y′ . Teper~ utverßdenie (f) sleduet iz sledu¸weæ lemmy.

Lemma 8. Indeks pereseqeniØ i(Wi−1(L^′), Z(e^′_i); E) raven #^~Iy′ .

VYQISLENIE STEPENI DOMINANTNOGO MORFIZMA 223

Dokazatel~stvo. Oboznaqim dlØ kratkosti L = Z(Lι+1 , . . . , Ln)

⊂ P^n(k). Pereseqenie Wi−1(L^′) ∩ Z(e^′_i) i L transversal~no. Toqka

y^′ ∈ E ∩ L ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ W_{i−1}(L^′) ∩ L. Sledovatel~-

no, suwestvuet tol~ko odna neprivodimaØ nad k^′ komponenta E^′ mnogoobraziØ W_{i−1}(L^′) ∩ L, takaØ, qto y^′ ∈ E^′. Teper~, soglasno svoæstvu indeksov pereseqeniØ, sootvetstvu¸wih associativnosti pereseqeniØ,

i(W_{i−1}(L^′), Z(e^′_i); E) = i(W_{i−1}(L^′), Z(e^′_i); E)i(E, L; y^′) =

= i(E^′, Z(e^′_i); y^′)i(W_{i−1}, L; E^′) = i(E^′, Z(e^′_i); y^′) = = i(W_{i−1}(L^′) ∩ L, Z(e^′_i); y^′). No ~e_i beskoneqno blizok k e^′_i, i #(W_{i−1}(L^′)∩L∩Z(~e_i)) = D_{i−1}(L^′)d^′. Izvestno (sm. naprimer, [1]), qto v fftom sluqae i(W_{i−1}(L^′) ∩

L, Z(e^′_i); y^′) = #~I_y′ . �

Utverßdenie (f) dokazano. Nakonec, utverßdenie (g) neposredstvenno sleduet iz lemmy 3. Trebuemye ocenki na vremØ raboty algoritmov, postroennyh v fftom razdele, nemedlenno sledu¸t iz ocenok na vremØ raboty ispol~zovannyh algoritmov. Teorema 1 dokazana polnost~¸. �

Literatura

1. D. Mamford, AlgebraiqeskaØ geometriØ I. Kompleksnye proektivnye mnogoobraziØ. Mir, M. (1979).

2. R. Hartshorn, AlgebraiqeskaØ geometriØ. Mir, M. (1981). 3. A. L. Qistov, Algoritm polinomial~noæ sloßnosti dlØ razloßeniØ mnogoqlenov na neprivodimye mnoßiteli i nahoßdenie komponent mnogoobraziØ v subffksponencial~noe vremØ. — Zap. nauqn. seminarov LOMI 137 (1984), 124–188.

4. A. L. Qistov, Vyqislenie stepeneæ algebraiqeskih mnogoobraziæ nad polem nulevoæ harakteristiki za polinomial~noe vremØ i ego priloßeniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 258 (1999), 7–59.

5. A. L. Qistov, Sil~naØ versiØ osnovnogo razrexa¸wego algoritma dlØ ffkzistencional~noæ teorii pervogo porØdka vewestvenno zamknutyh poleæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 256 (1999), 168–211.

6. A. L. Qistov, �ffektivnaØ konstrukciØ lokal~nyh parametrov neprivodimyh komponent algebraiqeskogo mnogoobraziØ. — Trudy Sankt- Peterburgskogo matematiqeskogo obwestva 7 (1999), 230–266.

7. A. L. Qistov, �ffektivnaØ gladkaØ stratifikaciØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ v nulevoæ harakteristike i eœ priloßeniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 266 (2000), 254–311.

224 A. L. QISTOV

8. A. L. Qistov, MonodromiØ i kriterii neprivodimosti s algoritmiqeskimi priloßeniØmi v nulevoæ harakteristiqeske. — Zap. nauqn. semin. POMI 292 (2002), 130–152.

9. A. L. Qistov, Vyqislenie stepeni dominantnogo morfizma v nulevoæ harakteristike za polinomial~noe vremØ. I. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 307 (2004), 189–235.

10. A. L. Qistov, Vyqislenie stepeni dominantnogo morfizma v nulevoæ harakteristike za polinomial~noe vremØ. III. — podgotovleno k publikacii.

11. J. Bochnak, M. Coste, M.-F. Roy, Géométrie Algébrique Réelle. Springer-Verlag,

Berlin–Heidelberg–New York (1987).

12. A. L. Chistov, Polynomial-time computation of the dimensions of components of algebraic varieties in zero-characteristic. — J. Pure Applied Algebra 117, 118 (1997), 145–175.

Chistov A. L. Polynomial-time computation of the degree of a dominant morphism in zero characteristic. II.

Consider a projective algebraic variety W which is an irreducible component of the set of all common zeros of a family of homogeneous polynomials of degrees less than d in n + 1 variables in zero characteristic. Consider a dominant rational morphism from W to W^′ given by homogeneous polynomials of degree d^′. We suggest algorithms for constructing objects in general position related to this morphism. They generalize some algorithms from the first part of the paper to the case dim W > dim W^′. These algorithms are deterministic and polynomial in (dd^′)^n and the size of the input.

Postupilo 12 i¸lØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ institut informatiki i avtomatizacii RAN E-mail: labta@iias.spb.su or sliss@iias.spb.su