Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 326, 2005 g.

L. ı. Glebskiæ, E. I. Gordon

OB APPROKSIMACII AMENABEL^NYH GRUPP KONEQNYMI KVAZIGRUPPAMI

PosvØwaetsØ Anatoli¸ Moiseeviqu Verxiku

1. Vvedenie

A. M. Verxikom neodnokratno vyskazyvalas~ ideØ o tom, qto fenomen amenabel~nosti grupp svØzan s horoxeæ, v podhodØwem smysle, approksimiruemost~¸ fftih grupp koneqnymi (sm., naprimer, [2–4]). Deæstvitel~no, kriteriæ Felnera moßet byt~ pereformulirovan v terminah approksimacii deæstviØ gruppy na sebe levymi sdvigami deæstviØmi koneqnyh grupp na koneqnyh mnoßestvah. ImeetsØ mnogo rezul~tatov ob approksimacii deæstviæ amenabel~nyh grupp deæstviØmi koneqnyh grupp (sm., naprimer [11, 14, 15] i upomØnutye vyxe stat~i [2–4]). Odnako harakterizaciØ amenabel~nosti v terminah approksimacii grupovoæ operacii gruppovymi operaciØmi koneqnyh grupp otsutstvuet.

V rabote [4] bylo vvedeno i izuqeno odno oqen~ obwee opredelenie approksmiruemosti gruppy koneqnymi gruppami. Pri fftom okazalos~, qto suwestvu¸t amenabel~nye gruppy, voobwe ne approksimiruemye koneqnymi gruppami v smysle fftogo opredeleniØ. Takim obrazom, v ramkah fftogo opredeleniØ imeet smysl tol~ko vopros o harakterizacii approksimruemyh amenabel~nyh grupp v terminah kakih-to koliqestvennyh harakteristik approksimacii. Odno dostatoqnoe uslovie, sformulirovannoe v fftih terminah, poluqeno v [1]. Odnako vopros o ego neobhodimosti ostaetsØ otkrytym.

V svØzi s suwestvovaniem grupp, ne approksimiruemyh koneqnymi gruppami, estestvenno voznikaet vopros ob approksimruemosti grupp koneqnymi algebraiqeskimi sistemami bolee xirokih klassov. Napomnim, qto v obweæ algebre i logike algebraiqeskie sistemy, v signature kotoryh ime¸tsØ tol~ko 48

OB APPROKSIMACII AMENABEL^NYH GRUPP 49 funkcional~nye simvoly, nazyva¸tsØ (universal~nymi) algebrami. Universal~naØ algebra, signatura kotoroæ sostoit iz edinstvennogo binarnogo funkcional~nogo simvola, nazyvaetsØ gruppoidom.

Vopros ob approksimiruemsti lokal~no kompaktnyh grupp koneqnymi polugruppami i kvazigruppami obsußdaetsØ v [5] (podrobnye dokazatel~stva soderßatsØ v [6, 7]). OkazyvaetsØ, qto approksmiruemost~ grupp koneqnymi polugruppami ffkvivalentna ih approksimiruemosti koneqnymi gruppami. S drugoæ storony, l¸baØ diskretnaØ gruppa approksimruetsØ koneqnymi kvazigruppami. �tot fakt legko sleduet (sm. niße) iz izvestnoæ v kombinatorike teoremy o dopolnenii qastiqnogo latinskogo kvadrata do polnogo.

V nastoØweæ zametke poluqeno neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie amenabel~nosti gruppy v terminah koliqestvennyh harakteristik ee approksimiruemosti koneqnymi kvazigruppami. Na samom dele poluqennoe uslovie ØvlØetsØ neobhodimym dlØ amenabel~nosti kvazigrupp. Otmetim, qto dlØ naliqiØ invariantnogo srednego imenno svoæstva kvazigruppy (odnoznaqnaØ razreximost~ uravneniæ a ∘ x = b i x ∘ a = b) Øvl¸tsØ principial~nymi. V samom dele, dlØ l¸boæ koneqnoæ algebry ⟨G, ∘⟩ srednee^1_{|G|} ∑ g∈G f(g), gde f ∈ R^G, ØvlØetsØ dvustoronne invari-

antnym v tom i tol~ko tom sluqae, kogda G – kvazigruppa.

PrivoditsØ takße kriteriæ amenabel~nosti levyh kvazigrupp (sm. opredelenie 2) v terminah ih approksimaciæ koneqnymi kvazigruppami.

2. Approksimiruemost~ levyh, pravyh i dvustoronnih kvazigrupp koneqnymi

Nißesledu¸wee opredelenie ØvlØetsØ qastnym sluqaem izvestnogo v teorii modeleæ opredeleniØ lokal~noæ vloßimosti algbraiqeskoæ sistemy A v klass K algebraiqeskih sistem toæ ße signatury (sm., naprimer, [10]).

Opredelenie 1. Gruppoid ⟨G, ·⟩ approksimiruetsØ gruppoidami

iz klassa K, esli dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva F ⊆ G suwestvue¸t mnoßestvo H, F ⊂ H ⊂ G i binarnaØ operaciØ ∘ na H, takie, qto ⟨H, ∘⟩ ∈ K i 8a, b ∈ F a · b = a ∘ b. (1)

50 L. ı. GLEBSKI`, E. I. GORDON

Inymi slovami, kaßdyæ koneqnyæ kvadrat, vyrezannyæ iz tablicy Kffli gruppoida G, dopolnØetsØ do tablicy Kffli nekotorogo gruppoida iz klassa K. Pust~ K – nekotoryæ klass koneqnyh gruppoidov, approksimiru¸wih gruppoid G, F ⊂ G – koneqnoe mnoßestvo. Oboznaqim qerez AP^K_F (G) mnoßestvo gruppoidov ⟨H, ∘⟩ udovletvorØ¸wih uslovi¸ (1) opredeleniØ 1.

V nastoØweæ zametke nas interesuet tol~ko approksimaciØ sqetnyh gruppoidov klassami, sostoØwimi iz koneqnyh gruppoidov. DlØ fftogo sluqaØ opredelenie 1 ffkvivalentno sledu¸wemu uslovi¸ [4].

Predloßenie 1. DlØ togo, qtoby sqetnyæ gruppoid ⟨G, ·⟩ byl

approksimiruem koneqnymi gruppoidami iz klassa K, neobhodimo i dostatoqno suwestvovanie takoæ posledovatel~nosti koneqnyh gruppoidov ⟨H_n, ∘_n⟩ ∈ K, n ∈ N, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ.

1. DlØ l¸bogo n ∈ N H_n ⊆ G kak mnoßestvo. 2. lim_{−→} H_n = G. 3. 8 a, b ∈ G 9 N 8 n > N a · b = a ∘n b. Opredelenie 2. Gruppoid ⟨L, ·⟩ nazyvaetsØ levoæ (pravoæ) kvazi-

gruppoæ, esli dlØ l¸byh a, b ∈ Q uravnenie a · x = b (x · a = b) imeet edinstvennoe rexenie. Gruppoid ⟨Q, ·⟩ nazyvaetsØ kvazigruppoæ, esli on ØvlØetsØ odnovremenno levoæ i pravoæ kvazigruppoæ.

Zameqanie 1. Obyqno v literature dvustoronnie kvazigruppy nazyva¸tsØ prosto kvazigruppami. Levye i pravye kvazigruppy byli vvedeny v [5, 6] v svØzi s izuqeniem approksimaciæ lokal~- no kompaktyh grupp. Niße, esli termin “kvazigruppa” upotreblØetsØ bez prilagatel~nogo “levaØ” ili “pravaØ”, to imeetsØ vvidu dvustoronnØØØ kvazigruppa, t.e. kvazigruppa v obweprinØtom smysle fftogo slova.

Tablica Kffli koneqnoæ kvazigruppy ⟨Q, ∘⟩ predstavlØet soboæ latinskiæ kvadrat nad Q, t.e. taku¸ kvadratnu¸ n × n matricu, kaßdaØ stroka i kaßdyæ stolbec kotoroæ predstavlØ¸t soboæ perestanovku fflementov Q, gde n = |Q|.

Oboznaqim qerez L, P i Q klassy koneqnyh levyh kvazigrupp, pravyh i dvustoronnih kvazigrupp sootvetstvenno.

Teorema 1. 1. KaßdaØ levaØ (pravaØ) kvazigruppa ⟨L, ·⟩ approksi-

miruetsØ koneqnymi levymi (pravymi) kvazigruppami. Pri fftom,

OB APPROKSIMACII AMENABEL^NYH GRUPP 51 esli F ⊆ L – koneqnoe mnoßestvo, to suwestvuet takaØ koneqnaØ levaØ (pravaØ) kvazigruppa ⟨H, ∘⟩ ∈ L(P), qto H = F^2 ∪ F , gde F 2 = {a · b | a, b ∈ F }. 2. KaßdaØ kvazigruppa ⟨Q, ·⟩ approksimiruetsØ koneqnymi kvazigruppami. Pri fftom esli F ⊆ L – koneqnoe mnoßestvo, to suwestvuet takaØ koneqnaØ levaØ (pravaØ) kvazigruppa ⟨H, ∘⟩ ∈ AP^Q_F (L), qto |H| = 2|F 2 ∪ F |. DlØ dokazatel~stva vtorogo utverßdeniØ teoremy nam potrebuetsØ izvestnaØ teorema �vansa o dopolnennii qastiqnyh latinskih kvadratov do polnyh, kotoraØ neposredstvenno sleduet iz teoremy Raæzera o latinskih prØmougol~nikah [13]. PoslednØØ ponadobitsØ nam niße v dokazatel~stve teoremy 5.

Napomnim, qto p × q-matrica L = (l_{ij} ) nazyvaetsØ latinskim prØmougol~nikom nad koneqnym mnoßestvom A, esli l_{ij} ∈ A i kaßdyæ fflement A vstreqaetsØ v kaßdoæ stroke i v kaßdom stolbce matricy L ne bolee odnogo raza. Qastiqnyæ latinskiæ kvadrat nad mnoßestvom A ffto m × m-tablica, nekotorye kletki kotoroæ zapolneny fflementami mnoßestva A tak, qto kaßdyæ fflement vstreqaetsØ v kaßdom stolbce i v kaßdoæ stroke ne bolee odnogo raza.

Teorema (Raæzer). Pust~ L – latinskiæ prØmougol~nik razmera

p × q nad koneqnym mnoßestvom A. Esli a ∈ A, to oboznaqim qerez N_L(a) koliqestvo vhoßdeniæ a v L. Togda L moßet byt~ dopolnen do latinskogo kvadrata nad A esli i tol~ko esli dlØ l¸bogo a ∈ A vypolneno neravenstvo N_L(a) ≥ p + q − |A|. Sledstvie (Teorema �vansa). Qastiqnyæ m×m-latinskiæ kva-

drat nad mnoßestvom A iz m fflementov moßet byt~ dopolnen do polnogo latinskogo kvadrata nad B ⊇ A, esli n|B| ≥ 2m.

Dokazatel~stvo teoremy 1. 1. Poloßim H = F^2∪F i opredelim

operaci¸ ∘ na H, naprimer, sledu¸wim obrazom. Pust~ f ∈ F , h ∈ H. Togda f ∘ h = f · h, esli h ∈ F . Ostalos~ opredelit~ f ∘ h dlØ vseh h ∈ H \ F . Poskol~ku |F | = |f · F | (L – levaØ kvazigruppa!) i f · F ⊆ H, imeem ravenstvo |H \ F | = |H \ f · F |. Voz~mem proizvol~nu¸ biekci¸ π : H \ F → H \ f · F i poloßim f ∘ h = π(h). Oqevidno, qto otobraßenie λ_f : H → H, takoe, qto λ_f (h) = f ∘ h, ØvlØetsØ biekcieæ.

52 L. ı. GLEBSKI`, E. I. GORDON

DlØ f ∈ H \ F, h ∈ H poloßim f ∘ h = h. Oqevidno, qto postroennaØ levaØ kvazigruppa ⟨H, ∘⟩ udovletvorØet pervomu utverßdeni¸ teoremy.

2. Pust~ F ⊆ Q – koneqnoe mnoßestvo. VsØkaØ kvazigruppa ⟨H, ∘⟩ ∈ AP^Q_F (Q) dolßna soderßat~ mnoßestvo F^2 ∪ F v kaqestve podmnoßestva. Pust~ |F^2 ∪ F | = m, |F | = n. Zanumeruem fflementy mnoßestva F^2 ∪ F tak, qto pervye n fflementov est~ fflementy mnoßestva F = {f_1, . . . , f_n}. Rassmotrim m×m-tablicu, v kotoroæ zapolneny tol~ko kletki razmera n×n v levom verhnem uglu. Pri fftom v kletke (i, j) nahoditsØ fflement f_i · f_j. Oqevidno, poluqennaØ tablica est~ qastiqnyæ latinskiæ kvadrat razmera m × m nad mnoßestvom F^2 ∪ F . Dopolnim ffto mnoßestvo ewe m razliqnymi fflementami iz mnoßestva Q \ (F^2 ∪ F ) (ffto vozmoßno, tak kak mnoßestvo Q beskoneqno). Oboznaqim poluqennoe mnoßestvo qerez H. Poskol~ku |H| = 2m, to po teoreme �vansa postroennyæ nami qastiqnyæ latinskiæ kvadrat moßno dopolnit~ do polnogo latinskogo kvadrata nad H. Posledniæ predstavlØet soboæ tablicu nekotoroæ kvazigruppovoæ operacii ∘ na H. Oqevidno, qto kvazigruppa ⟨H, ∘⟩ udovletvorØet usloviØm utverßdeniØ 2 teoremy 1. �

Iz utverßdeniØ 2 teoremy 1 sleduet, qto l¸baØ gruppa approksimiruetsØ koneqnymi kvazigruppami. Poslednee utverßdenie moßet byt~ znaqitel~no usileno.

Napomnim, qto kvazigruppa L s ediniceæ e nazyvaetsØ lupoæ. Iz aksiom kvazigruppy sleduet suwestvovanie i edinstvennost~ levogo obratnogo y k fflementu x (yx = e) i pravogo obratnogo z k x (xz = e). Esli v lupe levyæ obratnyæ k l¸bomu fflementu raven pravomu obratnomu k fftomu fflementu, to govorØt, qto v lupe opredelena operaciØ vzØtiØ obratnogo fflementa. Esli vse fflementy lupy L udovletvorØ¸t toßdestvu (xy)^{−1} = y^{−1}x^{−1}, to L nazyvaetsØ IAA-lupoæ (inverse anti-automorphism).

Oboznaqim qerez I – klass IAA-lup.

V stat~e [9] faktiqeski dokazano sledu¸wee utverßdenie.

Teorema (M. Ziman). L¸baØ IAA-lupa ⟨L, ·⟩ (v qastnosti, l¸baØ

gruppa) approksimiruetsØ koneqnymi IAA-lupami. Pri fftom, esli F ⊆ L – koneqnoe mnoßestvo, takoe, qto e ∈ F i dlØ l¸bogo f ∈ F vypolnØetsØ vkl¸qenie f^{−1} ∈ F , to suwestvuet takaØ koneqnaØ

IAA-lupa ⟨H, ∘⟩, qto |H| ≥ max(2|F |, |F^2|) i |H| qetno.

OB APPROKSIMACII AMENABEL^NYH GRUPP 53

3. Amenabel~nost~ levyh, pravyh

i dvustoronnih kvazigrupp

PonØtie amenabel~nosti moßet byt~ vvedeno dlØ proizvol~- nogo gruppoida ⟨G, ·⟩. Pust~ B(G) – prostranstvo ograniqennyh vewestvennyh funkciæ na G. Napomnim, qto srednim na G nazyvaetsØ poloßitel~nyæ lineænyæ funkcional na B(G), takoæ, qto m(1) = 1, gde 1 – funkciØ na G, toßdestvenno ravnaØ edinice.

Esli a ∈ G, f ∈ B(G), to, kak obyqno, oboznaqim qerez_af (f_a) funkci¸ na G, taku¸, qto_af(g) = f(a · g) (f_a(g) = f(g · a)) dlØ l¸bogo g ∈ G. Srednee m nazyvaetsØ levoinvariantnym (pravoinvariantnym), esli m(f) = m(_af) (m(f) = m(f_a)) dlØ l¸byh a ∈ G i f ∈ B(G). Srednee m, ØvlØ¸weesØ odnovremenno levoinvariantnym i pravoinvariantnym, nazyvaetsØ (dvustoronne) invariantnym. Gruppoid G nazyvaetsØ levo-amenabel~nym (pravo-amenabel~nym, amenabel~nym), esli suwestvuet nenulevoe levoinvariantnoe (pravoinvariantnoe, dvustoronne invariantnoe) srednee na G.

Izvestno (sm., naprimer, [8]), qto iz suwestvovaniØ levoinvariantnogo srednego na gruppe G sleduet suwestvovanie kak pravoinvariantnogo srednego, tak i dvustoronne invariantnogo srednego na G. Odnako prostye dokazatel~stva fftih faktov ne prohodØt uße dlØ kvazigrupp. Obyqnoe dokazatel~stvo togo, qto suwestvovanie levoinvariantnogo srednego vleqet suwestvovanie pravoinvariantnogo srednego, oqevidnym obrazom prohodit dlØ IAA-lup. Odnako dlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ v fftom sluqae dvustoronne invariantnogo srednego uße trebuetsØ associativnost~ v polnom ob¨eme.

Niße, govorØ ob amenabel~nyh levyh kvazigruppah, pravyh kvazigruppah, dvustoronnih kvazigruppah, my imeem v vidu levo-amenabel~nye levye kvazigruppy, pravo-amenabel~nye pravye kvazigruppy i amenabel~nye kvazigruppy sootvetstven- no. DlØ amenabel~nyh levyh kvazigrupp spravedliv kriteriæ Felnera, kotoryæ v fftom sluqae formuliruetsØ toqno tak ße, kak dlØ grupp (sm., naprimer [8]).

Teorema 2. LevaØ kvazigruppa ⟨L, ·⟩ amenabel~na v tom i tol~ko

tom sluqae, kogda dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva F ⊆ L i l¸bogo ε > 0 suwestvuet koneqnoe mnoßestvo U ⊆ L, takoe, qto dlØ

54 L. ı. GLEBSKI`, E. I. GORDON l¸bogo f ∈ F |U △ (f · U )| |U | < ε. Pri fftom mnoßestvo U , udovletvorØ¸wee fftim usloviØm, moßno vybrat~ soderßawim l¸boe zadannoe mnoßestvo K ⊆ L

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva dostatoqno rassmotret~

gruppu G perestanovok L, poroßdennyh levymi sdvigami. ˚sno, qto L amenabel~na v tom i tol~ko tom sluqae, kogda deæstvie G na L amenabel~no. Teper~ dostatoqno primenit~ kriteriæ Felnera dlØ amenabel~nyh deæstviæ grupp [12]. Vtoroe utverßdenie teoremy dokazyvaetsØ toqno tak ße, kak dlØ grupp (sm., naprimer, [8]). �

Teorema 3. LevaØ kvazigruppa ⟨L, ·⟩ amenabel~na v tom i tol~-

ko tom sluqae, kogda suwestvuet posledovatel~nost~ koneqnyh levyh kvazigrupp ⟨H_n, ∘_n⟩, udovletvorØ¸waØ usloviØm predloßeniØ 1 i takaØ, qto dlØ l¸bogo a ∈ L lim_{n→∞} |{h ∈ H_n | a ∘_n h ≠ a · h}| |H_n| = 0. (2)

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~. Zafiksiruem proizvol~nyæ

svobodnyæ ul~trafil~tr F na N i opredelim funkcional m na B(G), poloßiv dlØ l¸boæ funkcii f ∈ B(G)

m(f) = lim_F 1 |H_n| ∑ h∈Hn f(h). (3) (Sm. [1] po povodu opredeleniØ i svoæstv predelov po ul~trafil~tram.) Poskol~ku posledovatel~nost~ v formule (3) ograniqena pri f ∈ B(G), ee predel po l¸bomu ul~trafil~tru suwestvuet. Teper~ oqevidno, qto postroennyæ funkcional ØvlØetsØ srednim na G. Ostalos~ pokazat~ ego levu¸ invariantnost~. Zafiksiruem a ∈ G. V silu svoæstva 2 predloßeniØ 1 a ∈ H_n dlØ vseh n, naqinaØ s nekotorogo. Poskol~ku predel po svobodnomu ul~trafil~tru ne zavisit ot koneqnogo qisla qlenov posledovatel~nosti, ne ograniqivaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto a ∈ H_n dlØ vseh n. Nußno pokazat~, qto m(f) = m(_af).

OB APPROKSIMACII AMENABEL^NYH GRUPP 55 Pust~ A_n = {h ∈ H_n | a ∘_n h ≠ a · h}. Imeem | | | ∑ h∈Hn f(a · h) − ∑ h∈Hn f(h) | | | = | | | ∑ h∈Hn f(a · h) − ∑ h∈Hn f(a ∘_n h) | | | =

= | | | ∑ h∈An f(a ∘_n h) − f(a · h) | | | ≤ 2|An| · ‖f‖. My vospol~zovalis~ tem, qto ⟨H, ∘_n⟩ – levaØ kvazigruppa, t.e. otobraßenie h −→ a ∘_n h biektivno. Teper~ ravenstvo m(f) = m(_af) oqevidno v silu togo, qto po uslovi¸ teoremy lim_{n→∞}^{|A}n^|_{|H}n_| =

0, a sledovatel~no, i lim_F^{|A}n^|_{|H}n_| = 0.

Neobhodimost~. Pust~ F_1 ⊆ F_2 ⊆ . . . – vozrasta¸waØ posledovatel~nost~ koneqnyh podmnoßestv L, takaØ, qto ⋃ k F_k = L, a ε_k –

posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel, takaØ, qto |F_k|ε_k → 0 pri k → ∞. Iz teoremy 2 legko sleduet suwestvovanie takoæ posledovatel~nosti U_k, k ∈ N, koneqnyh podmnoßestv L, kotoraØ udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

1. F_k ⊂ U_k; 2. |{x ∈ U_k | 8f ∈ F_k f · x ∈ U_k}| |U_k| ≥ 1 − ε_k.

Poloßim H_k = U_k ∪ (F_k · U_k), V_k = H_k \ U_k. Zametim, qto |V_k| ≤ ε_k|F_k||U_k| Opredelim operaci¸ ∘_k na H_k sledu¸wim obrazom. Esli f /∈ F_k, h ∈ F_k, to poloßim f ∘_k h = h.

Pust~ f ∈ F_k. Zametim, qto |U_k \ (f · U_k)| = |(f · U_k) ∩ V_k| i zafiksiruem biekci¸ π : (f ·U_k)∩V_k → U_k \(f ·U_k). Teper~ poloßim dlØ l¸bogo h ∈ H_k f ∘_k h = f · h, h ∈ U_k h, ∈ V_k \ (f · U_k) π(h), ∈ (f · U_k) ∩ V_k. Oqevidno, postroennyæ gruppoid ⟨H_k, ∘_k⟩ obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

1. ⟨H_k, ∘_k⟩ – levaØ kvazigruppa. 2. F_k ⊆ H_k;

56 L. ı. GLEBSKI`, E. I. GORDON

3. dlØ l¸byh f_1, f_2 ∈ F_k f_1 · f_2 = f_1 ∘_k f_2;

4. dlØ l¸bogo f ∈ F_k W_k = {x ∈ H_k | f · x ≠ f ∘_k x} ⊆ V_k, t.e. |Wk|_{|U} k| → 0 pri k → ∞.

Pervye tri svoæstva obespeqiva¸t vypolnenie usloviæ predloßeniØ 1, qetvertoe uslovie obespeqivaet vypolnenie ravenstva (2). �

Vopros o tom, spravedliva li analogiqnaØ teorema v sluqae approksimacii kvazigruppy koneqnymi kvazigruppami, ostaetsØ otkrytym. Zdes~ moßno poluqit~ neskol~ko bolee slaboe utverßdenie.

Nam ponadobitsØ sledu¸waØ teorema, predstavlØ¸waØ soboæ poqti oqevidnu¸ modifikaci¸ teoremy 3.12 [1]. Niße kvantory

8^f i 9^f oboznaq¸t “dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva” i “suwe-

stvuet koneqnoe mnoßestvo” sootvetstvenno.

Teorema 4. DlØ togo, qtoby kvazigruppa G byla amenabel~na, ne-

obhodimo, a v sluqae, kogda G – gruppa, i dostatoqno, vypolnenie sledu¸wego usloviØ:

9 q > 0 8^f K ⊂ G 9^f F ⊂ G K ∪ K^2 ⊆ F i |{x ∈ F | 8k ∈ K kx ∈ F }| |F | ≥ q. (4) Dokazatel~stvo. Uslovie (4) v teoreme 4 otliqaetsØ ot uslo-

viØ (1) teoremy 3.12 stat~i [1] tol~ko naliqiem vkl¸qeniØ K ⊆ F . Dokazatel~stvo dostatoqnosti prohodit i bez fftogo vkl¸qeniØ.

V dokazatel~stve neobhodimosti v teoreme 3.12 req~ idet tol~ko o gruppah. Odnako ono prohodit praktiqeski bez izmeneniæ i dlØ kvazigrupp v silu teoremy 2. V fftom dokazatel~stve v kaqestve F beretsØ felnerovskoe mnoßestvo, kotoroe, v silu teoremy 2, vsegda moßno vybrat~ soderßawim proizvol~noe koneqnoe mnoßestvo. �

Pust~ ⟨G, ·⟩ – sqetnyæ gruppoid, a K – klass koneqnyh gruppoidov. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ:

λ^K (G) = sup { |{x ∈ H | 8k ∈ K kx = k ∘ x}| |H| | H ∈ AP^K_K (G) } ; c^K(G) = inf { λ^K (G) | K ⊂ G, |K| < ∞ } .

OB APPROKSIMACII AMENABEL^NYH GRUPP 57

Teorema 5. DlØ togo, qtoby sqetnaØ kvazigruppa G byla ame-

nabel~na, neobhodimo, a v sluqae, kogda G – gruppa, i dostatoqno vypolnenie neravenstva c^Q(G) > 0.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto neravenstvo c^Q(G) > 0 ravno-

sil~no sledu¸wemu uslovi¸: 9 q > 0 8^f K ⊂ G 9^f ⟨H, ∘⟩ ∈ AP^Q_K (G) K ⊆ H i |{x ∈ H | 8k ∈ K k · x = k ∘ x}| |H| ≥ q. (5) Dostatoqnost~ nemedlenno vytekaet iz teoremy 4 i vkl¸qe- niØ {x ∈ H | 8k ∈ K kx ∈ K} ⊇ {x ∈ H | 8k ∈ K kx = k ∘ x}. Neobhodimost~. Rassmotrim proizvol~noe koneqnoe mnoßestvo K ⊆ G i postroim po nemu koneqnoe mnoßestvo F , udovletvorØ¸wee teoreme 4. Pust~ U = {x ∈ F | 8k ∈ K k · x ∈ F }. Zametim, qto K ⊆ U v silu togo, qto K^2 ⊆ F . Pust~ K = {k_1, . . . , k_p}, U = {x_1, . . ., x_q}. Rassmotrim p × q-latinskiæ prØmougol~nik L = (l_{ij} ) nad F , takoæ, qto l_{ij} = k_i · x_j. Po teoreme Raæzera L dopolnØetsØ do latinskogo kvadrata nad mnoßestvom H ⊇ F , takim, qto |H| = max{|K| + |U |, |F |}. �tot latinskiæ kvadrat moßno rassmatrivat~ kak tablicu Kffli kvazigruppovoæ operacii ∘ na H. Oqevidno, qto ⟨H, ∘⟩ ∈ AP^Q_K . Pust~ W = {h ∈ H | 8k ∈ Kk · h = k ∘ H}. Togda W ⊃ U . Poskol~ku |U | ≥ q|F |, legko videt~, qto^{|W |}_{|H|} ≥^{|U|}_{|H|} ≥ min{^1_2 , q}. �

Vopros 1. OstanetsØ li utverßdenie teoremy spravedlivym v

sluqae, esli ⟨G, ·⟩ – IAA-lupa, a vmesto Q rassmotret~ klass koneqnyh IAA-lup?

Vopros 2. V rabotah [6, 7] pokazano, qto l¸baØ lokal~no kom-

paktnaØ levaØ kvazigruppa approksimiruetsØ koneqnymi levymi kvazigruppami, a l¸baØ lokal~no kompaktnaØ gruppa approksimiruetsØ kvazigruppami v tom i tol~ko tom sluqae, kogda ona unimodulØrna. Suwestvu¸t li analogi teorem 3 i 5 dlØ fftogo sluqaØ?

Literatura

1. M. A. Alekseev, L. ı. Glebskiæ, E. I. Gordon. Ob approksimaciØh grupp, gruppovyh deæstviæ i algebr Hopfa. — Zap. nauqn. semin. POMI 256 (1999), 224–262.

58 L. ı. GLEBSKI`, E. I. GORDON 2. A. M. Verxik, Sqetnye gruppy, blizkie k koneqnym. V kn. [8], 112–135. 3. A. M. Vershik, Amenability and approximation of infinite groups. — Sel. Math.

Sov. 2, No. 4 (1982), 311–330.

4. A. M. Verxik, E. I. Gordon, Gruppy, lokal~no vloßimye v klass koneqnyh grupp. — Algebra i Analiz 9, No. 1 (1997), 71–91.

5. L. Yu. Glebsky, E. I. Gordon, On approximation of locally compact groups by

finite algebraic systems. — Electron. Res. Announc. Amer. Math. Soc. 10, (2004), 21–28.

6. L. Yu. Glebsky, E. I. Gordon, On approximation of locally compact groups by

finite quasigroups and finite semigroups. — Accepted by the Illinois Journal of Mathematics.

7. L. Yu. Glebsky, E. I. Gordon, On approximation of unimodular groups by finite

quasigroups. — Accepted by the Illinois Journal of Mathematics .

8. F. Grinlif, Invariantnye srednie na topologiqeskih gruppah. Mir, M. (1973).

9. M. Ziman, Extensions of Latin subsquares and local embeddability of groups and

group algebras. — Quasigroups and related systems 12 (2005).

10. A. I. Mal~cev, Algebraiqeskie sistemy. Nauka, M. (1970). 11. D. Ornstein, B. Weiss, Entropy and isomorphism theorems for actions of

amenable groups. — J. d’Analyse Math. 48 (1987), 1–141.

12. J. M. Rosenblatt, A generalization of Fölner condition. — Math. Scand. 33

(1973), 153–170.

13. H. J. Ryser, Combinatorial Mathematics. The Carus Mathematical Monographs

15 (1963).

14. A. M. Stepin, Approksimiruemost~ grupp i gruppovyh deæstviæ. — Uspehi mat. nauk 38, No. 6 (1983), 123–124.

15. A. M. Stepin, Approximation of groups and group actions. Cayley topology. Er-

godic theory of Zd-actions. — London Math. Soc., Lect. Notes Series 228, Cambridge Univ. Press (1996), 474–484.

Glebsky L. Yu., Gordon Ye. I. On approximation of amenable groups by finite quasigroups.

An amenability criterion for groups in terms of their approximation by finite quasigroups is given.

Postupilo 27 maØ 2005 g.

IICO-UASLP AvKarakorum 1470 Lomas 4ta Session SanLuis Potosi SLP 7820 Mexico E-mail: glebsky@cactus.iico.uaslp.mx

Department of Mathematics and Computer Science Eastern Illinois University E-mail: cfyig@eiu.edu