Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 326, 2005 g.

G. L. Litvinov

DEKVANTOVANIE MASLOVA, IDEMPOTENTNA˚ I TROPIQESKA˚ MATEMATIKA: KRATKOE VVEDENIE

Anatoli¸ Moiseeviqu Verxiku s voshiweniem i blagodarnost~¸

�ta stat~Ø praktiqeski ne soderßit strogih formulirovok teorem i ih dokazatel~stv, ona ØvlØetsØ lix~ kratkim vvedeniem v dekvantovanie Maslova, idempotentnu¸ i tropiqesku¸ matematiku. Spisok citiruemoæ literatury otn¸d~ ne ØvlØetsØ polnym. Dopolnitel~nye ssylki mogut byt~ naædeny, naprimer, v fflektronnom arhive

http:// arXiv.org

i v rabotah [9, 17, 21, 25, 28–31, 37, 38, 51, 62, 64–70, 84, 87, 89, 93, 96, 102, 104, 110, 115, 137, 187]. NastoØwiæ obzor ØvlØetsØ rasxirennoæ versieæ stat~i [101].

Avtor blagodaren M. Akian (M. Akian), ˚. I. Belopol~skoæ, P. Butkoviqu (P. Butkovič), G. Koffnu (G. Cohen), S. Goberu

(S. Gaubert), R. A. Kaninghem-Grinu (R. A. Cuninghame-Green),

P. Del Moralu (P. Del Moral), U. H. Flemingu (W. H. Flem-

ing), Dß. S. Golanu (J. S. Golan), M. Gondranu (M. Gondran),

I. Itenbergu (I. Itenberg), E. Kacovu (Y. Katsov), V. N. Kolokol~covu, P. Loreti (P. Loreti), ı. I. Maninu, Dß. Maskari (G. Mascari), U. M. Makffnffni (W. M. Mac-Eneaney), G. Paninoæ, E. Papu (E. Pap), M. Pedixini (M. Pedicini), A. Pradu (H.

Prade), A. A. Puhal~skomu (A. A. Puhalskii), ȷ.-P. Kvadra (J.-P. Quadrat), M. A. Roætbergu, A. V. Qurkinu, G. B. Xpizu, I. Zin-

geru (I. Singer), i O. Viro za poleznye dobavleniØ i zameqaniØ.

�ta rabota podderßana grantom RFFI 05-01-00824 i Meßdunarodnym institutom matematiqeskoæ fiziki im. �. Xredingera v Vene (Erwin Schrö-

dinger International Institute for Mathematical Physics).

145

146 G. L. LITVINOV Avtor osobenno blagodaren V. P. Maslovu za vsestoronn¸¸ pomow~ i podderßku i A. N. Sobolevskomu za bol~xu¸ pomow~, vkl¸qaØ tri risunka i mnogoe drugoe.

1. Osnovnye idei

V osnove idempotentnoæ matematiki leßit zamena obyqnyh arifmetiqeskih operaciæ novym naborom bazovyh operaciæ (takimi kak maksimum ili minimum), pri fftom qislovye polØ zamenØ¸tsØ idempotentnymi polukol~cami i polupolØmi. Tipiqnye primery – tak nazyvaemye algebra maks-pl¸s R_{max} i algebra min-pl¸s R_{min}. Pust~ R – pole vewestvennyh qisel. Togda

R_{max} = R ∪ {−∞} s operaciØmi x ⊕ y = max{x, y} i x ⊙ y = x + y.

Analogiqno R_{min} = R ∪ {+∞} s operaciØmi ⊕ = min, ⊙ = +. Novoe sloßenie ⊕ ØvlØetsØ idempotentnoæ operacieæ, to est~

x ⊕ x = x dlØ vseh x.

NaqinaØ s klassiqeskoæ raboty S. Klini [88], mnogie avtory (C. Klini, C. N. N. Pandit, N. N. Vorob~ev, B. A. Karre, R. A. Kaninghem-Grin, K. Cimmermann, U. Cimmermann, M. Gondran, F. L. Bakkelli, G. Koffn, S. Gober, G. Dß. Olsder, ȷ.-P. Kvadra i dr.) ispol~zovali idempotentnye polukol~ca i matricy nad fftimi polukol~cami dlØ rexeniØ rØda prikladnyh zadaq diskretnoæ matematiki i informatiki. Sovremennyæ idempotentnyæ analiz (ili idempotentnoe isqislenie, ili idempotentnaØ matematika) byl razrabotan V. P. Maslovym i ego sotrudnikami v vos~midesØtyh godah v Moskve, sm., naprimer, raboty [96, 119–124]. Nekotorye predvaritel~nye rezul~taty sformulirovali �. Hopf i G. Xoke, sm. raboty [24, 71].

Idempotentnu¸ matematiku moßno rassmatrivat~ kak rezul~- tat dekvantovaniØ tradicionnoæ matematiki nad qislovymi polØmi, pri kotorom postoØnnaØ Planka ~ stremitsØ k nul¸, prinimaØ mnimye znaqeniØ. TakaØ toqka zreniØ byla predstavlena G. L. Litvinovym i V. P. Maslovym [102–104], sm. takße [110, 111]. Inaqe govorØ, idempotentnaØ matematika ØvlØetsØ asimptotiqeskoæ versieæ tradicionnoæ matematiki nad polØmi vewestvennyh i kompleksnyh qisel.

Osnovnu¸ paradigmu idempotentnoæ matematiki vyraßaet idempotentnyæ princip sootvetstviØ. �tot princip tesno svØzan so znamenitym principom sootvetstviØ Nil~sa Bora dlØ kvantovoæ teorii. OkazyvaetsØ, qto suwestvuet ffvristiqeskoe

DEKVANTOVANIE MASLOVA 147 sootvetstvie meßdu rØdom vaßnyh, interesnyh i poleznyh konstrukciæ i rezul~tatov obyqnoæ matematiki nad polØmi i analogiqnymi konstrukciØmi i rezul~tatami nad idempotentnymi polupolØmi i polukol~cami (polupolØmi i polukol~cami s idempotentnymi sloßeniem).

Sistematiqeskoe i posledovatel~noe ispol~zovanie idempotentnogo principa sootvetstviØ privodit k mnogoobraznym rezul~tatam, qasto ves~ma neoßidannym. V rezul~tate, narØdu s tradicionnoæ matematikoæ, voznikaet ee “tenevaØ” idempotentnaØ versiØ. �ta “tenevaØ” versiØ tak ße svØzana s tradicionnoæ matematikoæ, kak klassiqeskaØ fizika s fizikoæ kvantovoæ, sm. ris. 1

Ris. 1. SvØz~ meßdu idempotentnoæ i tradicionnoæ matematikoæ.

Vo mnogih otnoxeniØh idempotentnaØ matematika prowe tradicionnoæ. Odnako perehod ot tradicionnyh konstrukciæ i rezul~tatov k ih idempotentnym analogam qasto ØvlØetsØ netrivial~nym.

2. Polukol~ca, polupolØ i dekvantovanie

Pust~ na mnoßestve S zadany dve algebraiqeskie operacii: sloßenie ⊕ i umnoßenie ⊙. GovorØt, qto na mnoßestve S zadano polukol~co, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

148 G. L. LITVINOV

• sloßenie ⊕ i umnoßenie ⊙ associativny; • sloßenie ⊕ kommutativno;

• umnoßenie ⊙ distributivno otnositel~no sloßeniØ ⊕: x ⊙ (y ⊕ z) = (x ⊙ y) ⊕ (x ⊙ z) i (x ⊕ y) ⊙ z = (x ⊙ z) ⊕ (y ⊙ z) dlØ l¸byh x, y, z ∈ S.

Ediniceæ polukol~ca S nazyvaetsØ takoæ fflement 1 ∈ S, qto 1 ⊙ x = x ⊙ 1 = x dlØ vseh x ∈ S. Nulem polukol~ca S nazyvaetsØ

takoæ fflement 0 ∈ S, qto 0 ≠ 1 i 0 ⊕ x = x, 0 ⊙ x = x ⊙ 0 = 0 dlØ vseh x ∈ S. Polukol~co S nazyvaetsØ idempotentnym polukol~- com, esli x ⊕ x = x dlØ vseh x ∈ S. Polukol~co S s fflementami 0 i 1 nazyvaetsØ polupolem, esli dlØ l¸bogo nenulevogo fflementa mnoßestva S suwestvuet obratnyæ fflement. Zametim, qto dioidy v smysle rabot [9, 67, 68], kvantaly v smysle [147, 148], i inklaæny v smysle [84] ØvlØ¸tsØ primerami idempotentnyh polukolec.

Rassmotrim pole vewestvennyh qisel R i polupole vseh neotricatel~nyh vewestvennyh qisel R_+ (otnositel~no obyqnyh operaciæ sloßeniØ i umnoßeniØ). Zamena peremennyh x → u =

h ln x, h > 0, zadaet otobraßenie Φ_h: R_+ → S = R ∪ {−∞}. Pere-

nesem operacii sloßeniØ i umnoßeniØ iz R v S s pomow~¸ otobraßeniØ Φ_h, a imenno, pust~ u ⊕_h v = h ln(exp(u/h) + exp(v/h)),

u ⊙ v = u + v, 0 = −∞ = Φ_h(0), 1 = 0 = Φ_h(1). Takim obrazom

S priobretaet strukturu polukol~ca R^{(h)}, izomorfnogo R_+; sm. ris. 2.

Nesloßno proverit~, qto u ⊕_h v → max{u, v} pri h → 0 i qto S obrazuet polukol~co otnositel~no sloßeniØ u ⊕ v = max{u, v} i umnoßeniØ u ⊙ v = u + v s nulevym fflementom 0 = −∞ i ediniceæ

1 = 0. Oboznaqim ffto polukol~co qerez R_{max}; ono idempotentno,

tak kak u ⊕ u = u dlØ vseh fflementov. Pri fftom polukol~co R_{max} ØvlØetsØ polupolem. AnalogiØ s proceduroæ kvantovaniØ zdes~ oqevidna, parametr h igraet rol~ postoØnnoæ Planka, pofftomu polupole R_+ moßno rassmatrivat~ kak “kvantovyæ” ob¨ekt, a polukol~co R_{max} moßet rassmatrivat~sØ kak rezul~tat ego “dekvantovaniØ”. AnalogiqnaØ procedura dlØ h < 0 daet polukol~- co R_{min} = R ∪ {+∞} s operaciØmi ⊕ = min, ⊙ = +; v fftom sluqae

0 = +∞, 1 = 0. Polukol~ca R_{max} i R_{min} izomorfny. Perehod

DEKVANTOVANIE MASLOVA 149

Ris. 2. Perehod ot R+ k R^{(h)}. Na vstavke: to ße dlØ malyh h.

k R_{max} ili R_{min} nazyvaetsØ dekvantovaniem Maslova. PonØtno, qto sootvetstvu¸wiæ perehod ot C ili R k R_{max} osuwestvlØetsØ pri pomowi dekvantovaniØ Maslova i otobraßeniØ x → |x|. DopuskaØ vol~nost~ reqi, takoæ perehod v dal~neæxem my takße budem nazyvat~ dekvantovaniem Maslova.

SvØz~ s fizikoæ i rol~ mnimyh znaqeniæ postoØnnoæ Planka obsußdaetsØ niße, v razdele 6, a takße v rabotah [110, 111]. Idempotentnoe polukol~co R ∪ {−∞} ∪ {+∞} s operaci- Ømi ⊕ = max, ⊙ = min moßet byt~ poluqeno v rezul~tate “vtoriqnogo dekvantovaniØ” poleæ C, R ili polupolØ R_+. DesØtki interesnyh primerov neizomorfnyh idempotentnyh polukolec, a takße standartnye metody poluqeniØ novyh polukolec iz ishodnyh rassmatriva¸tsØ v rabotah [26, 64, 66–70, 104, 110]. Tak nazyvaemoe idempotentnoe dekvantovanie ØvlØetsØ obobweniem dekvantovaniØ Maslova; ffto perehod ot poleæ k idempotentnym polupolØm i polukol~cam v matematiqeskih konstrukciØh i re-

150 G. L. LITVINOV zul~tatah.

Dekvantovanie Maslova svØzano s horoxo izvestnym logarifmiqeskim preobrazovaniem, ispol~zovannym, naprimer, v klassiqeskih rabotah �. Xredingera [153] i �. Hopfa [71]. Ispol~zuetsØ takße termin “preobrazovanie Koula-Hopfa”. Idei �. Hopfa poluqili dal~neæxee razvitie v izvestnom metode isqeza¸weæ vØzkosti i metode vØzkostnyh rexeniæ, sm., naprimer, raboty [10, 19, 54, 122, 125, 149, 167].

3. TerminologiØ: tropiqeskie polukol~ca i tropiqeskaØ matematika

Termin “tropiqeskie polukol~ca” poØvilsØ v informatike i teorii algoritmov dlØ oboznaqeniØ diskretnoæ versii algebry

R_{max} ili R_{min} i ih podalgebr; diskretnye polukol~ca fftogo ti-

pa byli nazvany “tropiqeskimi” Dominikom Perrffnom v qest~ brazil~skogo specialista po informatike i matematike Imre Saæmona, v znak priznaniØ ego pionerskoæ deØtel~nosti v dannoæ oblasti, sm. [140].

V dal~neæxem situaciØ i terminologiØ izmenilis~. DlØ bol~xinstva sovremennyh avtorov “tropiqeskiæ” oznaqaet “nad polupolØmi R_{max} ili R_{min}”, a tropiqeskie polukol~ca – ffto idempotentnye polupolØ R_{max} i R_{min}. V fftom ße smysle qasto ispol~zu¸tsØ terminy “maks-pl¸s” i “min-pl¸s”. V nastoØwee vremØ termin “tropiqeskaØ matematika” obyqno oznaqaet “matematika nad polupolØmi R_{max} ili R_{min}”, sm., naprimer, [7, 11, 12, 14, 39, 41, 55, 56, 59, 60, 72–78, 85, 86, 126–129, 131, 132, 134, 135, 146, 155, 156, 161–165, 169–171]. Terminy “tropikalizaciØ” i “tropifikaciØ” (naprimer, v [87]) v toqnosti oznaqa¸t dekvantovanie i kvantovanie v opisannom vyxe smysle. V l¸bom sluqae, tropiqeskaØ matematika ØvlØetsØ estestvennoæ i oqen~ vaßnoæ qast~¸ idempotentnoæ matematiki. Mnogie izvestnye konstrukcii i rezul~taty idempotentnoæ matematiki byli povtoreny v ramkah tropiqeskoæ matematiki (i, osobenno, v tropiqeskoæ lineænoæ algebre).

Zametim, qto v stat~Øh [174–176] N. N. Vorob~ev razvil nekotoru¸ versi¸ idempotentnoæ lineænoæ algebry (s vaßnymi priloßeniØmi, v tom qisle dlØ matematiqeskoæ ffkonomiki), i predvidel mnogie aspekty buduweæ rasxirennoæ teorii. DlØ oboznaqeniØ idempotentnyh polukolec i idempotentnoæ matema-

DEKVANTOVANIE MASLOVA 151 tiki on ispol~zoval terminy “ffkstremal~nye algebry” i “ffkstremal~naØ matematika”. K soßaleni¸, idei N. N. Vorob~eva v svoe vremØ ne poluqili xirokoæ izvestnosti, pofftomu ego terminologiØ ne prißilas~ i seæqas poqti ne ispol~zuetsØ.

4. IdempotentnaØ algebra i lineænaØ algebra

Avtorom pervoæ izvestnoæ raboty po idempotentnoæ lineænoæ algebre ØvlØetsØ C. Klini. V ego rabote [88] rassmatriva¸tsØ sistemy lineænyh algebraiqeskih uravneniæ nad neskol~ko ffkzotiqeskim idempotentnym polukol~com vseh formal~nyh Øzykov s fiksirovannym koneqnym alfavitom. Odnako idei C. Klini okazalis~ ves~ma obwimi i universal~nymi. Posle fftogo desØtki avtorov izuqali matricy s kofffficientami, prinadleßawimi idempotentnym polukol~cam, a takße sootvetstvu¸wie priloßeniØ k diskretnoæ matematike, informatike, Øzykam programmirovaniØ, lingvistiqeskim zadaqam, koneqnym avtomatam, problemam optimizacii na grafah, teorii optimal~nogo upravleniØ, diskretnym sistemam sobytiæ i setØm Petri, stohastiqeskim sistemam, ocenke proizvoditel~nosti komp~¸terov, vyqislitel~nym problemam i t.d. �ti napravleniØ horoxo izvestny i xiroko predstavleny v literature, sm., naprimer, [9, 17, 18, 21, 25, 28–30, 44, 62, 64–70, 84, 93, 96, 102, 104–107, 114, 115, 122, 174–177, 187].

IdempotentnaØ abstraktnaØ algebra poka ne tak horoxo razvita, hotØ s drugoæ storony, s formal~noæ toqki zreniØ teoriØ rexetok, teoriØ uporØdoqennyh grupp i polugrupp vhodØt v sostav idempotentnoæ algebry. Tem ne menee, imeetsØ mnogo interesnyh rezul~tatov i priloßeniæ, sm., naprimer, [29–31, 81, 147, 148, 154].

V qastnosti, idempotentnaØ versiØ osnovnoæ teoremy algebry sformulirovana v [31, 154] dlØ radikabel~nyh idempotentnyh polukolec (polukol~co A nazyvaetsØ radikabel~nym, esli uravnenie x^n = a imeet rexenie x ∈ A dlØ l¸bogo a ∈ A i l¸bogo poloßitel~nogo celogo n). Dokazano, qto R_{max} i drugie radikabel~nye polupolØ algebraiqeski zamknuty v estestvennom smysle [154].

V poslednie gody osoboe vnimanie privleka¸t k sebe voprosy tropiqeskoæ algebraiqeskoæ geometrii, kotorye budut rassmotreny niße, v razdele 11.

152 G. L. LITVINOV

5. Idempotentnyæ analiz

Idempotentnyæ analiz pervonaqal~no byl postroen V. P. Maslovym i ego sotrudnikami, a zatem razvit v bol~xom koliqestve publikaciæ razliqnyh avtorov. �tomu predmetu posvØwena kniga V. N. Kolokol~cova i V. P. Maslova [96] (russkaØ versiØ [122] opublikovana v 1994 godu).

Pust~ S – proizvol~noe polukol~co s idempotentnym sloßeniem ⊕ (kotoroe vsegda predpolagaetsØ kommutativnym), umnoßeniem ⊙, nulem 0 i ediniceæ 1. Mnoßestvo S snabßeno standartnym qastiqnym porØdkom ⪯: po opredeleni¸, a ⪯ b togda i tol~ko togda, kogda a ⊕ b = b. Takim obrazom, vse fflementy mnoßestva S neotricatel~ny: 0 ⪯ a dlØ vseh a ∈ S. BlagodarØ suwestvovani¸ fftogo porØdka, idempotentnyæ analiz tesno svØzan s teorieæ rexetok, teorieæ vektornyh rexetok i teorieæ uporØdoqennyh prostranstv. Bolee togo, fftot qastiqnyæ porØdok pozvolØet modelirovat~ osnovnye topologiqeskie ponØtiØ i rezul~taty na qisto algebraiqeskom urovne; sistematiqeskoe izloßenie takogo podhoda moßno naæti v rabotah [108–112] i [26].

Analiz glavnym obrazom imeet delo s funkciØmi, q~imi znaqeniØmi ØvlØ¸tsØ qisla. Idempotentnym analogom qislovoæ funkcii ØvlØetsØ otobraßenie X → S, gde X – proizvol~noe mnoßestvo, a S – idempotentnoe polukol~co. Funkcii so znaqeniØmi v S moßno skadyvat~, umnoßat~ drug na druga, a takße umnoßat~ na fflementy S potoqeqno.

Idempotentnym analogom lineænogo funkcional~nogo prostranstva ØvlØetsØ mnoßestvo funkciæ so znaqeniØmi v S, zamknutoe otnositel~no sloßeniØ funkciæ i umnoßeniØ funkciæ na fflementy iz S, ili S-polumodul~. Rassmotrim, naprimer, S-polumodul~ B(X, S) vseh funkciæ X → S, kotorye ograniqeny v smysle standartnogo porØdka v S.

Pust~ S = R_{max}, togda idempotentnyæ analog integrala opredelØetsØ formuloæ I(φ) = ⊕∫ X φ(x) dx = sup_{x∈X} φ(x), (1) gde φ ∈ B(X, S). Deæstvitel~no, rimanova summa vida ∑ i φ(x_i) · σ_i sootvetstvuet vyraßeni¸ ⨁ i φ(x_i) ⊙ σ_i = max_i {φ(x_i) + σ_i}, kotoroe

DEKVANTOVANIE MASLOVA 153 shoditsØ k pravoæ qasti (1) pri σ_i → 0. RazumeetsØ, ffto qisto ffvristiqeskoe rassußdenie.

Formula (1) opredelØet idempotentnyæ integral (ili integral Maslova) ne tol~ko dlØ funkciæ, prinima¸wih znaqeniØ v R_{max}, no takße i v obwem sluqae, pri uslovii, qto l¸boe ogra-

niqennoe sverhu podmnoßestvo S imeet toqnu¸ verhn¸¸ gran~.

IdempotentnaØ mera (ili mera Maslova) na X opredelØetsØ kak m_ψ(Y ) = sup_{x∈Y} ψ(x), gde ψ ∈ B(X, S), Y ⊆ X. Integral po fftoæ mere imeet vid

I_ψ(φ) = ⊕∫ X φ(x) dm_ψ = ⊕∫ X φ(x) ⊙ ψ(x) dx = sup_{x∈X}(φ(x) ⊙ ψ(x)). (2) Oqevidno, qto esli S = R_{min}, to standartnyæ porØdok ⪯ ØvlØetsØ protivopoloßnym po otnoxeni¸ k obyqnomu porØdku 6, pofftomu vyraßenie (2) primet vid ⊕∫ X φ(x) dm_ψ = ⊕∫ X φ(x) ⊙ ψ(x) dx = inf_{x∈X}(φ(x) ⊙ ψ(x)), gde inf ponimaetsØ v smysle obyqnogo porØdka 6.

Otmetim, qto tak nazyvaemyæ psevdo-analiz (sm., naprimer, obzor [138]) svØzan so special~noæ qast~¸ idempotentnogo analiza; tem ne menee, voobwe govorØ, fftot psevdo-analiz vyhodit za ramki idempotentnoæ matematiki. Nekotorye obobweniØ mer Maslova obsußda¸tsØ v rabotah [89, 137].

6. Princip superpozicii i lineænye zadaqi

Osnovnye uravneniØ kvantovoæ teorii lineæny. �to utverßdenie sostavlØet princip superpozicii v kvantovoæ mehanike. Uravnenie Gamil~tona–˚kobi, kotoroe ØvlØetsØ osnovnym uravneniem klassiqeskoæ mehaniki, ne ØvlØetsØ lineænym v obyqnom smysle. Tem ne menee, ono lineæno nad polukol~cami R_{max} i

R_{min}. Pohoßim obrazom razliqnye versii uravneniØ Bellmana,

osnovnogo uravneniØ teorii optimizacii, lineæny nad podhodØwimi polukol~cami. V fftom sostoit idempotentnyæ princip superpozicii V. P. Maslova (sm. [119–123]). Naprimer, koneqnomernoe stacionarnoe uravnenie Bellmana moßet byt~ zapisano

154 G. L. LITVINOV v vide X = H ⊙ X ⊕ F , gde X, H, F – matricy s kofffficientami v idempotentnom polukol~ce S, a neizvestnaØ matrica X opredelØetsØ qerez H i F [29]. V qastnosti, standartnye problemy dinamiqeskogo programmirovaniØ i zadaqa poiska kratqaæxego puti otveqa¸t sluqaØm S = R_{max} i S = R_{min} sootvetstvenno. V rabote [20] optimizacionnye algoritmy na koneqnom grafe postavleny v sootvetstvie standartnym metodam rexeniØ sistem lineænyh uravneniæ fftogo tipa (nad polukol~cami). V qastnosti, algoritmu Bellmana poiska kratqaæxego puti sootvetstvuet algoritm ˚kobi, algoritmu Forda otveqaet iteracionnyæ metod Gaussa–ZeædelØ i t.d.

Lineænost~ nad R_{min} i R_{max} uravneniØ Gamil~tona–˚kobi (kotoroe ØvlØetsØ rezul~tatom dekvantovaniØ Maslova uravneniØ Xredingera) tesno svØzana s obyqnoæ lineænost~¸ uravneniØ Xredingera i moßet byt~ vyvedena iz fftoæ lineænosti. Takim obrazom, moßno zaimstvovat~ standartnye idei i metody iz lineænogo analiza i primenØt~ ih v novoæ oblasti.

Rassmotrim klassiqesku¸ dinamiqesku¸ sistemu, opisyvaemu¸ gamil~tonianom H = H(p, x) = N∑ i=1 p^2_i 2m_i + V (x), gde x = (x_1, . . . , x_N ) – obobwennye koordinaty, p = (p_1, . . . , p_N ) – obobwennye impul~sy, m_i – massy, a V (x) – potencial. V fftom sluqae lagranßian sistemy L(x, ẋ, t) zapixetsØ v vide L(x, ẋ, t) = N∑ i=1 m_i ẋ^2_i 2 − V (x), gde ẋ = (ẋ_1, . . . , ẋ_N ), ẋ_i = dx_i/dt. Pri fftom funkciØ znaqeniØ funkcionala deæstviØ S(x, t) imeet vid S = t∫ t0 L(x(t), ẋ(t), t) dt, gde integrirovanie vedetsØ vdol~ real~noæ traektorii sistemy. Klassiqeskie uravneniØ dvißeniØ vyvodØtsØ iz usloviØ minimuma funkcionala deæstviØ (princip Gamil~tona ili princip naimen~xego deæstviØ).

DEKVANTOVANIE MASLOVA 155 DlØ fiksirovannyh momentov vremeni t i t_0 i proizvol~noæ traektorii x(t) funkcional deæstviØ S = S(x(t)) moßet byt~ rassmotren kak funkciØ, perevodØwaØ mnoßestvo krivyh (traektoriæ) vo mnoßestvo vewestvennyh qisel, kotoroe, v svo¸ oqered~, moßet byt~ interpretirovano kak R_{min}. V fftom sluqae minimum funkcionala deæstviØ vyraßaetsØ integralom Maslova po mnoßestvu traektoriæ, t.e. kak idempotentnyæ analog ffvklidovoæ versii feænmanovskogo kontinual~nogo integrala.

Minimum funkcionala deæstviØ sootvetstvuet maksimumu

funkcii e^{−S} , t.e. idempotentnomu integralu^⊕ ∫ {paths} e^{−S(x(t))}D{x(t)} po otnoxeni¸ k algebre R_{max}. Takim obrazom, klassiqeskiæ princip naimen~xego deæstviØ moßet rassmatrivat~sØ kak idempotentnaØ versiØ feænmanovskoæ formulirovki kvantovoæ mehaniki. Predstavlenie rexeniØ uravneniØ Xredingera v vide kontinual~nogo integrala Feænmana sootvetstvuet formule Laksa– Oleænik dlØ uravneniØ Gamil~tona–˚kobi.

Poskol~ku ∂S/∂x_i = p_i, ∂S/∂t = −H(p, x), spravedlivo sledu- ¸wie uravnenie Gamil~tona–˚kobi: ∂S ∂t + H ( ∂S ∂x_i , x_i ) = 0. (3)

Kvantovanie (sm., naprimer, [48]) privodit k uravneni¸ Xredingera −~_i ∂ψ_{∂t =} ^_{Hψ = H(^pi, ^xi)ψ, (4)} gde ψ = ψ(x, t) – volnovaØ funkciØ, t.e. zavisØwiæ ot vremeni fflement gil~bertovogo prostranstva L^2(R^N ), a ^H – operator ffnergii, poluqennyæ iz klassiqeskoæ funkcii Gamil~tona zamenoæ peremennyh p_i operatorami impul~sov ^p_i =^~_i^∂_{∂xi} , i peremennyh x_i – operatorami koordinat: ^x_i: ψ → x_iψ. Uravnenie Xredingera lineæno v obyqnom smysle (kvantovyæ princip superpozicii).

V standartnoæ procedure predel~nogo perehoda ot uravneniØ Xredingera k uravneni¸ Gamil~tona–˚kobi ispol~zuetsØ predstavlenie dlØ volnovoæ funkcii v vide ψ(x, t) = a(x, t) · e^{iS(x,t)/~} i vydelenie glavnogo qlena pri ~ → 0 (kvaziklassiqeskiæ predel).

156 G. L. LITVINOV

Vmesto fftogo my zamenim postoØnnu¸ Planka ~ mnimoæ veliqinoæ h = i~, vybiraØ h > 0. Togda uravnenie Xredingera (4) pereædet v obobwennoe uravnenie teploprovodnosti: h ∂u ∂t = H ( −h ∂ ∂x_i , ^x_i ) u, (5) v kotorom vewestvennoznaqnaØ funkciØ u sootvetstvuet volnovoæ funkcii ψ (toqnee, ee modul¸). PohoßaØ ideØ (perehod k mnimomu vremeni) ispol~zuetsØ v ffvklidovoæ kvantovoæ teorii polØ (sm., naprimer, [130]). Napomnim, qto vremØ i ffnergiØ – dual~nye veliqiny.

Lineænost~ uravneniØ (4) vedet k lineænosti uravneniØ (5). Pofftomu esli u_1 i u_2 – rexeniØ uravneniØ (5), to ih lineænaØ kombinaciØ

u = λ_1u_1 + λ_2u_2 (6)

takße ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (5). Poloßim S = h ln u, ili

u = e^{S/h}, kak ffto bylo sdelano vyxe v razdele 2. Nesloßno pro-

verit~, qto posle takoæ zameny uravnenie (5) primet vid ∂S ∂t = V (x) + N∑ i=1 1 2m_i ( ∂S ∂x_i )_2 + h n∑ i=1 1 2m_i ∂^2S ∂x^2_i . (7)

Takim obrazom, my perexli ot (4) k (7) pri pomowi zameny peremennyh ψ = e^{S/h}. Pri fftom |ψ| = e^{ReS/h} , gde ReS – vewestvennaØ qast~ S. Budem rassmatrivat~ teper~ S kak vewestvennu¸ peremennu¸. Uravnenie (7) nelineæno v obyqnom smysle. Odnako esli S_1 i S_2 – ego rexeniØ, to funkciØ

S = λ_1 ⊙ S_1⊕_hλ_2 ⊙ S_2,

poluqennaØ iz (6) zamenoæ S = h ln u, takße ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (7). V fftom sluqae obobwennoe umnoßenie ⊙ sovpadaet s obyqnym sloßeniem, a obobwennoe sloßenie ⊕_h opredelØetsØ vybrannoæ zamenoæ peremennyh. Pri h → 0 my poluqim operacii idempotentnogo polukol~ca R_{max}, to est~ ⊕ = max i

⊙ = +, a uravnenie (7) pereædet v uravnenie Gamil~tona–˚kobi

(3), tak kak tret~e slagaemoe v pravoæ qasti uravneniØ (7) isqezaet.

Estestvenno rassmatrivat~ predel~nu¸ funkci¸ S = λ_1 ⊙S_1 ⊕

λ_2 ⊙ S_2 kak rexenie uravneniØ Gamil~tona–˚kobi i oßidat~,

DEKVANTOVANIE MASLOVA 157 qto ffto uravnenie moßno rassmatrivat~ kak lineænoe nad R_{max}. PodobnaØ argumentaciØ (na ffvristiqeskom urovne) moßet byt~ primenena i k uravneniØm bolee obwego vida. Strogoe obosnovanie lineænosti fftih uravneniæ nad polukol~cami privoditsØ v [52, 96, 122, 123], a takße v [120]. Otmetim, qto esli h zamenit~ na −h, to v rezul~tate my poluqim lineænost~ uravneniØ Gamil~tona–˚kobi nad polukol~com R_{min}.

Idempotentnyæ princip superpozicii pokazyvaet, qto rØd vaßnyh nelineænyh (v obyqnom smysle) zadaq moßet byt~ sveden k zadaqam, lineænym nad idempotentnymi polukol~cami. Takim obrazom, lineænyæ idempotentnyæ funkcional~nyæ analiz (sm. niße) ØvlØetsØ estestvennym instrumentom dlØ issledovaniØ nelineænyh beskoneqnomernyh zadaq, oblada¸wih fftim svoæstvom.

7. Svertka i preobrazovanie Fur~e–Leßandra

Pust~ G – nekotoraØ gruppa. Togda prostranstvo B(X, R_{max}) vseh ograniqennyh funkciæ G → R_{max} (sm. vyxe) ØvlØetsØ idempotentnym polukol~com otnositel~no sleduwego analoga obyqnoæ operacii svertki ~:

(φ(x) ~ ψ)(g) = ⊕∫ G φ(x) ⊙ ψ(x^{−1} · g) dx = sup_{x∈G}(φ(x) + ψ(x^{−1} · g)). RazumeetsØ, moßno takße ispol~zovat~ i drugie funkcional~- nye prostranstva (i drugie bazovye polukol~ca vmesto R_{max}). V rabotah [96, 122] gruppovye polukol~ca fftogo tipa nazyva¸tsØ svertoqnymi polukol~cami.

Pust~ G = R^n, gde R^n ponimaetsØ kak topologiqeskaØ gruppa otnositel~no vektornogo sloßeniØ. Obyqnoe preobrazovanie Fur~e–Laplasa opredelØetsØ formuloæ φ(x) → φ̃(ξ) = ∫ G e^{iξ·x}φ(x) dx, (8) gde e^{iξ·x} ØvlØetsØ harakterom gruppy G i rexeniem funkcional~- nogo uravneniØ f(x + y) = f(x)f(y).

158 G. L. LITVINOV Idempotentnyæ analog fftogo uravneniØ imeet vid f(x + y) = f(x) ⊙ f(y) = f(x) + f(y), pofftomu “nepreryvnye idempotentnye haraktery” ØvlØ¸tsØ lineænymi funkciØmi vida x → ξ ·x = ξ_1x_1 +· · ·+ξ_nx_n. V rezul~tate preobrazovanie (8) perehodit v preobrazovanie φ(x) → φ̃(ξ) = ⊕∫ G ξ · x ⊙ φ(x) dx = sup_{x∈G}(ξ · x + φ(x)). (9) Preobrazovanie (9) est~ ne qto inoe, kak preobrazovanie Leßandra (s toqnost~¸ do oboznaqeniæ) [121]. PreobrazovaniØ fftogo vida ustanavliva¸t svØz~ meßdu gamil~tonovym i lagranßevym formalizmom v klassiqeskoæ mehanike. Preobrazovanie Leßandra poroßdaet idempotentnu¸ versi¸ garmoniqeskogo analiza v prostranstve vypuklyh funkciæ (podrobnee sm., naprimer, [118]).

RazumeetsØ, opisannu¸ konstrukci¸ moßno obobwit~ na razliqnye klassy grupp i polukolec. PreobrazovaniØ ukazannogo tipa perevodØt obobwennu¸ operaci¸ svertki v potoqeqnoe proizvedenie (obobwennoe), sohranØØ pri fftom rØd vaßnyh svoæstv obyqnogo preobrazovaniØ Fur~e. DlØ sluqaØ polukol~ca mnoßestv Pareto sootvetstvu¸waØ versiØ preobrazovaniØ Fur~e svodit zadaqu mnogokriterial~noæ optimizacii k semeæstvu odnokriterial~nyh zadaq [152].

Primery, obsußdaemye v dannom razdele, mogut rassmatrivat~sØ kak fragmenty idempotentnoæ teorii predstavleniæ, sm., naprimer, [111]. V qastnosti, “idempotentnye” predstavleniØ grupp moßno traktovat~ kak predstavleniØ sootvetstvu¸wih svertoqnyh polukolec (t.e. idempotentnyh gruppovyh polukolec) v idempotentnyh polumodulØh.

8. PriloßeniØ k stohastike i dvoæstvennost~ meßdu teorieæ veroØtnosteæ i teorieæ optimizacii

Idempotentnye mery Maslova ØvlØ¸tsØ neotricatel~nymi (v smysle standartnogo porØdka), kak i veroØtnostnye mery. AnalogiØ meßdu idempotentnymi i veroØtnostnymi merami opredelØet vaßnu¸ vzaimosvØz~ meßdu teorieæ optimizacii i teorieæ veroØtnosteæ. K nastoØwemu vremeni issledovan celyæ

DEKVANTOVANIE MASLOVA 159 rØd idempotentnyh analogov veroØtnostnyh konstrukciæ, naprimer, maks-pl¸s martingaly, maks-pl¸s stohastiqeskie differencial~nye uravneniØ i dr. Naprimer, poluqennye rezul~taty pozvolØ¸t perenesti mownye stohastiqeskie metody v teori¸ optimizacii. �to bylo otmeqeno i issledovano mnogimi avtorami (G. Sal¸, P. Del Moral, M. Akian, ȷ.-P. Kvadra, V. P. Maslov, V. N. Kolokol~cov, P. Bernar, U. A. Fleming, U. M. Makffnffni, A. A. Puhal~skiæ i dr.), sm. obzornu¸ stat~¸ U. A. Fleminga i U. M. Makffnffni [53] i [1, 6, 13, 28, 35–38, 50–52, 69, 122, 141, 143, 144]. Po povodu svØzeæ i priloßeniæ k teorii bol~xih ukloneniæ sm. [1, 35–38, 142], i osobenno knigu A. A. Puhal~skogo [141].

9. Idempotentnyæ funkcional~nyæ analiz

DlØ mnogih konstrukciæ i rezul~tatov tradicionnoæ matematiki moßno ukazat~ interesnye idempotentnye analogi. V qastnosti, ffto otnositsØ k osnovnym konstrukciØm i teoremam funkcional~nogo analiza. Idempotentnyæ funkcional~nyæ analiz ØvlØetsØ abstraktnoæ versieæ idempotentnogo analiza. DlØ prostoty izloßeniØ poloßim S = R_{max}, i pust~ X – proizvol~- noe mnoßestvo. Idempotentnoe integrirovanie zadaetsØ formuloæ (1), napisannoæ vyxe. Funkcional I(φ) lineen nad S, i ego znaqeniØ sootvetstvu¸t predel~nym znaqeniØm sootvetstvu¸- wih analogov summ Lebega (ili Rimana). Idempotentnoe skalØrnoe proizvedenie dvuh funkciæ φ i ψ opredelØetsØ formuloæ ⟨φ, ψ⟩ = ⊕∫ X φ(x) ⊙ ψ(x) dx = sup_{x∈X}(φ(x) ⊙ ψ(x)). Pofftomu estestvenno postroit~ idempotentnye analogi integral~nyh operatorov v vide φ(y) → (Kφ)(x) = ⊕∫ Y K(x, y) ⊙ φ(y) dy = sup_{y∈Y} {K(x, y) + φ(y)}, (10) gde φ(y) – fflement prostranstva funkciæ, opredelennyh na mnoßestve Y , a K(x, y) – funkciØ, zadannaØ na X ×Y , i prinima¸waØ znaqeniØ v S. Kak izvestno, vyraßeniØ podobnogo tipa standartny dlØ teorii optimizacii.

160 G. L. LITVINOV

Napomnim, qto opisannye vyxe opredeleniØ i konstrukcii mogut byt~ uspexno obobweny na sluqaæ idempotentnyh polukolec, kotorye uslovno polny v smysle standartnogo porØdka. Ispol~zuØ integral Maslova, moßno skonstruirovat~ razliqnye funkcional~nye prostranstva, a takße idempotentnu¸ versi¸ teorii obobwennyh funkciæ (raspredeleniæ). DlØ nekotoryh konkretnyh idempotentnyh funkcional~nyh prostranstv dokazano, qto kaßdyæ “horoxiæ” lineænyæ (v idempotentnom smysle) operator moßet byt~ predstavlen v vide (10). �to utverßdenie ØvlØetsØ idempotentnoæ versieæ teoremy L. Xvarca o Ødre; rezul~taty takogo roda byli poluqeny V. N. Kolokol~- covym, P. S. Dudnikovym i S. N. Samborskim, I. Zingerom, M. A. Xubinym i drugimi avtorami, sm., naprimer, [44, 96, 122, 123, 158]. Takim obrazom, kaßdyæ “horoxiæ” lineænyæ funkcional predstavim v vide φ → ⟨φ, ψ⟩, gde ⟨, ⟩ – idempotentnoe skalØrnoe proizvedenie.

V ramkah idempotentnogo funkcional~nogo analiza rezul~- taty fftogo tipa mogut byt~ dokazany v oqen~ obweæ situacii. V rabotah [108–112] razvita algebraiqeskaØ versiØ idempotentnogo funkcional~nogo analiza. �to oznaqaet, qto osnovnye topologiqeskie ponØtiØ i rezul~taty modeliru¸tsØ v qisto algebraiqeskih terminah. PostroennaØ teoriØ ohvatyvaet predmet, naqinaØ s osnovnyh ponØtiæ i rezul~tatov (naprimer, idempotentnyh analogov znamenityh teorem Hana–Banaha, Banaha–Xteængauza, Rissa i Rissa–Fixera) i vkl¸qaØ idempotentnye analogi opredeleniæ i rezul~tatov A. Grotendika (A. Grothendieck) po topologiqeskim tenzornym proizvedeniØm, Ødernym prostranstvam i operatoram. Sformulirovana abstraktnaØ versiØ teoremy o Ødre. Otmetim, qto perehod ot obyqnoæ teorii k idempotentnomu funkcional~nomu analizu moßet byt~ ves~ma netrivial~nym. Tak, naprimer, suwestvuet mnogo neizomorfnyh idempotentnyh gil~bertovyh prostranstv. Vaßnye rezul~taty idempotentnogo funkcional~nogo analiza (teoremy o dvoæstvennosti i otdelimosti) nedavno opublikovali G. Koffn, S. Gober i ȷ.-P. Kvadra [26]; koneqnomernaØ versiØ teoremy ob otdelimosti opublikovana v [183]. Poslednee vremØ idempotentnyæ funkcional~nyæ analiz privlekaet povyxennoe vnimanie, sm., naprimer, [2–5, 27, 68, 105, 113, 149, 158, 159, 178] i raboty, citirovannye vyxe.

DEKVANTOVANIE MASLOVA 161

10. Preobrazovanie dekvantovaniØ i obobwenie mnogogrannikov N~¸tona

V fftom razdele my kratko obsudim rezul~taty, opublikovannye v rabote [113]. DlØ funkciæ, opredelennyh na C^n poqti vs¸- du, moßno postroit~ preobrazovanie dekvantovaniØ f → ^f , poroßdennoe dekvantovaniem Maslova. DlØ polinomial~noæ funkcii f subdifferencial ∂ ^f funkcii ^f sovpadaet s mnogogrannikom N~¸tona polinoma f. DlØ polukol~ca polinomov s neotricatel~nymi kofffficientami preobrazovanie dekvantovaniØ ØvlØetsØ gomomorfizmom fftogo polukol~ca v idempotentnoe polukol~co vypuklyh mnogogrannikov otnositel~no horoxo izvestnyh operaciæ Minkovskogo. �ti rezul~taty mogut byt~ obobweny na xirokiæ klass funkciæ i vypuklyh mnoßestv. 10.1. Preobrazovanie dekvantovaniØ. Rassmotrim topologiqeskoe prostranstvo X. DlØ funkciæ f(x), opredelennyh na X, budem govorit~, qto nekotoroe svoæstvo vypolnØetsØ poqti vs¸- du (p.v.), esli ono spravedlivo dlØ vseh fflementov x iz otkrytogo vs¸du plotnogo podmnoßestva v X. Vyberem v kaqestve X mnoßestvo C^n ili R^n; oboznaqim qerez R^n_+ mnoßestvo x = { (x_1, . . . , x_n) ∈ X | x_i ≥ 0, gde i = 1, 2, . . ., n}. DlØ

x = (x_1, . . . , x_n) ∈ X poloßim exp(x) = (exp(x_1), . . . , exp(x_n)); ta-

kim obrazom, esli x ∈ R^n, to exp(x) ∈ R^n_+.

Oboznaqim qerez F(C^n) mnoßestvo vseh funkciæ, nepreryvnyh na otkrytom vs¸du plotnom podmnoßestve U ⊂ C^n, priqem

U ⊃ R^n_+. Vo vseh niße privedennyh primerah my rassmotrim

daße bolee regulØrnye funkcii, kotorye golomorfny v U . Oqevidno, qto F(C^n) – kol~co (i algebra nad C) po otnoxeni¸ k obyqnomu sloßeni¸ i umnoßeni¸ funkciæ.

DlØ f ∈ F(C^n) opredelim funkci¸ ^f_h po sledu¸weæ formule:

^f_h(x) = h log |f(exp(x/h))|, (11)

gde h (malyæ) vewestvennyæ parametr, a x ∈ R^n. Poloßim

^f (x) = lim_{h→0} ^f_h(x), (12)

esli predel v pravoæ qasti ravenstva (12) suwestvuet poqti vs¸du. Nazovem funkci¸ ^f (x) dekvantovaniem funkcii f(x), a preobrazovanie f(x) → ^f (x) – preobrazovaniem dekvantovaniØ.

162 G. L. LITVINOV Po postroeni¸, ^f_h(x) i ^f (x) mogut byt~ rassmotreny kak funkcii, prinima¸wie znaqeniØ v R_{max}. Otmetim, qto na samom dele

^f_h(x) i ^f (x) zavisØt tol~ko ot sußeniØ funkcii f na podmnoße-

stvo R^n_+; pofftomu faktiqeski preobrazovanie dekvantovaniØ zadaetsØ dlØ funkciæ, opredelennyh tol~ko na R^n_+. PonØtno, qto preobrazovanie dekvantovaniØ poroßdeno dekvantovaniem Maslova i otobraßeniem x → |x|. RazumeetsØ, analogiqnye opredeleniØ mogut byt~ dany i dlØ funkciæ, zadannyh na R^n i R^n_+.

Oboznaqim qerez V mnoßestvo R^n, rassmatrivaemoe kak lineænoe ffvklidovo prostranstvo (so skalØrnym proizvedeniem

(x, y) = x_1y_1 + x_2y_2 + · · · + x_ny_n) i poloßim V_+ = R^n_+. Nazovem

funkci¸ f ∈ F(C^n) dekvantuemoæ, esli ee dekvantovanie ^f (x) suwestvuet (i opredeleno na otkrytom vs¸du plotnom podmnoßestve v V ). Oboznaqim qerez D(C^n) mnoßestvo vseh dekvantuemyh funkciæ i pust~ ^D(V ) oznaqaet mnoßestvo { ^f | f ∈ D(C^n) }. Napomnim, qto funkcii iz D(C^n) (i ^D(V )) opredeleny poqti vs¸du i ravenstvo f = g oznaqaet, qto f(x) = g(x) dlØ l¸bogo x iz otkrytogo vs¸du plotnogo podmnoßestva v C^n (sootvetstvenno v V ). Oboznaqim qerez D_+(C^n) mnoßestvo vseh funkciæ f ∈ D(C^n) takih, qto f(x_1, . . . , x_n) ≥ 0, esli x_i ≥ 0 dlØ i = 1, . . . , n; togda

f ∈ D_+(C^n), esli sußenie f na V_+ = R^n_+ ØvlØetsØ neotricatel~-

noæ funkcieæ. Oboznaqim poluqennyæ v rezul~tate dekvantovaniØ obraz mnoßestva D_+(C^n) qerez ^D_+(V ). GovorØt, qto funkcii

f, g ∈ D(C^n) nahodØtsØ v obwem poloßenii, esli ^f (x) ≠ ^g(x) dlØ

fflementov x, probega¸wih otkrytoe vs¸du plotnoe mnoßestvo v V .

DlØ funkciæ f, g ∈ D(C^n) i nenulevoæ konstanty c verny sledu¸wie ravenstva: 1) ^fg = ^f + ^g; 2) | ^f| = ^f ; ^cf = f; ^c = 0; 3) ( [f + g)(x) = max{ ^f (x), ^g(x)} p.v., esli f i g neotricatel~ny na V_+ (to est~ f, g ∈ D_+(C^n)) ili f i g – funkcii obwego poloßeniØ.

Levye qasti fftih uravneniæ opredeleny avtomatiqeski.

Mnoßestvo D_+(C^n) imeet estestvennu¸ strukturu polukol~- ca otnositel~no obyqnogo sloßeniØ i umnoßeniØ funkciæ, prinima¸wih znaqenie v C. Mnoßestvo ^D_+(V ) imeet estestvennu¸

DEKVANTOVANIE MASLOVA 163 strukturu idempotentnogo polukol~ca otnositel~no operaciæ

(f ⊕ g)(x) = max{f(x), g(x)}, (f ⊙ g)(x) = f(x) + g(x); fflementy

iz ^D_+(V ) moßno rassmatrivat~ kak funkcii, prinima¸wie znaqeniØ v R_{max}. Preobrazovanie dekvantovaniØ poroßdaet gomomorfizm iz D_+(C^n) v ^D_+(V ).

10.2. Prostye funkcii. DlØ l¸bogo nenulevogo qisla a ∈ C i l¸bogo vektora d = (d_1, . . . , d_n) ∈ V = R^n poloßim m_{a,d}(x) = a ∏_n i=1 x^{di}_i ; funkcii takogo vida budem nazyvat~ obobwennymi monomami. Obobwennye monomy opredeleny p.v. na C^n i na V_+, no ne na V , iskl¸qaØ sluqaæ, kogda d_i ØvlØ¸tsØ celymi ili podhodØwimi racional~nymi qislami. Nazovem funkci¸ f obobwennym polinomom, esli ona predstavlØet soboæ koneqnu¸ summu lineæno nezavisimyh obobwennyh monomov. Naprimer, polinomy Lorana ØvlØ¸tsØ obobwennymi polinomami.

Kak obyqno, dlØ x, y ∈ V poloßim (x, y) = x_1y_1 + · · · + x_ny_n. Legko pokazat~, qto esli f – obobwennyæ monom m_{a,d}(x), to ^f – lineænaØ funkciØ x → (d, x). Esli f – obobwennyæ polinom, to ^f – sublineænaØ funkciØ.

Napomnim, qto vewestvennaØ funkciØ p, opredelennaØ na V =

R^n, sublineæna, esli p = sup_α p_α, gde {p_α} – semeæstvo lineænyh

funkciæ. Sublineænye funkcii, opredelennye vs¸du na V = R^n, vypukly; sledovatel~no, oni nepreryvny. V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ tol~ko takie sublineænye funkcii. Pust~ p – nepreryvnaØ funkciØ na V , togda p sublineæna v toqnosti togda, kogda

1) p(x + y) ≤ p(x) + p(y) dlØ vseh x, y ∈ V ; 2) p(cx) = cp(x) dlØ vseh x ∈ V , c ∈ R_+.

Esli p_1, p_2 – sublineænye funkcii, to p_1 + p_2 takße ØvlØetsØ sublineænoæ funkcieæ.

Nazovem funkci¸ f ∈ F(C^n) prostoæ, esli ee dekvantovanie ^f suwestvuet i p.v. sovpadaet s nekotoroæ sublineænoæ funkcieæ. DopuskaØ vol~nost~ reqi, budem oboznaqat~ fftu (odnoznaqno opredelennu¸ vs¸du na V ) sublineænu¸ funkci¸ tem ße simvolom ^f .

Napomnim, qto prostye funkcii f i g ØvlØ¸tsØ funkciØmi v obwem poloßenii, esli ^f (x) ≠ ^g(x) dlØ vseh x iz otkrytogo vs¸du plotnogo mnoßestva v V . V qastnosti, obobwennye mono-

164 G. L. LITVINOV my nahodØtsØ v obwem poloßenii togda i tol~ko togda, kogda oni lineæno nezavisimy.

Oboznaqim qerez Sim(C^n) mnoßestvo vseh prostyh funkciæ, opredelennyh na V , i oboznaqim qerez Sim_+(C^n) mnoßestvo

Sim(C^n) ∩ D_+(C^n). Qerez Sbl(V ) oboznaqim mnoßestvo vseh (ne-

preryvnyh) sublineænyh funkciæ, opredelennyh na V = R^n, a qerez Sbl_+(V ) oboznaqim obraz [Sim_+(C^n) mnoßestva Sim_+(C^n) pri preobrazovanii dekvantovaniØ.

Mnoßestvo Sim_+(C^n) ØvlØetsØ podpolukol~com v D_+(C^n), i Sbl_+(V ) ØvlØetsØ idempotentnym podpolukol~com v ^D_+(V ). Preobrazovanie dekvantovaniØ poroßdaet ffpimorfizm polukol~ca Sim_+(C^n) na Sbl_+(V ). Mnoßestvo Sbl(V ) ØvlØetsØ idempotentnym polukol~com otnositel~no operaciæ (f ⊕ g)(x) = max{f(x), g(x)}, (f ⊙ g)(x) = f(x) + g(x). Koneqno, polinomy i obobwennye polinomy ØvlØ¸tsØ prostymi funkciØmi.

Budem govorit~, qto funkcii f, g ∈ D(V ) asimptotiqeski ffkvivalentny, esli ^f = ^g; prostu¸ funkci¸ f nazovem asimptotiqeskim monomom, esli ^f – lineænaØ funkciØ. ProstaØ funkciØ f budet nazyvat~sØ asimptotiqeskim polinomom, esli ^f ØvlØetsØ summoæ koneqnogo qisla neffkvivalentnyh asimptotiqeskih monomov. Kaßdyæ asimptotiqeskiæ polinom ØvlØetsØ prostoæ funkcieæ.

Primer. Primerami asimptotiqeskih polinomov slußat obobwennye polinomy, logarifmiqeskie funkcii ot (obobwennyh) polinomov, proizvedeniØ polinomov i logarifmiqeskih funkciæ. �to sleduet iz naxih opredeleniæ i formuly (11).

10.3. Subdifferencialy sublineænyh funkciæ i mnoßestva N~¸tona dlØ prostyh funkciæ. Horoxo izvestno, qto sovokupnost~ vseh vypuklyh kompaktnyh podmnoßestv v R^n obrazuet idempotentnoe polukol~co S otnositel~no operaciæ Minkovskogo: dlØ A, B ∈ S summa A ⊕ B ØvlØetsØ vypukloæ oboloqkoæ ob¨- edineniØ A ∪ B; proizvedenie A ⊙ B opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: A ⊙ B = { x | x = a + b, gde a ∈ A, b ∈ B}. Na samom dele mnoßestvo S ØvlØetsØ idempotentnym lineænym prostranstvom nad R_{max} (sm., naprimer, rabotu [110]). RazumeetsØ, mnogogranniki N~¸tona v prostranstve V obrazu¸t podpolukol~co N v S.

DEKVANTOVANIE MASLOVA 165 Vospol~zuemsØ nekotorymi fflementarnymi rezul~tatami iz vypuklogo analiza. �ti rezul~taty moßno naæti, naprimer, v knige [118].

DlØ l¸boæ funkcii p ∈ Sbl(V ) poloßim ∂p = { v ∈ V | (v, x) 6 p(x) ∀x ∈ V }. Iz vypuklogo analiza horoxo izvestno, qto dlØ l¸boæ sublineænoæ funkcii p mnoßestvo ∂p est~ v toqnosti subdifferencial ot p v nulevoæ toqke. Sledu¸wee utverßdenie takße horoxo izvestno iz vypuklogo analiza:

Predloßenie 1. Pust~ p1, p2 ∈ Sbl(V ), togda

∂(p_1 + p_2) = ∂p_1 ⊙ ∂p_2 =

{ v ∈ V | v = v_1 + v_2, gde v_1 ∈ ∂p_1, v_2 ∈ ∂p_2 };

∂(max{p_1(x), p_2(x)}) = ∂p_1 ⊕ ∂p_2.

Pust~ p ∈ Sbl(V ). Togda ∂p – nepustoe vypukloe kompaktnoe podmnoßestvo v V .

Sledstvie 2. Otobraßenie p → ∂p ØvlØetsØ gomomorfizmom

idempotentnogo polukol~ca Sbl(V ) v idempotentnoe polukol~co S vseh vypuklyh kompaktnyh podmnoßestv mnoßestva V .

DlØ l¸boæ prostoæ funkcii f ∈ Sim(C^n) oboznaqim qerez

N (f) mnoßestvo ∂( ^f ). Nazovem N (f) mnoßestvom N~¸tona dlØ

funkcii f. Iz privedennogo utverßdeniØ sleduet, qto dlØ l¸- boæ prostoæ funkcii f ee mnoßestvo N~¸tona N (f) ØvlØetsØ nepustym vypuklym kompaktnym podmnoßestvom v V . Teorema. Pust~ f i g – prostye funkcii. Togda

1) N (fg) = N (f) ⊙ N (g) = { v ∈ V | v = v_1 + v_2, gde v_1 ∈ N (f),

v_2 ∈ N (g)};

2) N (f + g) = N (f) ⊕ N (g), esli f_1 i f_2 – funkcii v obwem poloßenii ili f_1, f_2 ∈ Sim_+(C^n) (napomnim, qto N (f) ⊕ N (g) est~ vypuklaØ oboloqka mnoßestva N (f) ∪ N (g)).

Sledstvie 2. Preobrazovanie f → N (f) poroßdaet gomomorfizm

iz Sim_+(C^n) v S.

166 G. L. LITVINOV

Predloßenie 2. Pust~ f = ma,d(x) = a^{∏n}_{i=1} x^{di}_i – (obobwennyæ)

monom; zdes~ d = (d_1, . . ., d_n) ∈ V = R^n i a – nenulevoe kompleksnoe qislo. Togda N (f) = {d}.

Sledstvie 3. Pust~ f =^∑_{d∈D} ma_d,d – (obobwennyæ) polinom. To-

gda N (f) – mnogogrannik ⊕_{d∈D} {d}, t.e. lineænaØ oboloqka koneqnogo mnoßestva D.

�tot vyvod sleduet iz teoremy i predloßeniØ 2. V fftom sluqae N (f) – horoxo izvestnyæ klassiqeskiæ mnogogrannik N~¸- tona polinoma f. Pofftomu sledu¸wee sledstvie oqevidno:

Sledstvie 4. Pust~ f – obobwennyæ ili asimptotiqeskiæ po-

linom. Togda ego mnoßestvo N~¸tona N (f) ØvlØetsØ vypuklym mnogogrannikom.

Primer. Rassmotrim odnomernyæ sluqaæ, t.e. V = R, i poloßim f_1 = a_nx^n +a_{n−1}x^{n−1} +· · ·+a_0 i f_2 = b_mx^m +b_{m−1}x^{m−1} +· · ·+b_0, gde a_n ≠ 0, b_m ≠ 0, a_0 ≠ 0, b_0 ≠ 0. Togda N (f_1) sovpadaet s otrezkom [0, n] i N (f_2) – s otrezkom [0, m]. Pofftomu preobrazovanie

f → N (f) sootvetstvuet preobrazovani¸ f → deg(f), gde deg(f)

– stepen~ polinoma f. Pri fftom, v sootvetstvii s teoremoæ,

deg(fg) = deg f + deg g i deg(f + g) = max{deg f, deg g} = max{n, m},

esli a_i ≥ 0, b_i ≥ 0 ili esli f i g nahodØtsØ v obwem poloßenii.

11. Dekvantovanie geometrii

IdempotentnaØ versiØ vewestvennoæ algebraiqeskoæ geometrii byla otkryta O. Viro i predstavlena v ego doklade na kongresse v Barselone [172]. IshodØ iz idempotentnogo principa sootvetstviØ, O. Viro postroil kusoqno-lineænu¸ geometri¸ mnogogrannikov special~nogo vida v koneqnomernyh ffvklidovyh prostranstvah kak rezul~tat dekvantovaniØ Maslova obyqnoæ vewestvennoæ algebraiqeskoæ geometrii. On ukazal na vaßnye priloßeniØ k vewestvennoæ algebraiqeskoæ geometrii (naprimer, v ramkah 16-oæ problemy Gil~berta o postroenii vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ s predpisannymi svoæstvami i parametrami) i na svØz~ s kompleksnoæ algebraiqeskoæ geometrieæ i amebami v smysle I. M. Gel~fanda, M. M. Kapranova i A. V. Zelevinskogo (sm. ih knigu [61] i stat~¸ O. Viro [173]). Zatem kompleksnaØ algebraiqeskaØ geometriØ byla dekvantovana G. Mihalkinym s tem ße rezul~tatom;

DEKVANTOVANIE MASLOVA 167 ffta novaØ “idempotentnaØ” (ili asimptotiqeskaØ) geometriØ teper~ qasto nazyvaetsØ tropiqeskoæ algebraiqeskoæ geometrieæ, sm., naprimer, [47, 72, 126–129, 146, 155, 164, 166].

Suwestvuet estestvennaØ svØz~ meßdu dekvantovaniem Maslova i amebami. Pust~ (C^∗)^n – kompleksnyæ tor , gde C^∗ = C\{0} – gruppa nenulevyh kompleksnyh qisel po umnoßeni¸. DlØ

z = (z_1, . . . , z_n) ∈ (C^∗)^n i poloßitel~nogo vewestvennogo qisla

h oboznaqim qerez Log_h(z) = h log(|z|) fflement (h log |z_1|, h log |z_2|, . . ., h log |z_n|) ∈ R^n. Rassmotrim kompleksnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie V ⊂

(C^∗)^n; oboznaqim qerez A_h(V ) mnoßestvo Log_h(V ). Esli h = 1,

to mnoßestvo A(V ) = A_1(V ) nazyvaetsØ ameboæ v V v smysle knigi [61], sm. takße [7, 126, 128, 129, 139, 155, 161, 173]. Ameba

A(V ) ØvlØetsØ zamknutym podmnoßestvom v R^n s nepustym do-

polneniem. Otmetim, qto privedennaØ konstrukciØ zavisit ot vybora sistemy koordinat.

DlØ prostoty vyberem v kaqestve V giperpoverhnost~ v (C^∗)^n, opredelØemu¸ polinomom f; togda suwestvuet deformaciØ fftogo polinoma h → f_h, poroßdennaØ dekvantovaniem Maslova, i

f_h = f dlØ h = 1. Pust~ V_h ⊂ (C^∗)^n ØvlØetsØ mnoßestvom nuleæ

polinoma f_h i A_h(V_h) = Log_h(V_h). Togda suwestvuet tropiqeskoe mnogoobrazie Tro (V ), takoe qto podmnoßestva A_h(V_h) ⊂ R^n shodØtsØ k Tro (V ) v metrike Hausdorfa pri h → 0, sm. [126, 151]. Tropiqeskoe mnogoobrazie Tro (V ) ØvlØetsØ rezul~tatom deformacii ameby A(V ) i dekvantovaniØ Maslova mnogoobraziØ V . Mnoßestvo Tro (V ) poluqilo nazvanie skeleta ameby A(V ). Primer [126]. DlØ prØmoæ V = { (x, y) ∈ (C^∗)^2 | x + y + 1 = 0 } kusoqno lineænyæ graf Tro (V ) predstavlØet soboæ tropiqesku¸ prØmu¸, sm. ris. 3(a). Ameba A(V ) pokazana na ris. 3(b), togda kak ris. 3(c) demonstriruet sootvetstvu¸wu¸ deformaci¸ ameby.

V vaßnoæ rabote [80] (sm. takße [47, 126, 128, 146]) tropiqeskie mnogoobraziØ voznika¸t kak ameby nad nearhimedovymi polØmi.

V 2000 godu M. Konceviq zametil, qto vozmoßno ispol~zovanie nearhimedovyh ameb v pereqislitel~noæ geometrii, sm. [126, razdel 2.4, zameqanie 4]. Metody tropiqeskoæ geometrii ime¸t vaßnye priloßeniØ v algebraiqeskoæ pereqislitel~noæ

168 G. L. LITVINOV

Ris. 3. TropiqeskaØ prØmaØ i ameby.

geometrii, invariantah Gromova–Vittena i Vel~xenße, sm. [59, 72–75, 126–129, 155, 156]. V qastnosti, G. Mihalkin predstavil i dokazal v [127, 129] formulu, pereqislØ¸wu¸ krivye proizvol~nogo roda na toriqeskoæ poverhnosti (sm. takße raboty [60, 72, 73, 131, 155]).

V poslednee vremØ poØvilos~ mnogo drugih rabot po tropiqeskoæ algebraiqeskoæ geometrii i ee priloßeniØm k obyqnoæ (naprimer, kompleksnoæ) algebraiqeskoæ geometrii, a takße k drugim oblastØm, sm., naprimer, [7, 55, 56, 76, 131, 134, 135, 168, 169, 171]. Delo v tom, qto nekotorye trudnye tradicionnye zadaqi mogut byt~ svedeny k ih tropiqeskim versiØm, kotorye, kak moßno nadeØt~sØ, ne tak trudny.

Zametim, qto tropiqeskaØ geometriØ tesno svØzana s izvestnoæ programmoæ M. Konceviqa i ˚. Soæbel~mana, sm., naprimer, [98, 99].

Vvedenie v tropiqesku¸ algebraiqesku¸ geometri¸ izloßeno v rabote [146] (sm. takße [166]). Tem ne menee, v celom sdelany lix~ pervye xagi v tropiqeskoæ/idempotentnoæ geometrii, i zadaqa sistematiqeskogo postroeniØ idempotentnyh versiæ algebraiqeskoæ i analitiqeskoæ geometrii ostaetsØ otkrytoæ.

12. Princip sootvetstviØ dlØ algoritmov i ih komp~¸ternaØ realizaciØ

V idempotentnoæ matematike imeetsØ bol~xoe koliqestvo vaßnyh prikladnyh algoritmov, sm., naprimer, [9, 18, 21, 30,

DEKVANTOVANIE MASLOVA 169 31, 49, 52, 53, 67–69, 72, 84, 87, 93, 96, 102, 104, 106, 107, 114– 116, 127, 129, 146, 150, 166, 174–176, 179, 186, 187]. Idempotentnyæ princip sootvetstviØ spravedliv kak dlØ algoritmov, tak i dlØ ih programmnoæ i apparatnoæ realizacii [102–104, 106, 107]. V qastnosti, blagodarØ principu superpozicii, osobu¸ vaßnost~ priobreta¸t algoritmy lineænoæ algebry. Horoxo izvestno, qto algoritmy lineænoæ algebry udobny dlØ parallel~nyh vyqisleniæ; ih idempotentnye analogi takße dopuska¸t rasparallelivanie. Pofftomu imeetsØ regulØrnyæ sposob ispol~zovat~ parallel~nye vyqisleniØ dlØ rexeniØ mnogih zadaq, vkl¸qaØ osnovnye zadaqi optimizacii. Pri fftom udobno ispol~zovat~ universal~nye algoritmy, ne zavisØwie ot konkretnogo polukol~ca i ot ego konkretnoæ komp~¸ternoæ modeli. ProgrammnaØ realizaciØ polukol~cevyh universal~nyh algoritmov stroitsØ na ob¨ektno-orientirovannom i obobwennom (generic) programmirovanii; programmnye moduli ime¸t delo s abstraktnymi (peremennymi) operaciØmi i tipami dannyh, sm. [102, 104, 106, 107, 116].

Naibolee vaßnye i standartnye algoritmy ime¸t mnogo apparatnyh realizaciæ v vide tehniqeskih ustroæstv ili special~nyh processorov. Takie ustroæstva mogut stat~ prototipami novyh apparatnyh ustroæstv, poroßdennyh zamenoæ tradicionnyh arifmetiqeskih operaciæ na ih polukol~cevye analogi, sm. [102, 104, 107]. Udaqnye i ffffektivnye tehniqeskie idei i rexeniØ mogut byt~ pereneseny iz prototipov v novye apparatnye ustroæstva. Takim obrazom, princip sootvetstviØ poroßdaet regulØrnyæ ffvristiqeskiæ metod dlØ konstruirovaniØ mnogoqislennyh ustroæstv.

13. Idempotentnyæ interval~nyæ analiz

IdempotentnaØ versiØ tradicionnogo interval~nogo analiza izloßena v rabotah [114, 115]. Pust~ S – idempotentnoe polukol~co, nadelennoe standartnym porØdkom. Zamknutym intervalom v S nazovem mnoßestvo vida x = [x, x̄] = {x ∈ S | x ⪯ x ⪯ x̄}, gde fflementy x ⪯ x̄ nazyva¸tsØ nißneæ i verhneæ granicami intervala x. Slabym interval~nym rasxireniem I(S) polukol~ca S nazovem mnoßestvo vseh zamknutyh intervalov S s operaciØmi ⊕ i ⊙, opredelennymi sledu¸wim obrazom: x ⊕ y = [x ⊕ y, x̄ ⊕ ȳ],

x ⊙ y = [x ⊙ y, x̄ ⊙ ȳ]. Mnoßestvo I(S) ØvlØetsØ novym idem-

170 G. L. LITVINOV potentnym polukol~com otnositel~no fftih operaciæ. Dokazano, qto osnovnye interval~nye zadaqi idempotentnoæ lineænoæ algebry ime¸t polinomial~nu¸ sloßnost~, togda kak v obyqnom interval~nom analize zadaqi takogo tipa v obwem sluqae ime¸t NP-sloßnost~. Toqnye interval~nye rexeniØ dlØ diskretnogo stacionarnogo uravneniØ Bellmana (sm. matriqnye uravneniØ, rassmotrennye vyxe, v razdele 6) i dlØ sootvetstvu¸wih optimizacionnyh zadaq postroeny G. L. Litvinovym i A. N. Sobolevskim [114, 115]. Blizkie rezul~taty byli poluqeny v rabote [22].

14. SvØz~ s KAM teorieæ i optimal~nym transportom

Predmet teorii Kolmogorova–Arnol~da–Mozera (KAM) moßno formulirovat~ kak izuqenie invariantnyh podmnoßestv v fazovyh prostranstvah neintegriruemyh gamil~tonovyh dinamiqeskih sistem, ime¸wih tu ße dinamiku i tu ße stepen~ regulØrnosti, qto i integriruemye sistemy (kvaziperiodiqeskoe povedenie). V poslednee vremØ zametnyæ progress byl dostignut blagodarØ variacionnomu podhodu, v kotorom dinamika zadaetsØ ne gamil~tonianom, a lagranßianom. Sootvetstvu- ¸waØ teoriØ byla iniciirovana rabotami S. Obri (S. Aubry) i Dß. N. Mezera (J. N. Mather) i nedavno nazvana slaboæ KAM teorieæ v rabotah A. Fati (A. Fathi) (gotovitsØ k vyhodu ego monografiØ “Weak KAM Theorems in Lagrangian Dynamics”, sm., takße raboty [82, 83, 159, 160]). MinimizaciØ nekotorogo funkcionala vdol~ traektoriæ dvißuwihsØ qastic ØvlØetsØ central~nym punktom drugoæ teorii, a imenno, teorii optimal~nogo transporta, kotoraØ intensivno razvivaetsØ. �ta teoriØ voshodit k rabote G. Monßa “O vyemkah i nasypØh” (1781). SovremennaØ versiØ teorii nosit nazvanie teoriØ optimal~nogo transporta Monßa–Ampera–Kantoroviqa (MAK) (nazvanie vozniklo posle raboty L. V. Kantoroviqa [79]). ImeetsØ shodstvo meßdu fftimi dvumØ teoriØmi i ime¸tsØ vzaimosvØzi s zadaqami idempotentnogo funkcional~nogo analiza (naprimer, s zadaqeæ o sobstvennyh funkciØh “idempotentnyh” integral~nyh operatorov, sm. [159]). PriloßeniØ teorii optimal~nogo transporta k teorii obrabotki dannyh v kosmologii rassmatriva¸tsØ, naprimer, v rabotah [15, 58].

DEKVANTOVANIE MASLOVA 171

15. SvØz~ s logikoæ, neqetkimi mnoßestvami i teorieæ vozmoßnosteæ

Pust~ S – idempotentnoe polukol~co s neætral~nymi fflementami 0 i 1 (napomnim, qto 0 ≠ 1, sm. razd. 2). Togda buleva algebra B = {0, 1} ØvlØetsØ estestvennym podpolukol~com v S. Pofftomu S moßet rassmatrivat~sØ kak obobwennaØ (rasxirennaØ) logika s logiqeskimi operaciØmi ⊕ (diz¨¸nkciØ) i ⊙ (kon¨- ¸nkciØ). Idei takogo roda obsußda¸tsØ vo mnogih stat~Øh i monografiØh, posvØwennyh obobwennym versiØm klassiqeskoæ i, osobenno, kvantovoæ logiki, sm., naprimer, [42, 64, 90, 147, 148].

Pust~ Ω ØvlØetsØ tak nazyvaemym universumom, sostoØwim iz “fflementarnyh sobytiæ”. Oboznaqim qerez F(S) mnoßestvo funkciæ, zadannyh na Ω i prinima¸wih znaqeniØ v S; togda F(S) predstavlØet soboæ idempotentnoe polukol~co otnositel~no potoqeqnogo sloßeniØ i umnoßeniØ funkciæ. Nazovem fflementy iz F(S) obobwennymi neqetkimi mnoßestvami, sm. raboty [64, 100]. Esli S = P, gde P – otrezok [0, 1] s operaciØmi ⊕ = max i ⊙ = min, to my poluqim klassiqeskoe opredelenie neqetkogo mnoßestva (L. A. Zade [180]). RazumeetsØ, funkcii iz F(P), prinima¸wie znaqeniØ v bulevoæ algebre B = {0, 1} ⊂ P, sootvetstvu¸t obyqnym mnoßestvam iz Ω, a polukol~cevye operacii otveqa¸t standartnym operaciØm nad mnoßestvami. V obwem sluqae funkcii iz F(S), prinima¸wie znaqeniØ v B = {0, 1} ⊂ S, mogut rassmatrivat~sØ kak podmnoßestva v Ω. Esli S – rexetka (t.e. x ⊙ y = inf{x, y} i x ⊕ y = sup{x, y}), to obobwennye neqetkie mnoßestva sovpada¸t s L-neqetkimi mnoßestvami v smysle Dß. A. Gogena [63]. Mnoßestvo intervalov I(S) ØvlØetsØ idempotentnym polukol~com (sm. razdel. 11), pofftomu fflementy iz

F(I(S)) mogut rassmatrivat~sØ kak interval~nye (obobwennye)

neqetkie mnoßestva.

Kak horoxo izvestno, klassiqeskaØ teoriØ neqetkih mnoßestv leßit v osnove teorii vozmoßnosteæ [43, 181]. RazumeetsØ, ishodØ iz obobwennoæ teorii neqetkih mnoßestv, moßno analogiqnym obrazom razvit~ obobwennu¸ teori¸ vozmoßnosteæ (sm., naprimer, [43, 90, 100]. Obobwennye teorii mogut byt~ nekommutativnymi; oni vyglØdØt bolee kaqestvennymi i menee koliqestvennymi po sravneni¸ s obyqnoæ teorieæ, predstavlennoæ v rabotah [180, 181]. My vidim, qto idempotentnyæ analiz i te-

172 G. L. LITVINOV oriØ (obobwennyh) neqetkih mnoßestv ime¸t delo s odnimi i temi ße ob¨ektami, a imenno s funkciØmi, prinima¸wimi znaqeniØ v polukol~cah. Tem ne menee, osnovnye zadaqi i metody dlØ obeih teoriæ mogut otliqat~sØ (kak ffto proishodit s teorieæ mery i teorieæ veroØtnosteæ).

16. PriloßeniØ k drugim oblastØm i k smeßnym naukam

Vyxe obsußdalis~ nekotorye priloßeniØ idempotentnoæ matematiki k razliqnym teoretiqeskim i prikladnym oblastØm matematiqeskoæ nauki i vzaimosvØzi idempotentnoæ matematiki s drugimi oblastØmi. RazumeetsØ, oqen~ estestvennoæ oblast~¸ dlØ priloßeniæ ideæ i metodov idempotentnoæ matematiki ØvlØ¸tsØ teoriØ optimizacii i teoriØ optimal~nogo upravleniØ. Po fftoæ teme imeetsØ oqen~ horoxaØ obzornaØ stat~Ø V. N. Kolokol~cova [93]; sm. takße raboty [9, 18, 21, 25, 28–31, 35, 37, 38, 50–53, 67–69, 102, 104, 114, 115, 117, 119–124, 144, 174–176, 179, 186, 187].

Suwestvuet mnogo interesnyh priloßeniæ k differencial~- nym uravneniØm i k stohastiqeskim differencial~nym uravneniØm, sm., naprimer, [50–53, 69, 91, 92, 94, 96, 119–123, 138, 159, 160].

PriloßeniØ k teorii igr obsußda¸tsØ, naprimer, v [95, 96, 122]. Suwestvu¸t interesnye priloßeniØ v biologii (bioinformatike), sm., naprimer, [49, 135, 150]. SvØz~ s matematiqeskoæ morfologieæ i vozmoßnye priloßeniØ rassmatriva¸tsØ v stat~e P. Del Morala i M. Duazi [38] i osobenno v rasxirennoæ preprintnoæ versii fftoæ raboty. ImeetsØ mnogo interesnyh vzaimosvØzeæ s fizikoæ i sootvetstvu¸wih priloßeniæ (kvantovaØ i klassiqeskaØ fizika, statistiqeskaØ fizika, kosmologiØ i t.d.) sm., naprimer, razdel 6 vyxe i raboty [23, 92, 96, 110, 111, 117, 133, 145].

RØd vaßnyh vzaimosvØzeæ i priloßeniæ otnositsØ i k qisto matematiqeskim oblastØm. Tak nazyvaemaØ tropiqeskaØ kombinatorika obsußdaetsØ v bol~xoæ obzornoæ stat~e A. N. Kirillova [87], sm. takße [18, 187]. Interesnye priloßeniØ tropiqeskih polukolec k tradicionnoæ teorii predstavleniæ rassmatriva¸tsØ v rabotah [11, 12, 87]. TropiqeskaØ matematika tesno svØzana s ves~ma populØrnoæ teorieæ klasternyh algebr, osnovannoæ S. Fominym i A. Zelevinskim, sm. ih obzornu¸ rabotu

DEKVANTOVANIE MASLOVA 173 [57]. V oboih sluqaØh prosleßivaetsØ svØz~ s tradicionnoæ teorieæ predstavleniæ grupp Li i s blizkimi zadaqami. Ime¸tsØ vaßnye svØzi s vypuklym analizom i s diskretnym vypuklym analizom, sm., naprimer, [2, 27, 30, 32, 40, 113, 118, 123, 157, 183–185]. Nekotorye rezul~taty po sloßnosti idempotentnyh i tropiqeskih vyqisleniæ mogut byt~ naædeny v rabotah [86, 114, 115, 170]. Interesnye priloßeniØ tropiqeskoæ algebry k teorii kos i k preobrazovaniØm ˚nga–Bakstera (v smysle [16]) moßno naæti v rabotah [34, 45, 46].

NaqinaØ s N. N. Vorob~eva [174–176], mnogie avtory ispol~- zu¸t, Øvno ili neØvno, konstrukcii i rezul~taty idempotentnoæ matematiki v matematiqeskoæ ffkonomike, sm., naprimer, [33, 95, 123, 182, 187].

Literatura

1. M. Akian, Densities of idempotent measures and large deviations. — Trans.

Amer. Math. Soc. 351 (1999), 4515–4543.

2. M. Akian and S. Gaubert, Spectral theorem for convex monotone homogeneous

maps and ergodic control. — Nonlinear Analysis 52 (2003), 637–679. See also

arXiv:math.SP/0110108.

3. M. Akian, S. Gaubert, and V. Kolokoltsov, Set coverings and invertibility of

functional Galois connections. — In [105], 19–52.

4. M. Akian, S. Gaubert, and C. Walsh, The max-plus Martin boundary; arX-

iv:math.MG/0412408 (2004).

5. M. Akian, S. Gaubert, and C. Walsh, Discrete max-plus spectral theory. — In

[105], 53–78.

6. M. Akian, J. P. Quadrat, and M. Viot, Duality between probability and optimiza-

tion. — In [69], 331–353.

7. D. Alessandrini, Amoebas, tropical varieties and compactification of Teichmüller

spaces; arXiv:math.AG/0505269 (2005).

8. S. M. Avdoshin, V. V. Belov, V. P. Maslov, and A. M. Chebotarev. Design of

computational media: mathematical aspects. — In: [124], 9–145.

9. F. Baccelli, G. Cohen, G. J. Olsder, and J.-P. Quadrat, Synchronization and

Linearity: An Algebra for Discrete Event Systems. — John Wiley & Sons Publishers, New York (1992).

10. M. Bardi, I. Capuzzo-Dolcetta, Optimal Control and Viscosity Solutions

of Hamilton–Jacobi–Bellman Equations. — Birkhäuser, Boston–Basel–Berlin (1997).

11. A. Berenstein, S. Fomin, and A. Zelevinsky, Parametrizations of canonical bases

and totally positive matrices. — Adv. Math. 122 (1996), 49–149.

12. A. Berenstein and A. Zelevinsky, Tenzor product multiplicities, canonical bases

and totally positive varieties. — Invent. Math. 143 (2001), 77–128.

13. P. Bernhard, Minimax versus stochastic partial information control. — In: Pro-

ceedings of the 33rd Conference on Decision and Control, Lake Buena Vista, FL,

174 G. L. LITVINOV

December 1994, IEEE (1994), pp. 2572–2577.

14. F. Block and J. Yu, Tropical convexity via cellular resolutions;

arXiv:math.MG/0503279 (2005).

15. Y. Brenier, U. Frisch, M. Hénon, G. Loeper, S. Matarrese, R. Mohayaee, and

A. Sobolevskiĭ, Reconstruction of the early Universe as a convex optimization problem. — Mon. Nat. R. Astron. Soc. 346 (2003), 501–524.

16. V. M. Buhxtaber, OtobraßeniØ ˚nga–Bakstera. — Uspehi mat. nauk 53 (1998), no. 6, 241–242.

17. P. Butkovič, Strong regularity of matrices – a survey of results. — Discrete

Applied Math. 48 (1994), 45–68.

18. P. Butkovič, On the combinatorial aspects of max-algebra. — In [105], 93–104. 19. I. Capuzzo Dolcetta, P.-L. Lions (Eds.), Viscosity solutions and applications. —

Lectures given at the 2nd Session of the C.I.M.E. held in Montecatini Terme, Italy, June 12–20, 1995. Lecture Notes in Mathematics 1660, 1997.

20. B. A. Carré, An algebra for network routing problems. — J. Inst. Appl. 7 (1971),

273–294.

21. B. A. Carré, Graphs and Networks. — The Clarendon Press/Oxford University

Press, Oxford (1979).

22. K. Cechlárová and R. A. Cuninghame-Green, Interval systems of max-separable

linear equations. — Linear Algebra and its Applications 340 (2002), 215–224.

23. Weiren Chou and R. J. Duffin, An additive eigenvalue problem of physics related

HJB equation to linear programming. — Adv. in Applied Mathematics 8 (1987), 486–498.

24. G. Choquet, Theory of capacities. — Ann. Inst. Fourier 5 (1955), 131–295. 25. G. Cohen, S. Gaubert, and J. P. Quadrat, Max-plus algebra and system theory:

where we are and where to go now. — Annual Reviews in Control 23 (1999), 207–219.

26. G. Cohen, S. Gaubert, and J.-P. Quadrat, Duality and separation theorems in

idempotent semimodules. — Linear Algebra and its Applications 379 (2004), 395–422. Also see arXiv:math.FA/0212294.

27. G. Cohen, S. Gaubert, J.-P. Quadrat, and I. Singer, Max-plus convex sets and

functions. — In [105], 105–130.

28. G. Cohen and J.-P. Quadrat (Eds.), 11th International Conference on Analysis

and Optimization Systems. — Springer Lect. Notes on Control and Information Systems 199 (1994).

29. R. A. Cuninghame-Green, Minimax algebra. — Springer Lect. Notes in Eco-

nomics and Mathematical Systems 166, Berlin (1979).

30. R. A. Cuninghame-Green, Minimax algebra and applications. — Advances in

Imaging and Electron Physics 90 (1995), 1–121. (Academic Press, New York).

31. R. Cuninghame-Green and P. Meijer, An algebra for piecewise-linear minimax

problems, Dicsrete Appl. Math. 2 (1980), 267–294.

32. V. I. Danilov, G. A. Koxevoæ, DiskretnaØ vypuklost~. — Zap. nauqn.

semin. POMI 312 (2004), 86–93.

33. V. Danilov, G. Koshevoi, and K. Murota, Discrete convexity and equilibria in

economics with indivisible goods and money. — Math. Soc. Sci. 11 (2001), 251– 273.

DEKVANTOVANIE MASLOVA 175

34. P. Dehornoy, I. Dynnikov, D. Rolfsen, and B. Wiest, Why are braids orderable?

— Panoramas et Synthèses 14, SMF (2002).

35. P. Del Moral, A survey of Maslov optimization theory. — In: V. N. Kolokoltsov

and V. P. Maslov, Idempotent Analysis and Applications, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht (1997), 243–302 (Appendix).

36. P. Del Moral, Feynman–Kac formulae. Genealogical and interacting particle

systems with applications, — Springer, New York (2004).

37. P. Del Moral and M. Doisy, Maslov idempotent probability calculus, I, II. —

Theory of Probability and its Applications 43 (1998), no. 4, 735–751 and 44 (1999), no. 2, 384–400.

38. P. Del Moral and M. Doisy, On the applications of Maslov optimization theory.

— Mathematical Notes 69 (2001), no. 2, 232–244.

39. M. Develin, The moduli space of n tropically collinear points in R^d; arX-

iv:math.CO/0401224 (2004).

40. M. Develin and B. Sturmfels, Tropical covexity; arXiv:math.MG/0308254 (2003). 41. M. Develin, F. Santos, and B. Sturmfels, On the rank of a tropical matrix;

arXiv:math.CO/0312114v2 (2003).

42. A. Di Nola, B. Gerla, Algebras of Lukasiewicz’s logic and their semiring reducts.

— In [105], 131–144.

43. D. Dubois, H. Prade, and R. Sabbadin, Decision-theory foundations of qualita-

tive possibility theory. — European Journal of Operational Research 128 (2001), 459–478.

44. P. S. Dudnikov i S. N. Samborskiæ, �ndomorfizmy polumoduleæ nad polukol~cami s idempotentnoæ operacieæ. — Preprint Matematiqeskogo instituta AN USSR, Kiev, 1987; Izv. AN SSSR, ser. mat. 55 (1991), no. 1, 93–109.

45. I. A. Dynnikov, Ob otobraßeniØh ˚nga–Bakstera i uporØdoqenii Deornua. — Usp. mat. nauk 57 (2002), no. 3, 151–152.

46. I. A. Dynnikov and B. Wiest, On the complexity of braids;

arXiv: math.GT/0403177 (2004).

47. M. Einsiedler, M. Kapranov, and D. Lind, Non-archimedean amoebas and trop-

ical varieties; arXiv:math.AG/0408311 (2004).

48. R. Feynman and A. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals. — McGraw-

Hill, New York (1965).

49. A. V. Finkelstein and M. A. Roytberg, Computation of biopolymers: a general

approach to different problems. — BioSystems 30 (1993), 1–20.

50. W. H. Fleming, Max-Plus Stochastic Control. — In: B. Pasik-Duncan, Ed.,

Stochastic Theory and Control, Lect. Notes in Control and Information Science 280 (2002), 111–119.

51. W. H. Fleming, Max-plus stochastic processes, Applied Math. and Optim. 48

(2004), 159–181.

52. W. H. Fleming and W. M. McEneaney, A max-plus-basedalgorithm for a

Hamilton–Jacobi–Bellman equation of nonlinear filtering. — SIAM J. Control Optim. 38 (2000), no. 3, 683–710.

53. W. H. Fleming and W. M. McEneaney, Max-plus approaches to continuous space

control and dynamic programming. — In [105], 145–160.

176 G. L. LITVINOV 54. W. H. Fleming and H. M. Soner, Controlled Markov processes and viscosity

solutions. — Springer, New York (1993).

55. V. V. Fock, A. B. Goncharov, Moduli spaces of local systems and higher Teich-

muller theory; arXiv:math.AG/0311149 (2003).

56. V. V. Fock, A. B. Goncharov, Cluster ensembles, quantization and the diloga-

rithm; arXiv:math.AG/0311245 (2003).

57. S. Fomin and A. Zelevinsky, Cluster algebras: Notes for the CDM-03 Confer-

ence. — Conf. “Current Developments in Mathematics 2003” held at Harvard University on November 21–22 (2003); arXiv:math.RT/0311493, v. 2 (2003).

58. U. Frisch, S. Matarrese, R. Mohayaee, and A. Sobolevskiĭ, A reconstruction of

the initial conditions of the Universe by optimal mass transportation. — Nature, 417 (May 2002), 260–262.

59. A. Gathmann and H. Markwig, The Caporaso-Harris formula and plane relative

Gromov-Witten invariants in tropical geometry; arXiv:math.AG/0504392 (2005).

60. A. Gathmann and H. Markwig, The numbers of tropical plane curves through

points in general position; arXiv:math.AG/0406099 (2004).

61. I. M. Gelfand, M. M. Kapranov, and A. Zelevinsky, Discriminants, Resultants,

and Multidimensional Determinants. — Birkhäuser, Boston (1994).

62. K. Glazek, A Guide to the Literature on Semirings and Their Applications in

Mathematics and Information Sciences: with Complete Bibliography. — Kluwer Acad. Publ., Dordrecht (2002).

63. J. A. Goguen, L-fuzzy sets. — J. of Math. Anal. Appl. 18 (1967), no. 1, 145–174. 64. J. S. Golan, Semirings and Their Applications. — Kluwer Acad. Publ., Dor-

drecht (1999).

65. J. S. Golan, Power Algebras over Semirings. — Kluwer Acad. Publ., Dordrecht

(1999).

66. J. S. Golan, Semirings and Affine Equations over Them: Theory and Applica-

tions. — Kluwer Acad. Publ., Dordrecht (2003).

67. M. Gondran and M. Minoux, Graphes et Algorithmes. — Editions Eyrolles,

Paris, (1979, 1988).

68. M. Gondran and M. Minoux, Graphes, Dioïdes et Semi-anneaux. — Editions

TEC&DOC, Paris (2001).

69. J. Gunawardena (Ed.), Idempotency. — Publ. of the Newton Institute, Vol. 11,

Cambridge University Press, Cambridge (1998).

70. J. Gunawardena, An introduction to idempotency. — In [69], 1–49. 71. E. Hopf, The partial differential equation ut + uux = μuxx . — Comm. Pure

Appl. Math. 3 (1950), 201–230.

72. I. Itenberg, V. Kharlamov, and E. Shustin, Welschinger invariant and enumer-

ation of real rational curves. — International Mathematics Research Notices 49 (2003), 26–39.

73. I. Itenberg, V. Kharlamov, E. Shustin, Appendix to “Welschinger invariants and

enumeration of real rational curves”; arXiv:math.AG/0312142v2 (2003).

74. I. V. Itenberg, V. M. Harlamov, i E. I. Xustin, LogarifmiqeskaØ ffkvivalentnost~ invariantov Vel~xenße i Gromova–Vittena. — Usp. mat. nauk 59 (2004) no. 6, 85–110.

75. I. Itenberg, V. Kharlamov, E. Shustin, Logarithmic asymptotics of the genus

zero Gromov-Witten invariants of the blown up plane. — Geometry & Topology

DEKVANTOVANIE MASLOVA 177

9 (2005), 483–491; see also arXiv:math.AG/0412533 (2004).

76. Z. Izhakian, Duality of tropical curves; arXiv:math.AG/0503691 (2005). 77. Z. Izhakian, Tropical arithmetic and algebra of tropical matrices;

arXiv:math.AG/0505458 (2005).

78. M. Joswig, Tropical halfspaces; arXiv:math.CO/0312068 (2004). 79. L. V. Kantoroviq, O peremewenii mass. — Dokl. AN SSSR 37 (1942), 227–229.

80. M. M. Kapranov, Amoebas over non-Archimedian fields. — Preprint (2000). 81. Y. Katsov, On flat semimodules over semirings. — Algebra Universalis 51

(2004), 287–299.

82. K. Khanin, D. Khmelëv, and A. Sobolevskiĭ, A blow-up phenomenon in the

Hamilton–Jacobi equation in an unbounded domain. — In [105], 161–180.

83. K. Khanin, D. Khmelëv, and A. Sobolevskiĭ, On velocities of Lagrangian mini-

mizers. — Moscow Math. J. (2005) (in print).

84. K. H. Kim and F. W. Roush, Inclines and incline matrices: a survey. — Linear

Algebra and its Applications 379 (2004), 457–473.

85. K. H. Kim and F. W. Roush, Kapranov rank vs. tropical rank;

arXiv:math.CO/0503044 (2005).

86. K. H. Kim, F. W. Roush, Factorization of polynomials in one variable over the

tropical semiring; arXiv:math.CO/0501167 (2005).

87. A. N. Kirillov, Introduction to tropical combinatorics. — In: A. N. Kirillov and

N. Liskova (Eds.), Physics and Combinatorics 2000, Proc. of the Nagoya 2000 Intern. Workshop, World Scientific, (2001), pp. 82–150.

88. S. C. Kleene, Representation of events in nerve sets and finite automata. — In:

J. McCarthy and C. Shannon (Eds), Automata Studies, Princeton University Press, Princeton, 1956, pp. 3–40.

89. E. P. Klement, R. Mesiar, and E.Pap, Triangular Norms. — Kluwer Acad. Publ.,

Dordrecht (2000).

90. E. P. Klement and E. Pap (Eds.), Mathematics of fuzzy systems. — In: 25th

Linz Seminar on Fuzzy Set Theory, Linz, Austria, Feb. 3–7, 2004. Abstracts. J. Kepler Univ., Linz (2004).

91. V. N. Kolokoltsov, Stochastic Hamilton–Jacobi–Bellman equations and stochas-

tic Hamiltonian systems. — J. of Control and Dynamic Systems 2 (1996), no. 3, 299–319.

92. V. N. Kolokoltsov, Semiclassical analysis for diffusions and stochastic processes.

— Springer Lect Notes in Math. 1724 (2000).

93. V. N. Kolokoltsov, Idempotency structures in optimization. — J. Math. Sci. 104

(2001), no. 1, 847–880.

94. V. N. Kolokoltsov, Small diffusion and fast dying out asymptotics for superpro-

cesses as non-Hamiltonian quasiclassics for evalution equations. — Electr. J. of Probab. 6 (2001), 21; (see http://www.math.washington.edu/¸ ejpecp/).

95. V. N. Kolokoltsov and O. A. Malafeyev, A turnpike theorem in conflict-control

processes with many participants. — In: O. Malafeyev (Ed.), Conflict Models in Economics and Finance, St. Petersburg Univ. Press (1997).

96. V. Kolokoltsov and V. Maslov, Idempotent Analysis and Applications. — Kluwer

Acad. Publ. (1997).

178 G. L. LITVINOV 97. V. Kolokoltsov and A. Tyukov, Small time and semiclassical asymptotics for

stochastic heat equation driven by Levi noise. — Stochastics and Stochastics Reports 75 (2003), no. 1–2, 1–38.

98. M. Kontsevich and Y. Soibelman, Homological mirror symmetry and torus fi-

bration. — In: Symplectic Geometry and Mirror Symmetry (Seoul, 2000), World Sci. Publ., River Edge, N.J. (2001), pp. 203–263.

99. M. Kontsevich and Y. Soibelman, Affine structures and non-Archimedean ana-

lytic spaces; arXiv:math.AG/0406564 (2004).

100. G. L. Litvinov, Dequantization of mathematics, idempotent semirings and fuzzy

sets. — In [90], 113–117.

101. G. L. Litvinov, The Maslov dequantization, idempotent and tropical mathemat-

ics: a very brief introduction. — In [105], 1–17.

102. G. L. Litvinov and V. P. Maslov, Correspondence principle for idempotent cal-

culus and some computer applications, (IHES/M/95/33). — Institut des Hautes Etudes Scientifiques, Bures-sur-Yvette (1995). Also see arXiv:math.GM/0101021.

103. G. L. Litvinov and V. P. Maslov, Idempotent mathematics: correspondence prin-

ciple and applications. — Russian Mathematical Surveys 51 (1996), no. 6, 1210– 1211.

104. G. L. Litvinov and V. P. Maslov, The correspondence principle for idempotent

calculus and some computer applications. — In [69], 420–443.

105 G. L. Litvinov and V. P. Maslov (Eds.), Idempotent Mathematics and Math-

ematical Physics. — Contemporary Mathematics 377, AMS, Providence, RI (2005).

106. G. L. Litvinov and E. V. Maslova, Universal numerical algorithms and their

software implementation. — Programming and Computer Software 26 (2000), no. 5, 275–280. Also see arXiv:math.SC/0102114.

107. G. L. Litvinov, V. P. Maslov, and A. Ya. Rodionov, A unifying approach

to software and hardware design for scientific calculations and idempotent mathematics. — International Sophus Lie Centre, Moscow (2000). Also arX-

iv:math.SC/0101069.

108. G. L. Litvinov, V. P. Maslov, G. B. Xpiz, Lineænye funkcionaly na idempotentnyh prostranstvah. Algebraiqeskiæ podhod. — Dokl. AN SSSR 363 (1998), no. 3, 298–300.

109. G. L. Litvinov, V. P. Maslov, G. B. Xpiz, Tenzornye proizvedeniØ idempotentnyh polumoduleæ. Algebraiqeskiæ podhod. — Mat. zametki 65 (1999), no. 4, 572–585.

110. G. L. Litvinov, V. P. Maslov, G. B. Xpiz, Idempotentnyæ funkcional~nyæ analiz. Algebraiqeskiæ podhod. — Mat. zametki 69 (2001), no. 5, 758–797.

111. G. L. Litvinov, V. P. Maslov, and G. B. Shpiz, Idempotent (asymptotic) analysis

and the representation theory. — In: V. A. Malyshev and A. M. Vershik (Eds.), Asymptotic Combinatorics with Applications to Mathematical Physics. Kluwer Academic Publ., Dordrecht (2002), p. 267–278. Also arXiv:math.RT/0206025.

112. G. L. Litvinov, G. B. Xpiz, ˚dernye polumoduli i teoremy o Ødre.

Algebraiqeskiæ podhod. — Dokl. AN SSSR 386 (2002), no. 3, 300–303. 113. G. L. Litvinov, G. B. Shpiz, The dequantization transform and generalized New-

ton polytopes. — In [105], 181–186.

DEKVANTOVANIE MASLOVA 179

114. G. L. Litvinov, A. N. Sobolevskiæ, Toqnye interval~nye rexeniØ diskretnogo uravneniØ Bellmana i polinomial~naØ sloßnost~ zadaq interval~noæ idempotentnoæ lineænoæ algebry. — Dokl. RAN 374 (2000), no. 2, 304–306.

115. G. L. Litvinov and A. N. Sobolevskiĭ, Idempotent interval analysis and opti-

mization problems. — Reliable Computing 7 (2001), no. 5, 353–377. Also arX-

iv:math.SC/0101080.

116. P. Loreti and M. Pedicini, An object-oriented approach to idempotent analysis:

integral equations as optimal control problems. — In [105], p. 187–208.

117. P. Lotito, J.-P. Quadrat, and E. Mancinelli, Traffic assignment and Gibbs–

Maslov semirings. — In [105], p. 209-220.

118. G. G. Magaril-Il’yaev and V. M. Tikhomirov, Convex analysis: theory and ap-

plications. — Translations of Mathematical Monographs, vol. 222, Amer. Math. Soc., Providence, RI (2003).

119. V. P. Maslov, New superposition principle for optimization problems. — In:

Seminaire sur les Equations aux Dérivées Partielles 1985/86, Centre Math. De l’Ecole Polytechnique, Palaiseau (1986), exposé 24.

120. V. P. Maslov, O novom principe superpozicii dlØ optimizacionnyh zadaq. — Usp. mat. nauk, 42 (1987), no. 3, 39–48.

121. V. P. Maslov, Operatornye metody. — Mir., M. (1973). 122. V. P. Maslov, V. N. Kolokol~cov, Idempotentnyæ analiz i ego primenenie v optimal~nom upravlenii. — Nauka, M. (1994).

123. V. P. Maslov and S. N. Samborskiĭ (Eds), Idempotent analysis. — Adv. in Sov.

Math., vol. 13, AMS, RI (1992).

124. V. P. Maslov and K. A. Volosov (Eds.), Mathematical aspects of computer en-

gineering. Mir, Moscow (1988).

125. D. McCaffrey, Viscosity solutions on Lagrangian manifolds and connections with

tunneling operators. — In [105], 221–238.

126. G. Mikhalkin, Amoebas of algebraic varieties. Notes for the Real Algebraic

and Analytic Geometry Congress, June 11–15, 2001, Rennes, France. Also arX-

iv:math.AG/0108225 (2001).

127. G. Mikhalkin, Counting curves via lattice path in polygons. — C.R. Acad. Sci.

Paris 336 (2003), no. 8, 629–634.

128. G. Mikhalkin, Amoebas of algebraic varieties and tropical geometry. — to be

published in volume “Different Faces in Geometry.” Also arXiv:math.AG/0403015 (2004).

129. G. Mikhalkin, Enumerative tropical algebraic geometry in R^2. — J ACM (2005)

(in press). Also arXiv:math.AG/0312530.

130. E. Nelson, Probability theory and Euclidean field theory. — Constructive Quan-

tum Field Theory, vol. 25, Springer, Berlin (1973).

131. T. Nishinou and B. Siebert, Toric degenerations of toric varieties and tropical

curves; arXiv:math.AG/0409060 (2004).

132. M. Noumi, Y. Yamada, Tropical Robinson–Schensted–Knuth correspondence and

birational Weyl group actions. arXiv:math-ph/0203030 (2002).

133. R. D. Nussbaum, Convergence of iterates of a nonlinear operator arising in

statistical mechanics. — Nonlinearity 4 (1991), 1223–1240.

180 G. L. LITVINOV 134. L. Pachter and B. Sturmfels, Tropical geometry of statistical models.

arXiv:q-bio.QM/0311009v2 (2003).

135. L. Pachter and B. Sturmfels, The mathematics of phylogenomics;

arXiv:math.ST/0409132 (2004).

136. S. N. N. Pandit, A new matrix calculus. — SIAM J. Appl. Math. 9 (1961),

632–639.

137. E. Pap, Pseudo-additive measures and their applications. — In: E. Pap, ed.,

Handbook of Measure Theory, Elsevier, Amsterdam (2002), pp. 1403–1465.

138. E. Pap, Applications of the generated pseudo-analysis to nonlinear partial dif-

ferential equations. — In [105], 239–260.

139. M. Passare and A. Tsikh, Amoebas: their spines and their contours. — In [105],

275–288.

140. J. E. Pin, Tropical semirings. — In [69], 50–60.

141. A. A. Puhalskii, Large Deviations and Idempotent Probability. — Chapman and

Hall/CRC Press, London/Boka Raton, FL. (2001).

142. A. A. Puhalskii, On large deviations convergence of invariant measures. — J.

Theor. Probab. 16 (2003), 689–724.

143 J.-P. Quadrat, Théorèmes asymptotiques en programmation dynamique. —

Comptes Rendus Acad. Sci., Paris 311, (1990), 745–748.

144. J.-P. Quadrat and Max-Plus working group, Max-plus algebra and applications

to system theory and optimal control. — In: Proc. of the Internat. Congress of Mathematicians, Zürich (1994).

145. J.-P. Quadrat and Max-Plus working group, Min-plus linearity and statistical

mechanics. — Markov Processes and Related Fields 3 (1997), no. 4, 565–587.

146. J. Richter-Gebert, B. Sturmfels, and T. Theobald, First steps in tropical geom-

etry. — In [105], 289–318. Also arXiv:math.AG/0306366.

147. K. I. Rosenthal, Quantales and Their Applications. — Pitman Research Notes

in Mathematics Series, Longman Sci.& Tech. (1990).

148. K. I. Rosenthal, The Theory of Quantaloids. — Pitman Research Notes in Math-

ematics Series 348, LongmanHarlow (1996).

149. I. V. Roublev, On minimax and idempotent generalized weak solutions to the

Hamilton–Jacobi equation. — In [105], 319–338.

150. M. A. Roytberg, Fast algorithm for optimal aligning of symbol sequences. —

DIMACS Series in Mathematics and Theoretical Computer Science, 8 (1992), 113–126.

151. H. Rullgård, Polynomial amoebas and convexity. — Preprint, Stokholm Univer-

sity (2001).

152 S. N. Samborski^˘i, A.A. Tarashchan, The Fourier transform and semirings of

Pareto sets. — In: [123], 139–150.

153. E. Schrödinger, Quantization as an eigenvalue problem. — Annalen der Physik

364 (1926), 361–376 [in German].

154. G. B. Xpiz, Rexenie algebraiqeskih uravneniæ v idempotentnyh polupolØh. — Usp. mat. nauk 55 (2000), no. 5, 185–186.

155. E. Shustin, Patchworking singular algebraic curves, non-Archimedian amoebas

and enumerative geometry; arXiv:math.AG/0211278.

156. E. Shustin, A tropical calculation of the Welschinger invariants of real toric Del

Pezzo surfaces; arXiv:math.AG/0504390 (2005).

DEKVANTOVANIE MASLOVA 181

157. I. Singer, Abstract convex analysis. — John Wiley&Sons Inc., New York (1997). 158. I. Singer, Some relations between linear mappings and conjugations in idempo-

tent analysis. — J. Math. Sci. 115 (2003), no. 5, 2610–2630.

159. A. N. Sobolevskiĭ, Aubry-Mather theory and idempotent eigenfunctions of Bell-

man operator. — Commun. Contemp. Math. 1 (1999), no. 4, 517–533.

160. A. N. Sobolevskiĭ, Periodic solutions of the Hamilton-Jacobi equation with a

periodic nonhomogeneity, and the Aubry-Mather theory. — Mat. Sb. 190 (1999), no. 10, 87–104.

161. F. Sottile, Tropical interpolation; arXiv:math.AG/0501146 (2005). 162. D. E. Speyer, Tropical linear spaces; arXiv:math.CO/0410455 (2004). 163. D. Speyer, B. Sturmfels, The tropical Grassmannian; arXiv:math.AG/0304218

(2003).

164. D. Speyer and B. Sturmfels, Tropical mathematics; arXiv:math.CO/0408099

(2004).

165. D. Speyer, L. K. Williams, The tropical totally positive Grassmannian; arX-

iv:math.CO/0312297 (2003).

166. B. Sturmfels, Solving systems of polynomial equations. — CBMS Regional Con-

ference Series in Mathematics, AMS, Providence, RI (2002).

167. A. I. Subbotin, Generalized Solutions of First Order PDEs: The Dynamic Op-

timization Perspective. — Birkhäuser, Boston (1996).

168. A. Szenes and M. Vergne, Mixed toric residues and tropical degenerations; arX-

iv:math.AG/0410064 (2004).

169. J. Tevelev, Tropical compactifications; arXiv:math.AG/0412329 (2004). 170. T. Theobald, On the frontiers of polynomial computations in tropical geometry;

arXiv:math.CO/0411012 (2004).

171. M. D. Vigeland, The group law on a tropical elliptic curve;

arXiv:math.AG/0411485 (2004).

172. O. Viro, Dequantization of real algebraic geometry on a logarithmic paper.

— In: 3rd European Congress of Mathematics, Barcelona (2000). Also arX-

iv:math/0005163.

173. O. Viro, What is an amoeba? — Notices of the Amer. Math, Soc. 49 (2002),

916–917.

174. N. N. Vorob~ev, �kstremal~naØ matriqnaØ algebra. — Dokl AN 152 (1963), no. 1, 1220–1223.

175. N. N. Vorob~ev, �kstremal~naØ algebra poloßitel~nyh matric. —

Elektronische Informationsverarbeitung und Kybernetik 3 (1967), 39–57.

176. N. N. Vorob~ev, �kstremal~naØ algebra neotricatel~nyh matric. —

Elektronische Informationsverarbeitung und Kybernetik 6 (1970), 302–312.

177. E. Wagneur, Dequantization: semi-direct sums of idempotent semimodules. —

In [105], 339–357.

178. C. Walsh, Minimum representing measures in idempotent analysis; arX-

iv:math.MG/0503716 (2005).

179. J. van der Woude and G. J. Olsder, On (min, max, +)-inequalities. — In [105],

358–363.

180. L. A. Zadeh, Fuzzy sets. — Information and Control 8 (1965), 338–353. 181. L. A. Zadeh, Fuzzy sets as a basis for a theory of possibility. — Fuzzy Sets and

Systems, 1 (1978), 3–28.

182 G. L. LITVINOV 182. K. Zimmermann, Extremální Algebra. — Ekonomický ùstav^ˇCSAV, Praha 46

(1976). (in Czech).

183. K. Zimmermann, A general separation theorem in extremal algebras. —

Ekonom.-Mat. Obzor 13 (1977), no. 2, 179–210.

184. K. Zimmermann, Extremally convex functions. — Wiss. Z. Päd. Hochschule

“N. K. Krupskaya” 17 (1979), 147–158.

185. K. Zimmermann, A generalization of convex functions. — Ekonom.-Mat. Obzor

15 (1979), no. 2, 147–158.

186. K. Zimmermann, Solution of some max-separable optimization problems with

inequality constraints. — In [105], 363–370.

187. U. Zimmermann, Linear and combinatorial optimization in ordered algebraic

structures. — Ann. Discrete Math., 10 (1981), 1–380.

Litvinov G. L. The Maslov dequantization, idempotent and tropical mathematics: a brief introduction.

This paper is a brief introduction to idempotent and tropical mathematics. Tropical mathematics can be treated as a result of the so-called Maslov dequantization of the traditional mathematics over numerical fields as the Planck constant ~ tends to zero taking imaginary values.

Postupilo 19 i¸nØ 2005 g.

Nezavisimyæ Moskovskiæ Universitet

E-mail: islc@dol.ru