Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 326, 2005 g.

A. L. Qistov

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ LOKAL^NYH PARAMETROV NEPRIVODIMYH KOMPONENT ALGEBRAIQESKOGO MNOGOOBRAZI˚ V NENULEVO` HARAKTERISTIKE

PosvØwaetsØ Anatoli¸ Moiseeviqu Verxiku s iskrenneæ priznatel~nost~¸ i uvaßeniem

Vvedenie

Pust~ k – beskoneqnoe pole harakteristiki p. Pust~ P^n(k) – n-mernoe proektivnoe prostranstvo nad algebraiqeskim zamykaniem k polØ k s odnorodnymi koordinatami X_0, . . . , X_n. Pust~

W ⊂ P^n(k) – algebraiqeskoe mnogoobrazie, opredelœnnoe nad k i

neprivodimoe nad k. Predpoloßim, qto razmernost~ dim W ravnØetsØ n − s, gde 1 6 s 6 n i stepen~ deg W ravnØetsØ D. Pust~ mnogoobrazie W ØvlØetsØ mnoßestvom nuleæ odnorodnogo ideala ≖ ⊂ k[X_0, . . . , X_n]. V [2] my dokazyvaem, qto lokal~noe kol~co mnogoobraziØ W imeet regulØrnu¸ posledovatel~nost~ (sootvetstvenno, esli p = 0 – posledovatel~nost~ lokal~nyh parametrov), sostoØwu¸ iz s neodnorodnyh mnogoqlenov, proizvedenie stepeneæ men~xih D, umnoßennoe na konstantu, zavisØwu¸ ot n (ffto dokazano v [2] tol~ko v sluqae soverxennogo osnovnogo polØ; no ots¸da oqevidnym obrazom to ße samoe utverßdenie sleduet v obwem sluqae, sm. niße). Dalee, sm. [2], v sluqae, kogda W ØvlØetsØ komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ, zadannogo sistemoæ odnorodnyh polinomial~nyh uravneniæ stepeneæ men~xih d, nad polem nulevoæ harakteristiki, stepeni vseh fftih lokal~nyh parametrov men~xe d, umnoßennogo na konstantu, zavisØwu¸ ot n. Rassmatrivaemye konstanty, zavisØwie ot n, oceniva¸tsØ v [2].

Cel~ nastoØweæ stat~i rasprostranit~ rezul~taty [2], otnosØwiesØ k ocenkam stepeneæ lokal~nyh parametrov mnogoobraziØ W , na sluqaæ nenulevoæ harakteristiki. Imenno, dlØ proizvol~nogo p my dokazyvaem, qto W imeet posledovatel~nost~ lo- 248

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 249 kal~nyh parametrov, sostoØwu¸ iz s neodnorodnyh mnogoqlenov s proizvedeniem stepeneæ, ograniqenym sverhu D, umnoßennym na konstantu, zavisØwu¸ tol~ko ot n, sm. teoremu 1. V sluqae, kogda W ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ, zadannogo sistemoæ odnorodnyh polinomial~nyh uravneniæ so stepenØmi, men~ximi d, i W opredeleno nad k i neprivodimo nad k, stepeni vseh fftih lokal~nyh parametrov men~- xe, qem d, umnoßennoe na konstantu, zavisØwu¸ tol~ko ot n, sm. teoremu 2. �ti konstanty, zavisØwie ot n, oceniva¸tsØ.

Oboznaqim qerez k^{p−∞} soverxennoe zamykanie polØ k. DlØ vsØkogo celogo qisla ν ¿ 0 oboznaqim qerez k^{p−ν} podpole vseh fflementov z ∈ k^{p−∞} , takih qto z^{pν} ∈ k.

Zametim zdes~, qto v obwem sluqae moßno predstavit~ algebraiqeskoe mnogoobrazie V , zadannoe sistemoæ odnorodnyh polinomial~nyh uravneniæ s kofffficientami iz k, stepeneæ, men~- xih d, tol~ko kak ob¨edinenie opredelœnnyh nad k^{p−∞} i neprivodimyh nad k^{p−∞} komponent. Soglasno [1] v deæstvitel~nosti (∗) dlØ vsØkogo 0 6 s 6 n vse neprivodimye komponenty mnogoobraziØ V korazmernosti s, opredelœnnye nad k^{p−∞} , opredeleny takße nad k^{p−ν} dlØ nekotorogo celogo qisla ν ¿ 0, takogo qto p^ν 6 d^{2s}.

Sledovatel~no, esli k soverxenno, to mnogoobrazie V predstavlØetsØ kak ob¨edinenie opredelœnnyh nad k i neprivodimyh nad k komponent. VeroØtno nesloßno dokazat~, qto moßno zamenit~ d^{2s} na d^s v (∗), no nam ffto ne potrebuetsØ.

Teper~, ispol~zuØ teoremu 1 i teoremu 2, my poluqaem analog teoremy 2 [3]. Napomnim posledniæ rezul~tat iz [3]. Rassmotrim proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie V , zadannoe kak mnoßestvo vseh obwih nuleæ semeæstva odnorodnyh mnogoqlenov stepeneæ, men~xih d, otnositel~no n + 1 peremennyh s kofffficientami iz polØ k nulevoæ harakteristiki. V [3] my dokazyvaem, qto V moßet byt~ predstavleno kak ob¨edinenie samoe bol~xee C(n)d^n (sootvetstvenno, C(n)d^{n(n+1)/2}) gladkih kvaziproektivnyh mnogoobraziæ (sootvetstvenno poparno ne pereseka¸wihsØ gladkih kvaziproektivnyh mnogoobraziæ) so stepenØmi (stepen~ kvaziproektivnogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ ravna stepeni ego zamykaniØ v topologii Zarisskogo), ograniqennymi sverhu C(n)d^n, gde C(n) < 2^{2nC} dlØ absol¸tnoæ konstan-

250 A. L. QISTOV ty C > 0. Nebol~xoe ispravlenie utverßdeniØ (vi) teoremy 2 [3] sm. v [4] (ono otnositsØ k ocenkam dlin zapisi kofffficientov iz osnovnogo polØ mnogoqlenov, zada¸wih straty). Soglasno zameqani¸ 4 iz [3], teper~ rezul~tat, analogiqnyæ teoreme 2 [3], spravedliv takße dlØ sluqaØ soverxennogo osnovnogo polØ k nenulevoæ harakteristiki. V teoreme 3 niße my rassmotrim daße sluqaæ, kogda k ne obØzatel~no ØvlØetsØ soverxennym.

DlØ vsØkih mnogoqlenov g_1, . . . , g_m ∈ k[X_0, . . . , X_n] my budem oboznaqat~ qerez Z(g_1, . . . , g_m) mnoßestvo vseh obwih nuleæ fftih mnogoqlenov v P^n(k) (v dal~neæxem my budem ispol~- zovat~ analogiqnye oboznaqeniØ dlØ mnoßestv vseh obwih nuleæ drugih mnogoqlenov ili idealov v proektivnyh ili affinnyh prostranstvah). DlØ l¸bogo proektivnogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ V ⊂ P^n(k) my budem oboznaqat~ qerez I(W ) ⊂

k[X_0, . . . , X_n] odnorodnyæ ideal, sootvetstvu¸wiæ W (analogiq-

nye oboznaqeniØ budut ispol~zovat~sØ dlØ idealov affinnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ i dlØ idealov v kol~cah mnogoqlenov s drugimi polØmi kofffficientov).

Napomnim nekotorye opredeleniØ iz [2].

Opredelenie 1. Pust~ W i ≖ – takie ße, kak i vyxe. Pust~

0 < j 6 s – celoe qislo. Rassmotrim posledovatel~nost~ odnorodnyh mnogoqlenov f_i ∈ ≖, 1 6 i 6 j. Pust~ 0 6 u < j – celoe qislo. Oboznaqim qerez W = W(≖, u) mnoßestvo vseh opredelœnnyh nad k i neprivodimyh nad k komponent E algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(f_1, . . . , f_u), takih qto E ⊃ W . Predpoloßim, qto dlØ vsØkogo celogo qisla 0 6 u < j mnogoqlen f_{u+1} ∈ ≖ ØvlØetsØ mnogoqlenom g naimen~xeæ stepeni, takim qto dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty E ∈ W vypolneno E ⊄ Z(g). Togda l¸bu¸ taku¸ posledovatel~nost~ f_1, . . . , f_j my budem nazyvat~ ≖–posledovatel~nost~¸ (dliny j). Soglasno predloßeni¸ 1, sm. niße, vsegda suwestvuet nekotoraØ ≖-posledovatel~nost~ f_1, . . . , f_s. Opredelenie 2. Pust~ f1, . . . , fs – ≖-posledovatel~nost~. Po

opredeleni¸ poloßim

δ_i(≖) = deg f_i, 1 6 i 6 s.

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 251

Togda, sm. [2, lemma 2 razdela 2], celye qisla δ_i(≖) zavisØt tol~- ko ot ≖ i ne zavisØt ot vybora ≖-posledovatel~nosti. Celoe qislo δ_i(≖) budem nazyvat~ i–oæ stepen~¸, sootvetstvu¸weæ ≖– posledovatel~nosti.

Zametim, qto esli f_1, . . . , f_j ØvlØetsØ ≖-posledovatel~nost~¸, to dlØ vsØkogo 0 6 u 6 j l¸baØ neprivodimaØ komponenta algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(f_1 , . . . , f_u), soderßawaØ V , imeet razmernost~ n−u. V qastnosti, kogda j = s, algebraiqeskoe mnogoobrazie V ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ Z(f_1, . . . , f_s). Zametim takße, qto v obwem sluqae algebraiqeskoe mnogoobrazie Z(f_1, . . . , f_s) moßet imet~ neprivodimye komponenty razmernosti bol~xeæ, qem n − s.

Sledu¸wiæ rezul~tat, sm. [2, teorema 1], dokazan dlØ proizvol~noæ harakteristiki.

Predloßenie 1. Pust~ k – beskoneqnoe pole. Togda suwestvuet

nekotoraØ ≖–posledovatel~nost~ f_1, . . . , f_s. Sledovatel~no, opredeleny δ_i = δ_i(≖) = deg f_i dlØ vsØkogo 1 6 i 6 s. Dalee, sm. [2, teorema 1], dlØ proizvol~nogo p suwestvuet konstanta C ∈ R, takaØ qto spravedlivo neravenstvo

δ_1 · . . . · δ_s 6 n^{2sC} D. (1)

Dokazatel~stvo. Sluqaæ, kogda k ØvlØetsØ soverxennym, est~ v

toqnosti teorema 1 [2]. V obwem sluqae my rasxirØem k do k^{p−∞} i poluqaem ≖-posledovatel~nost~ f_1, . . . , f_s s kofffficientami iz

k^{p−∞} . Poskol~ku W opredeleno nad k i neprivodimo nad k, to

moßno predstavit~ f_i v vide f_i = ∑ 16j6Ni^{λi,jgi,j} , gde vse λ_{i,j} ∈ k^{p−∞} i g_{i,j} ∈ ≖ ØvlØ¸tsØ nenulevymi odnorodnymi mnogoqlenami (s kofffficientami iz k), i deg g_{i,j} = deg f_i dlØ vseh i, j. Sledovatel~no, W ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z ( ∑ 16j6N1^{μ1,jg1,j, . . . ,} ∑ 16j6Ns^{μs,jgs,j} )

dlØ podhodØwih μ_{i,j} ∈ k, 1 6 i 6 s, 1 6 j 6 N_i. �to daœt trebuemu¸ ≖-posledovatel~nost~ s kofffficientami iz k. Predloßenie dokazano.

252 A. L. QISTOV

Zameqanie 1. Zametim, qto dokazatel~stvo togo, qto δi(≖) ne

zavisit ot vybora ≖-posledovatel~nosti, ispol~zuet beskoneqnost~ polØ k. Teorema 1 [2] spravedliva takße dlØ sluqaØ koneqnyh poleæ (no togda ne utverßdaetsØ, qto δ_i ne zavisØt ot vybora ≖-posledovatel~nosti). Legko videt~, qto v dokazatel~- stve trebu¸tsØ tol~ko neznaqitel~nye izmeneniØ. Odnako my ne rassmatrivaem seæqas naibolee obwu¸ situaci¸.

Teper~ my sobiraemsØ sformulirovat~ rezul~taty nastoØweæ stat~i. Teorema 1 i teorema 2, sm. niße, obobwa¸t teoremu 2 i teoremu 3 iz [2] na sluqaæ nenulevoæ harakteristiki.

Teorema 1. Pust~ k – beskoneqnoe pole proizvol~noæ harakteri-

stiki p. Pust~ W = Z(≖) i ≖ – takie ße, kak i vyxe. Togda suwestvu¸t odnorodnye mnogoqleny g_1, . . . , g_s ∈ ≖, gladkaØ toqka x ∈ W i lineænaØ forma L ∈ k[X_0, . . . , X_n], takie qto • L(x) ≠ 0, • nabor g_1/L^{deg g1} , . . . , g_s/L^{deg gs} ØvlØetsØ sistemoæ lokal~nyh parametrov (opredelenie lokal~nyh parametrov, sm., naprimer, v [6]) algebraiqeskogo mnogoobraziØ W v toqke x,

• deg g_i 6 n^{2sC} δ_i(≖), 1 6 i 6 s, dlØ absol¸tnoæ konstanty 0 <

C ∈ R (ona ne zavisit ot p).

V nenulevoæ harakteristike trebuetsØ rassmatrivat~ qetyre sluqaØ v rekursii iz dokazatel~stva teoremy 1 po sravneni¸ s tol~ko odnoæ rekursieæ dlØ nulevoæ harakteristiki, sm. zameqanie 2 razdela 2. Kak sledstvie teoremy 1 i [2, lemma 5], my poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2. Pust~ ϕ1, . . . , ϕm ∈ k[X0, . . . , Xn], m ¿ 1, – proizvol~-

nye odnorodnye mnogoqleny. Pust~ deg ϕ_i < d dlØ vseh 1 6 i 6 m. Predpoloßim, qto suwestvuet opredelœnnaØ nad k i neprivodimaØ nad k komponenta W algebraiqeskogo mnogoobraziØ

Z(ϕ_1, . . . , ϕ_m) ⊂ P^n(k)

vseh obwih nuleæ fftih mnogoqlenov v P^n(k). Pust~ dim W = n−s, gde

16 s 6 n. Togda suwestvu¸t odnorodnye mnogoqleny g1, . . . , gs ∈ ≖,

gladkaØ toqka x ∈ W i lineænaØ forma L ∈ k[X_0, . . . , X_n], takie qto • L(x) ≠ 0,

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 253

• nabor g_1/L^{deg g1} , . . . , g_s/L^{deg gs} ØvlØetsØ sistemoæ lokal~nyh parametrov algebraiqeskogo mnogoobraziØ W v toqke x,

• deg g_i 6 n^{2sC} d, 1 6 i 6 s, gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstan- ta. Teper~ my sobiraemsØ sformulirovat~ analog teoremy 2 [3].

No snaqala nam nado napomnit~ nekotorye opredeleniØ iz [3]. Pust~ f_1, . . . , f_m ∈ k[X_0, . . . , X_n], m ¿ 1, – odnorodnye mnogoqleny (ne sleduet putat~ ih s mnogoqlenami iz opredeleniæ 1, 2 i predloßeniØ 1). Pust~ deg f_i < d dlØ vseh 1 6 i 6 m. Poloßim V ravnym algebraiqeskomu mnogoobrazi¸ Z(f_1 , . . . , f_m) ⊂ P^n(k) vseh obwih nuleæ mnogoqlenov f_1, . . . , f_m v proektivnom prostranstve P^n(k).

Opredelenie 3. Gladkoe pokrytie algebraiqeskogo mnogoobraziØ

V est~ koneqnoe semeæstvo V_α, α ∈ A, (2) gladkih kvaziproektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ V_α ⊂ P^n(k), α ∈ A, takoe qto V predstavlØetsØ kak ob¨edinenie V = ⋃ α∈A V_α. Dalee my trebuem, qtoby vse neprivodimye komponenty V_α imeli odnu i tu ße razmernost~ (kotoraØ zavisit tol~ko ot α). GladkaØ stratifikaciØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V – ffto gladkoe pokrytie V_α, α ∈ A, mnogoobraziØ V , takoe qto V_{α1} ∩V_{α2} = ∅ pri α_1 ≠ α_2.

V [3] my predlagaem novyæ metod dlØ predstavleniØ algebraiqeskih mnogoobraziæ (tol~ko v sluqae nulevoæ harakteristiki). Teper~ my rasxirØem ffto predstavlenie na nenulevu¸ harakteristiku. V utverßdenii teoremy 3 niße osnovnoe pole k ØvlØetsØ koneqnoporoßdœnnym nad primitivnym podpolem (sledovatel~no, ono ne obØzatel~no soverxenno). Imenno, my predstavlØem k v vide k = F_p (t_1, . . . , t_l, θ), l ¿ 0, gde t_1, . . . , t_l algebraiqeski nezavisimy nad polem iz p fflementov F_p, a θ – algebraiqeskiæ separabel~nyæ nad polem F_p (t_1, . . . , t_l) fflement. Dan minimal~- nyæ mnogoqlen F ∈ F_p(t_1, . . . , t_l)[Z] fflementa θ nad F_p (t_1, . . . , t_l). Starxiæ kofffficient lc_Z F mnogoqlena F otnositel~no Z raven 1. V sluqae, kogda k koneqno, t.e., l = 0, my budem trebovat~, qtoby k imelo dostatoqno mnogo fflementov. Imenno, qislo fflementov #k ograniqeno snizu polinomom ot 2^{2nC} d^{n2} dlØ podhodØwego C > 0 (gde deg f_i < d, sm. vyxe). Vsegda moßno rasxirit~

254 A. L. QISTOV osnovnoe pole do polØ k(t_1), ili, drugim sposobom, do koneqnogo polØ k^′ s dostatoqno bol~xim qislom fflementov, i posle fftogo primenit~ teoremu 3.

My predstavlØem kaßdyæ mnogoqlen f = f_i v vide f = 1 a_0 ∑ i_0,... ,i_n ∑ 0≤j<deg_Z F a_{i0,... ,in,j}θ^j X^{i0}_0 · · · X^{in}_n , gde a_0, a_{i0,... ,in,j} ∈ F_p [t_1, . . . , t_l], G C D_{i0,... ,in,j} (a_0, a_{i0,... ,in,j}) = 1. Opredelim dlinu zapisi l(a) fflementa a ∈ F_p pri pomowi formuly l(a) = [log p] + 1 (vs¸du v dal~neæxem log(x) = log_2(x)). Takße dlina zapisi kofffficientov l(f) mnogoqlena f opredelØetsØ kak

l(f) = [log p] + 1 i ego stepen~ kak deg_{tγ} (f) = max_{i0,... ,in,j}{deg_{tγ} (a_0), deg_{tγ} (a_{i0,... ,in,j} )}, gde 1 6 γ 6 l. Analogiqnym obrazom my budem opredelØt~ stepeni i dliny zapisi iz F_p drugih mnogoqlenov, v qastnosti, opredeleny deg_{tγ} F i l(F ) = [log p] + 1.

My budem predpolagat~, qto spravedlivy sledu¸wie ocenki: deg_{X0,... ,Xn} (f_i) < d, deg_{tγ} (f_i) < d_2, deg_Z(F ) < d_1, deg_{tγ} (F ) < d_1.

Dlina zapisi L(f) mnogoqlena f opredelØetsØ kak proizvedenie

l(f) na qislo kofffficientov iz Zmnogoqlena f v plotnom pred-

stavlenii. My imeem ocenku L(f_i) < (( d + n n ) d_1 + 1)d^l_2([log p] + 1 ) . Analogiqno L(F ) < d^{l+1}_1 ([log p]+1). Esli ne ogovoreno protivnoe, to v dal~neæxem my predpolagaem, qto l fiksirovano.

My budem predstavlØt~ toqku z ∈ V s koordinatami iz koneqnogo separabel~nogo rasxireniØ polØ k sledu¸wim obrazom. Izvesten indeks 0 6 i_0 6 n, takoæ qto X_{i0} (z) ≠ 0, i zadan izomorfizm poleæ

k(z) = k((X_1/X_{i0} )(z), . . . , (X_n/X_{i0} )(z)) ≃ k[η] = k[Z]/(Φ), (3)

priqœm ∑ 06i6n^{ci(Xi/Xi}0^{)(z) → η} pod deæstviem (3), kofffficienty c_i ∈ Λ (gde Λ – nekotoroe nebol~xoe podkol~co polØ k, sm.

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 255 niße) zadany i Φ ∈ k[Z] – minimal~nyæ mnogoqlen fflementa η nad k so starxim kofffficientom lc_Z Φ = 1. Takim obrazom, toqka z opredelena s toqnost~¸ do soprØßeniØ nad k, i Φ – separabel~- nyæ mnogoqlen otnositel~no Z. Bolee toqno, predstavlenie (3) zadaœt opredelœnnoe nad k i neprivodimoe nad k algebraiqeskoe mnogoobrazie razmernosti 0.

Pust~ g ∈ k[η] – proizvol~nyæ fflement. Togda g = G(η) dlØ odnoznaqno opredelœnnogo mnogoqlena G ∈ k[Z], takogo qto

deg_Z G < deg_Z Φ. Dlina zapisi kofffficientov l(g), dliny zapisi L(g) i stepeni deg_{tα} g, 1 6 α 6 l, fflementa g opredeleny formu-

lami

l(g) = l(G), L(g) = L(G), deg_{tα} g = deg_{tα} G.

Opredelim dlinu zapisi L(z) toqki z ravnoæ L(Φ) + ∑ 06i6n^{L(} X_i X_{i0} ).

Pust~ teper~ Ξ – proizvol~noe koneqnoe mnoßestvo toqek, opredelœnnoe nad k, i vsØkaØ toqka iz Ξ zadana v vide (3). Sledovatel~no, Ξ opredelØet nul~mernoe algebraiqeskoe mnogoobrazie, opredelœnnoe nad k. Poloßim dlinu zapisi L(Ξ) mnoßestva Ξ ravnoæ summe dlin zapisi ego neprivodimyh nad k komponent.

Faktiqeski, v [3] trebu¸tsØ tol~ko neznaqitel~nye izmeneniØ. Pervoe iz nih otnositsØ k ocenke stepeneæ neseparabel~nosti poleæ opredeleniØ stratov. Vtoroe svØzano s vyborom kofffficientov lineænyh form i drugih mnogoqlenov, sm. niße. Vmesto celyh kofffficientov my vybiraem kofffficienty iz nebol~- xogo podkol~ca Λ polØ k. Esli stepen~ transcendentnosti polØ k nad primitivnym podpolem F_p iz p fflementov ØvlØetsØ nenulevoæ, to my vybiraem fflement λ^{(0)} ∈ k, kotoryæ ØvlØetsØ transcendentnym nad F_p (skaßem, λ^{(0)} = t_1) i polagaem Λ = F_p [λ^{(0)}] ⊂ k. Esli stepen~ transcendentnosti polØ k nad F_p ravna nul¸, to poloßim Λ = k (napomnim, qto v fftom sluqae my predpolagaem, qto k imeet dostatoqno mnogo fflementov, sm. vyxe). Dlina zapisi L(a) proizvol~nogo fflementa a ∈ Λ opredelena, sm. vyxe (naprimer, esli Λ = F_p[λ^{(0)}], to L(a) = (deg_λ(0) (a) + 1)([log p] + 1)).

Pust~ W – kvaziproektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie v

P^n(k) i W opredeleno nad k. Togda predstavim W v vide

W = W^{(1)} \ ∪_26_i6_aW^{(i)}, (4)

gde vse W^{(i)}, 1 6 i 6 a, ØvlØ¸tsØ proektivnymi algebraiqeskimi mnogoobraziØmi v P^n(k), opredelœnnymi nad k. VsØ-

256 A. L. QISTOV koe algebraiqeskoe mnogoobrazie W^{(i)}, 1 6 i 6 a, zadano kak ob¨edinenie nekotoryh neprivodimyh komponent algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}_{m(i)}) ⊂ P^n(k), gde odnorodnye mnogoqleny f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}_{m(i)} ∈ k[X_0, . . . , X_n] zadany. DlØ vsØkogo

1 6 s 6 n oboznaqim qerez V^{(i)}s (sootvetstvenno, W^{(i)}s ) ob¨edi-

nenie vseh neprivodimyh komponent razmernosti n − s mnogoobraziØ Z(f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}_{m(i)}) (sootvetstvenno, W^{(i)}). Sledovatel~no,

W^{(i)}_s ØvlØetsØ ob¨edineniem nekotoryh neprivodimyh komponent V^{(i)}_s . DlØ vsØkogo 1 6 s 6 n zadano semeæstvo lineænyh form L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n} ∈ k[X_0, . . . , X_n] s kofffficientami iz Λ, takoe qto #V^{(i)}_s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n}) < +∞ (5) (qislo toqek koneqno). VsØkaØ toqka ξ ∈ V^{(i)}s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}s,n) ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(f^{(i)}_1 ,

. . . , f^{(i)}_{m(i)}), i pereseqenie kasatel~nyh prostranstv v toqke ξ mno-

goobraziØ V^{(i)}s i Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}s,n) transversal~no, t.e. T_{ξ,V} (i)_s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n}) = {ξ}. (6) Ots¸da sleduet, qto rasxirenie k(ξ) ⊃ k separabel~noe i, sledovatel~no, toqka ξ moßet byt~ predstavlena v vide (3) (s ξ vmesto z). Zadano mnoßestvo toqek

Ξ^{(i)}_s = W^{(i)}_s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n}).

Sledovatel~no, vypolneno sledu¸wee svoæstvo. Pust~ ξ ∈ V^{(i)}s ∩

Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}s,n), i V^′ ØvlØetsØ odnoznaqno opredelœnnoæ ne-

privodimoæ nad k komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ

V^{(i)}_s , takoæ qto ξ ∈ V^′. Togda ξ ∈ Ξ^{(i)}_s v tom i tol~ko v tom sluqae,

esli V^′ ØvlØetsØ komponentoæ mnogoobraziØ W^{(i)}.

Takim obrazom, formal~no prinØtoe v fftoæ stat~e predstavlenie W ØvlØetsØ troækoæ (f, L, Ξ), (7) gde f – semeæstvo mnogoqlenov

f^{(i)}_j , 1 6 j 6 m(i), 1 6 i 6 a, (8)

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 257 L – semeæstvo lineænyh form

L^{(i)}_{s,j}, s + 1 6 j 6 n, 1 6 s 6 n, 1 6 i 6 a, (9)

i Ξ – semeæstvo koneqnyh mnoßestv toqek

Ξ^{(i)}_s , 1 6 s 6 n, 1 6 i 6 a. (10)

Vvedem takße oboznaqenie

Ξ^{(i)} = ⋃ 16s6n^Ξ (i) s . (11)

Zametim, qto zdes~ W opredeleno nad k. My budem ispol~zovat~ ffto predstavlenie takße dlØ drugih poleæ opredeleniØ.

Teper~ my moßem sformulirovat~ analog teoremy 2 [3].

Teorema 3. Pust~ osnovnoe pole k = Fp (t1, . . . , tl, θ) zadano ta-

kim ße obrazom, kak i vyxe. Pust~ odnorodnye mnogoqleny f_1, . . . , f_m ∈ k[X_0, . . . , X_n] i algebraiqeskoe mnogoobrazie V = Z(f_1, . . . , f_m) – takie ße, kak i vyxe. Suwestvuet gladkoe pokrytie (sootvetstvenno, gladkaØ stratifikaciØ) V_α, α ∈ A, algebraiqeskogo mnogoobraziØ V , takoe qto (sootvetstvenno, takaØ qto) vsØkoe kvaziproektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie V_α opredeleno nad k^{p−n(α)} = k_α dlØ celogo qisla n(α) ¿ 0, neprivodimo nad k_α i predstavleno v opisannom vyxe vide (s osnovnym polem k_α vmesto k). Pust~ dim V_α = n − s, gde 1 6 s 6 n i s = s(α) zavisit ot α. Pust~ (7) – postroennoe predstavlenie V_α. Poloßim h_{α,j} = f^{(1)}_j , 1 6 j 6 m(1), i Δ_α = f^{(2)}_1 , esli a ¿ 2, sm. (8). Togda postroennoe predstavlenie V_α udovletvorØet sledu¸wim svoæstvam.

(i) V sluqae gladkogo pokrytiØ a = 2, esli s < n, i a = 1, esli

s = n. V sluqae gladkoæ stratifikacii a 6 2^{2nC} d^{n(n+1)/2}, gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstanta.

(ii) m(1) = s i, esli a ¿ 2, to m(2) = 1. Sledovatel~no, esli

a ¿ 2, to Vα ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ algebrai-

qeskogo mnogoobraziØ Z(h_{α,1}, . . . , h_{α,s}) \ Z(Δ_α) v sluqae gladkogo pokrytiØ (sootvetstvenno, otkrytym v topologii Zarisskogo podmnoßestvom poslednego algebraiqeskogo mnogoobraziØ v sluqae gladkoæ stratifikacii).

258 A. L. QISTOV (iii) Suwestvu¸t lineæno nezavisimye lineænye formy Y_0, . . . , Y_n ∈ k[X_0, . . . , X_n], takie qto X_i = ∑ 06j6n^{xi,jYj} , vse koffffici-

enty x_{i,j} ∈ k, vse x_{i,j} ØvlØ¸tsØ fflementami iz Λ s dlinami zapisi O(2^{nC} + n log d), gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstanta, i

Δ_α = det(∂h_{α,i}/∂Y_j)_16_{i,j}6_s = det ( ∑ 06v6n^{xv,j∂hα,i/∂Xv} ) 16i,j6s^. Sledovatel~no, V_α ØvlØetsØ gladkim algebraiqeskim mnogoobraziem po teoreme o neØvnoæ funkcii. Krome togo, v sluqae gladkogo pokrytiØ moßno vzØt~ Y_i = X_{σ(i)} dlØ nekotoroæ perestanovki σ mnoßestva 0, . . . , n.

(iv) Dliny zapisi kofffficientov iz Λ vseh lineænyh form iz semeæstva L ravny O(2^{nC} + n log d), gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstanta.

(v) DlØ vseh α ∈ A, 1 6 j 6 s(α) stepeni deg_{X0 ,... ,Xn} h_{α,j} men~- xe, qem n^{2s(α)C} d dlØ absol¸tnoæ konstanty 0 < C ∈ R. V sluqae gladkoæ stratifikacii dlØ vseh i > 2, j stepeni deg_{X0 ,... ,Xn} f^{(i)}_j men~xe, qem 2^{2nC} d.

(vi) DlØ vseh α ∈ A, 1 6 j 6 s(α) h_{α,1}, . . . , h_{α,s(α)} ∈ k^{p−ν(α)} [X_0, . . . , X_n], (12) gde p^{ν(α)} 6 n^{2s(α)C} d^{2ns(α)} dlØ absol¸tnoæ konstanty 0 <

C ∈ R. Dalee, dliny zapisi kofffficientov mnogoqlenov h^{pν(α)}_{α,j}

ograniqeny sverhu polinomom ot n^{2s(α)C} d^{ns(α)}, d_1, d_2, M , M_1, m, gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstanta. Nakonec, v sluqae gladkoæ stratifikacii p^{n(α)} 6 2^{2nC} d^{2n2} dlØ absol¸tnoæ konstanty 0 < C ∈ R; dlØ vseh i > 2, j dliny zapisi kofffficientov mnogoqlenov iz semeæstva (f^{(i)}_j )^{pn(α)} , 1 6 j 6 m(i),

1 6 i 6 a, sm. (8), ograniqeny sverhu polinomom ot 2^{2nC} d^{n2} ,

d_1, d_2, M , M_1, m, gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstanta. (vii) Qislo fflementov #A mnoßestva A ograniqeno sverhu veliqinoæ 2^{2nC} d^n v sluqae gladkogo pokrytiØ (sootvetstvenno, 2^{2nC} d^{n(n+1)/2} v sluqae gladkoæ stratifikacii) dlØ absol¸tnoæ konstanty 0 < C ∈ R.

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 259

Nabrosok dokazatel~stva. Utverßdenie sleduet iz zameqa-

niØ 4 [3]. Imenno, primenØØ teoremu 1 i teoremu 2 vmesto teoremy 1 [3] (nam ne trebuetsØ stroit~ seæqas regulØrnye posledovatel~nosti i posledovatel~nosti lokal~nyh parametrov, kak v utverßdeniØh (i) i (ii) posledneæ teoremy, my ispol~zuem tol~ko ih suwestvovanie), qitatel~ moßet povtorit~ vse konstrukcii iz dokazatel~stva teoremy 2 [3] s nebol~ximi modifikaciØmi i poluqit~ vse utverßdeniØ teoremy 3.

Rassmotrim bolee podrobno punkt (vi). Zdes~ dostatoqno dokazat~ tol~ko pervye dva utverßdeniØ, otnosØwiesØ k mnogoqlenam h_{α,1}, . . . , h_{α,s(α)}. Deæstvitel~no, esli oni dokazany dlØ stratov vseh razmernosteæ, to poslednee utverßdenie iz (vi) nemedlenno sleduet iz (ii).

UtverßdeniØ, otnosØwiesØ k mnogoqlenam h_{α,1}, . . . , h_{α,s(α)}, dokazyva¸tsØ indukcieæ po s(α) pri pomowi konstrukcii iz dokazatel~stva teoremy 2 [3]. Zdes~ sleduet ispol~zovat~ (∗), sm. vyxe. My ostavlØem podrobnosti qitatel¸.

1. Predvaritel~nye opredeleniØ i lemmy

V nastoØwem i sledu¸wem razdelah naxa cel~ – dokazat~ teoremu 1. My sleduem konstrukcii iz razdela 10 [2] i rasxirØem eœ na sluqaæ nenulevoæ harakteristiki. Poskol~ku sluqaæ nulevoæ harakteristiki rassmotren v [2], my budem predpolagat~ v dal~neæxem bez ograniqeniØ obwnosti, qto p = char(k) > 0. Krome togo, kak i v dokazatel~stve predloßeniØ 1, my budem sqitat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto pole k ØvlØetsØ soverxennym.

Pust~ odnorodnyæ prostoæ ideal ≖ – tot ße samyæ, qto i vo Vvedenii, algebraiqeskoe mnogoobrazie W est~ Z(≖) v P^n(k) i

D = deg W . Pust~ s ¿ 1. Pust~ Y_0, . . . , Y_n ∈ k[X_0, . . . , X_n] – lineæ-

no nezavisimy lineænye formy, udovletvorØ¸wie sledu¸wim usloviØm:

W ∩ Z(Y_0, Y_{s+1}, . . . , Y_n) = ∅, (13)

W ∩ Z(Y_0, Y_i, Y_{s+1}, . . . , Y_{n−1}) = ∅, 1 6 i 6 s. (14)

Rassmotrim proekcii π : W → P^{n−s}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (Y_0 : Y_{s+1} : . . . : Y_n)

260 A. L. QISTOV i π_i : W → P^{n−s+1}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (Y_0 : Y_i : Y_{s+1} : . . . : Y_n), 1 6 i 6 s.

Vse proekcii π i π_i : W → π_i(W ), 1 6 i 6 s, ØvlØ¸tsØ koneqnymi soglasno (13). Pust~ H_i ∈ k[Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n] – forma, sootvetstvu¸waØ proekcii π_i mnogoobraziØ W dlØ vsØkogo 1 6 i 6 s, sm. opredelenie 6 iz razdela 8 v [2], t.e., ffto – nenulevoæ mnogoqlen naimen~xeæ stepeni, takoæ qto H_i(Y_0, Y_i, Y_{s+1}, . . . , Y_n) obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W . Sledu¸waØ lemma analogiqna lemme 17 [2].

Lemma 1. Pust~ x ∈ W – gladkaØ toqka v P^n(k). Togda suwestvu-

et semeæstvo lineæno nezavisimyh lineænyh form Y_0, . . . , Y_n ∈ k[X_0, . . . , X_n], udovletvorØ¸wih (13), (14) i takih, qto (i) Y_0(x) ≠ 0, (ii) π^{−1}(π(x)) sostoit iz deg W razliqnyh toqek, (iii) qislo fflementov #(Y_i/Y_0)(π^{−1}(π(x))) ravno #π^{−1}(π(x)) dlØ vsØkogo 1 6 i 6 s.

Pust~ L ∈ k[X_0, . . . , X_n] – lineænaØ forma, takaØ qto L(x) ≠ 0. Poloßim

φ_i = H_i(Y_0, Y_i, Y_{s+1}, . . . , Y_n)/L^{deg Hi} , 1 6 i 6 s.

Togda deg H_i = D dlØ vsØkogo 1 6 i 6 s, i φ_1, . . . , φ_s ØvlØetsØ sistemoæ lokal~nyh parametrov algebraiqeskogo mnogoobraziØ W v toqke x (ffto oznaqaet, po opredeleni¸, qto φ_1, . . . , φ_s poroßda- ¸t ideal mnogoobraziØ W v lokal~nom kol~ce O_{x,}Pn_{(k)} toqki x

v P^n(k)).

Dokazatel~stvo. Suwestvovanie lineænyh form Y0, . . . , Yn, udo-

vletvorØ¸wih vsem trebovaniØm, sleduet iz togo, qto lineænye formy otnositel~no X_0, . . . , X_n s transcendentnymi kofffficientami udovletvorØ¸t fftim trebovaniØm. Soglasno (iii) i, naprimer, zameqani¸ pered opredeleniem 6 razdela 8 iz [2],

deg_{Zs} H_i = deg H_i = D = deg W . Sledovatel~no, mnogoqlen H_i ∈ k(Z_0, Z_{s+1}, . . . , Z_n)[Z_s] – separabel~nyæ. Po (ii) differencial d_xπ

proekcii π v toqke x ØvlØetsØ izomorfizmom. Iz teoremy o ne- Øvnoæ funkcii teper~ sleduet, qto φ_1, . . . , φ_s ØvlØetsØ sistemoæ lokal~nyh parametrov W v toqke x. Lemma dokazana.

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 261 Predpoloßim, qto dana ≖-posledovatel~nost~ f_1, . . . , f_s. V fftom i sledu¸wem razdelah my opixem konstrukci¸ lokal~nyh parametrov v toqke algebraiqeskogo mnogoobraziØ W . My postroim mnogoqleny g_1, . . . , g_s iz formulirovki teoremy 1. Pust~

0 6 r < s – celoe qislo. Predpoloßim, qto my uße postroili,

ispol~zuØ rekursi¸ po r, gladku¸ toqku x ∈ W i odnorodnye mnogoqleny g_1, . . . , g_r, f_{r,r+1} , . . . , f_{r,s} ∈ k[X_0, . . . , X_n], takie qto

(a) x ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ mnogoobraziØ Z(g_1, . . . , g_r),

(b) W ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ mnogoobraziØ Z(g_1, . . . , g_r, f_{r,r+1} , . . . , f_{r,s}), (c) x ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ mnogoobraziØ Z(g_1, . . . , g_r, f_{r,r+1} , . . . , f_{r,s}), (d) f_{r,j} = ∑ 16v6j^qr,j,v^fv, gde^qr,j,v^{∈ k[X}0^{, . . . , X}n^] – odnorodnye mnogoqleny i deg q_{r,j,v} = deg f_j − deg f_v dlØ vseh 1 6 v 6 j (tak qto v sluqae bazy rekursii r = 0 dana gladkaØ toqka

x ∈ W , i my polagaem f_{0,j} = f_j dlØ vsØkogo 1 6 j 6 s). Na-

xa cel~ – postroit~ mnogoqlen g_{r+1} i odnorodnye mnogoqleny

f_{r+1,r+2} , . . . , f_{r+1,s}, takie qto svoæstva (a)–(d) udovletvorØ¸tsØ,

esli zamenit~ r na r + 1 (moßet byt~, s drugoæ toqkoæ x).

Pust~ L = X_i dlØ nekotorogo 0 6 i 6 n i L(x) ≠ 0. Sdelav pri neobhodimosti perestanovku koordinat, my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto L = X_0.

Poloßim ψ_i = g_i/X^{deg gi}_0 , 1 6 i 6 r, i ρ_j = f_{r,j} /X^{deg fr,j}_0 , r + 1 6

j 6 s. Rassmotrim sistemu lokal~nyh parametrov φ1, . . . , φs iz

lemmy 1. Po usloviØm (a)–(d) suwestvu¸t indeksy 1 6 i_{r+1} <

. . . < i_s 6 s, takie qto sistema ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{ir+1} , . . . , φ_{is} ØvlØetsØ sistemoæ lokal~nyh parametrov W v toqke x. My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto i_j = j dlØ vseh

r + 1 6 j 6 s.

Oboznaqim qerez Z_i = X_i/X_0 − (X_i/X_0)(x), 1 6 i 6 n, koordinatnye funkcii affinnogo prostranstva A^n (k) = P^n(k)\Z(X_0 ). V dal~neæxem dlØ mnogoqlenov w ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] (sootvetstvenno,

262 A. L. QISTOV

w ∈ k[X_0, . . . , X_n]) stepen~ deg w ØvlØetsØ stepen~¸ otnositel~no Z_1, . . . , Z_n (sootvetstvenno, X_0, . . . , X_n).

Itak, φ_i, ψ_j, ρ_w ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] dlØ vseh i, j, w. Vyberem indeksy

1 6 is+1 < . . . < in 6 n, takie qto sistema ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{is+1} , . . . , Z_{in} ØvlØetsØ sistemoæ lokal~nyh parametrov algebraiqeskogo mnogoobraziØ {x}, sostoØwego iz odnoæ toqki x. My budem predpolagat~, ne umalØØ obwnosti, qto i_j = j pri s + 1 6 j 6 n.

Sdelav pri neobhodimosti perestanovku koordinat Z_1, . . . , Z_s, my budem sqitat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto minor matricy ˚kobi v toqke x nenulevoæ:

Δ = det ((∂ψ_i/∂Z_j ) (x))_16_{i,j}6_r ≠ 0. (15)

Zametim, qto Δ ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] i stepen~ deg Δ ne prevoshodit

−r + deg ψ_1 + . . . + deg ψ_r.

Rassmotrim kol~co formal~nyh stepennyh rØdov

k[[ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n]] = Ω_0. (16)

�to kol~co sovpadaet s kol~com formal~nyh stepennyh rØdov ot Z_1, . . . , Z_n nad k. Sledovatel~no, ono soderßit kol~co

k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0]. Kaßdyæ fflement F kol~ca (16) moßet byt~

predstavlen v vide F = ∑ i_1,... ,i_n¿0 F_{i1,... ,in} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n , (17) gde vse F_{i1,... ,in} prinadleßat k. Poloßim

Ω = k[[ψ_1, . . . , ψ_r, Z_{s+1}, . . . , Z_n]] ⊂ Ω_0.

DifferencirovaniØ ∂/∂ψ_i, 1 6 i 6 r, i ∂/∂φ_i, r + 1 6 j 6 s, opredeleny estestvennym obrazom na kol~ce Ω_0. DifferencirovaniØ ∂/∂Z_i, 1 6 i 6 s, opredeleny estestvennym obrazom na kol~ce k[[Z_1, . . . , Z_n]]. My opredelØem differencirovaniØ ∂/∂Z_i,

1 6 i 6 s, na Ω0 pri pomowi estestvennogo otoßdestvleniØ

Ω_0 = k[[Z_1, . . . , Z_n]].

Poloßim ~≖ = (ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s) ⊂ Ω_0, ⌝ = ~⋚ = (ψ^p_1 , . . . , ψ^p_r , φ^p_{r+1}, . . . , φ^p_s) ⊂ Ω_0,

~≖_r = (ψ_1, . . . , ψ_r) ⊂ Ω_0,

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 263 t.e., ~≖ (sootvetstvenno, ~⋚, ~≖_r) ØvlØetsØ idealom kol~ca Ω_0, poroßdœnnym fflementami ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s (sootvetstvenno,

ψ^p_1 , . . . , ψ^p_r , φ^p_{r+1}, . . . , φ^p_s ili ψ_1, . . . , ψ_r).

Pust~ F ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0]. Togda

F ∈ ~≖ togda i tol~ko togda, kogda Z(F ) ⊃ W \ Z(X_0). (18)

Pust~ vypolnØetsØ (17) i i ¿ 0 – celoe qislo. Poloßim po opredeleni¸

J^{(i)} = {(i_1, . . . , i_n) ∈ Z^n : i_1 + . . . + i_s = i}, F^{(i)} = ∑ (i_1,... ,i_n)∈J^{(i)} F_{i1,... ,in} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n , J = {(i_1, . . . , i_n) ∈ Z^n : i_1 = . . . = i_r = 0 & i_{r+1} , . . . , i_n ¿ 0}, J^{(i)} = {(i_1, . . . , i_n) ∈ J : i_{r+1} + . . . + i_s = i}, F = ∑ (i_1,... ,i_n)∈J F_{i1,... ,in} φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n ,

F^{(i)} = ∑ (i_1,... ,i_n)∈J^{(i)} F_{i1,... ,in} φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n .

Sledovatel~no, F poluqaetsØ podstanovkoæ 0 vmesto ψ_1, . . . , ψ_r v F , i F = ∑ i¿0^{F (i)},^{F = ∑}i¿0^{F (i)}. Dalee, poloßim ord_{1,n}F = min{i_1 + . . . + i_n : F_{i1,... ,in} ≠ 0}, ord_{1,s}F = min{i : F^{(i)} ≠ 0}, ord_{1,s,Ω}F = min{i : F^{(i)} ∉ Ω}, ord_{1,s,q}F = min{i : F^{(i)} ∉ ⌝}, ord_{1,s,Ω+q}F = min{i : F^{(i)} ∉ Ω + ⌝}, ord_{r+1,s}F = min{i : F^{(i)} ≠ 0}, ord_{r+1,s,q}F = min{i : F^{(i)} ∉ ⌝}. Zametim zdes~, qto Ω + ⌝ ⊂ Ω_0 ØvlØetsØ lineænym podprostranstvom. Sledovatel~no, ord_{1,n}F (sootvetstvenno, ord_{1,s}F , ord_{1,s,Ω}F ,

ord_{1,s,q}F , ord_{1,s,Ω+q}F , ord_{r+1,s}F , ord_{r+1,s,q}F ) ØvlØetsØ neotrica-

264 A. L. QISTOV tel~nym celym qislom ili +∞. Oqevidno, qto

ord_{1,n}F 6 ord_{1,s}F 6 ord_{1,s,Ω}F 6 ord_{r+1,s}F 6 ord_{r+1,s,q}F, ord_{1,s}F 6 ord_{1,s,q}F 6 ord_{1,s,Ω+q}F 6 ord_{r+1,s,q}F.

Krome togo,

ord_{r+1,s,q}F ≠ +∞ vleqœt, qto ord_{r+1,s,q}F 6 (s − r)(p − 1), (19) ord_{1,s,q}F ≠ +∞ vleqœt, qto ord_{1,s,q}F 6 s(p − 1), (20) ord_{1,s,Ω+q}F ≠ +∞ vleqœt, qto ord_{1,s,Ω+q}F 6 s(p − 1). (21) Pust~ j ravno ord_{1,s}F (sootvetstvenno, ord_{1,s,q}F , ord_{1,s,Ω}F , ord_{1,s,Ω+q}F , ord_{r+1,s}F , ord_{r+1,s,q}F ). Esli j = +∞, to, po opredeleni¸, F^{(j)} = 0 (sootvetstvenno, F^{(j)}_q = 0, F^{(j)}_Ω = 0, F^{(j)}_{Ω+q} = 0, F^{(j)} = 0, F^{(j)}_q = 0). Dalee, poloßim

F^∗ = F^{(j0)}, gde j_0 = ord_{1,s}F, F^∗_q = F^{(j1)}, gde j_1 = ord_{1,s,q}F, F^∗_Ω = F^{(j2)} , gde j_2 = ord_{1,s,Ω}F, F^∗_{Ω+q} = F^{(j3)}, gde j_3 = ord_{1,s,Ω+q}F, F^∗ = F^{(j4)}, gde j_4 = ord_{r+1,s}F, F^∗_q = F^{(j5)}, gde j_5 = ord_{r+1,s,q}F.

Opredelim takße veduwu¸ formu fflementa F , sm. (17), otnositel~no ψ_1, . . . , ψ_r , φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n po formule

lf(F ) = ∑ i_1+...+i_n=ord_{1,n}F F_{i1,... ,in} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n . Poloßim

I = {(i_1, . . . , i_n) ∈ Z^n : 0 6 i_1, . . . , i_n < p}, (22)

i dlØ vsØkogo I = (i_1, . . . , i_n) ∈ I opredelim Z^I = Z^{i1}_1 · · · Z^{in}_n . Moßno predstavit~ proizvol~nyæ fflement F ∈ k[[Z_1, . . . , Z_n]] v vide F = ∑ I∈I F_I Z^I , (23)

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 265 gde vse F_I = F_{(i1,... ,in)} ∈ k[[Z^p_1 , . . . , Z^p_n]] odnoznaqno opredeleny. Esli F ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], to F_I ∈ k[Z^p_1 , . . . , Z^p_n] i deg_{Z1,... ,Zn} F_I 6 deg_{Z1,... ,Zn} F dlØ vseh I ∈ I. Vvedœm operatory D_j , r + 1 6 j 6 s, differencirovaniØ na kol~ce (16) pri pomowi formul

D_j (F ) = det ∂ψ_1/∂Z_1 . . . ∂ψ_1/∂Z_r ∂ψ_1/∂Z_j . . . . . . . . ∂ψ_r/∂Z_1 . . . ∂ψ_r /∂Z_r ∂ψ_r /∂Z_j ∂F/∂Z_1 . . . ∂F/∂Z_r ∂F/∂Z_j .

Oqevidno, qto esli F ∈ ~≖ i ord_{r+1,s}F > 1, to D_i(F ) ∈ ~≖ dlØ vsØkogo r + 1 6 i 6 s. My imeem

D_i(⌝) ⊂ ⌝, D_i(≖_r ) ⊂ ≖_r, D_i(Ω) = {0}, r + 1 6 i 6 s. (24)

Esli F ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], to dlØ stepeni otnositel~no Z_1, . . . , Z_n verna ocenka

deg D_i(F ) 6 deg F + deg g_1 + . . . + deg g_r − r − 1. (25)

Esli F ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0], to D_i(F ) ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0] dlØ vsØkogo r + 1 6 i 6 s.

Lemma 2. Pust~ F ∈ ⌝. Togda, sm. (23), takße FI ∈ ⌝ dlØ vsØko- go I ∈ I. Dokazatel~stvo. Predstavim F v vide F =^∑_1 6i6r^{aiψ} p i + ∑ r+16j6s^{bjφ} p j , gde vse a_i, b_j iz kol~ca (16). Soglasno (23), my imeem a_i = ∑ I∈I a_{i,I} Z^I , b_j = ∑ I∈I b_{j,I} Z^I , gde vse a_{i,I} , b_{j,I} ∈ k[[Z^p_1 , . . . , Z^p_n]]. Togda,

oqevidno, F_I = ∑ 16i6r^{ai,Iψ} p i + ∑ r+16j6s^{bj,I φ} p j dlØ vsØkogo I ∈ I. Sle-

dovatel~no, F_I ∈ ⌝. Lemma dokazana.

Lemma 3. Pust~ F ∈^~≖∩k[Z1, . . . , Zn] i ν = ord1,s,qF < ord1,s,Ω+qF .

Napomnim, qto Δ opredeleno soglasno (15). Poloßim

I_ν = {(i_1, . . . , i_r) ∈ Z^r : 0 6 i_1, . . . , i_r 6 p − 1 & i_1 + . . . + i_r = ν}.

Togda suwestvu¸t mnogoqleny Δ_{i1,... ,ir} ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] dlØ vsØkogo (i_1, . . . , i_r ) ∈ I_ν i mnogoqlen ~F ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] takie, qto

Δ^νF = ~F + ∑ (i_1,... ,i_r)∈I_ν Δ_{i1,... ,ir} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r , (26)

266 A. L. QISTOV gde pri vseh (i_1, . . . , i_r ) ∈ I_ν dlØ stepeni otnositel~no Z_1, . . . , Z_n verna ocenka deg(Δ_{i1,... ,ir} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r ) 6 deg(F ) + ν(−r + deg ψ_1 + . . . + deg ψ_r ), (27) i ord_{1,s,q} ~F > ord_{1,s,q}F, ord_{r+1,s} ~F = ord_{r+1,s}F. (28)

Dokazatel~stvo. My imeem

F^∗_q = ∑ (i_1,... ,i_r)∈I_ν α_{i1,... ,ir} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r + Q, gde vse α_{i1,... ,ir} ∈ k[[Z_{s+1}, . . . , Z_n]] i Q ∈ ⌝. Pokaßem, qto dlØ vsØkogo (i_1, . . . , i_r) ∈ I_ν suwestvu¸t mnogoqlen Δ_{i1,... ,ir} ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] i fflement ~α_{i1,... ,ir} ∈ k[[Z_{s+1}, . . . , Z_n]], takie qto Δ^να_{i1,... ,ir} = Δ_{i1,... ,ir} + ~α_{i1,... ,ir} , (29) ord_{1,s} ~α_{i1,... ,ir} > 0 (30) i vypolnØetsØ (27). Oqevidno, ots¸da sleduet utverßdenie lem- my. My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto i_1 > 0 i ord_{1,s}α_{i1,... ,ir} = 0. Teper~ ∂F ∂Z_j = ∑ 16i6r ∂F ∂ψ_i ∂ψ_i ∂Z_j + Q_j, 1 6 j 6 r,

gde Q_j ∈ k[[Z_1, . . . , Z_n]] i ord_{1,s,q}Q_j ¿ ord_{1,s,q}F . Sledovatel~no, po pravilu Kramera Δ ∂F ∂ψ_1 = ∑ 16j6r^{Δ1,j} ∂F ∂Z_j + Q^′, 1 6 i 6 r, (31)

gde Δ_{1,j} ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], 1 6 j 6 r; Q^′ ∈ k[[Z_1, . . . , Z_n]]; ord_{1,s,q}Q^′ ¿

ord_{1,s,q}F i deg ( Δ_{1,j} ∂F ∂Z_j ) 6 −r + deg(F ) +^∑_{26i6r} deg ψi (32)

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 267 dlØ vsØkogo 1 6 j 6 r. Poloßim H = ∑ 16j6r^{(Δ}1,j^{∂F /∂Z}j^). Teper~

ν − 1 = ord_{1,s,q}H < ord_{1,s,Ω+q}H

soglasno (31) i poskol~ku ord_{1,s}α_{i1,... ,in} = 0. Dalee,

H^∗_q = Δ(x) ∑ (i_1,... ,i_r)∈I_ν , i_1>0 i_1α_{i1,... ,ir} ψ^{i1 −1}_1 ψ^{i2}_2 · . . . · ψ^{ir}_r + Q^{′′}, (33) gde Q^{′′} ∈ k[[Z_1, . . . , Z_n]] i ord_{1,s,q}Q^{′′} ¿ ord_{1,s,q}F . Esli ν = 1, to iz (33) i (32) sledu¸t (29) i (30). Esli ν > 1, to my ispol~zuem indukci¸ po ν. PrimenØØ indukcionnoe predpoloßenie dlØ H, my poluqaem Δ^{ν−1}(Δi_1α_{i1,... ,ir} ) = Δ^′_{i1−1,i2,... ,ir} + α^′_{i1−1,i2... ,ir} , gde ord_{1,s}α^′_{i1−1,i2... ,ir} > 0 i, soglasno (27) (s ν − 1 vmesto ν), deg(Δ^′_{i1−1,i2,... ,ir} ψ^{i1−1}_1 ψ^{i2}_2 · . . . · ψ^{ir}_r ) 6 deg(H) + (ν − 1)(−r + deg ψ_1 + . . . + deg ψ_r ) 6 deg(F ) − deg ψ_1 + ν(−r + deg ψ_1 + . . . + deg ψ_r ).

Poloßim Δ_{i1,...ir} = i^{−1}_1 Δ^′_{i1−1,i2,... ,ir} . Togda vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (29), (30). Lemma dokazana.

Lemma 4. Pust~ 0 ≠ F ∈^~≖ i

0 < ν = ord_{1,s,q}F = ord_{1,s,Ω+q}F < ord_{r+1,s,q}F. Togda suwestvuet celoe qislo 1 6 j 6 r, takoe qto

ord_{1,s,q} ( ∂F ∂Z_j ) = ord_{1,s,Ω+q} ( ∂F ∂Z_j ) = ν − 1, (34)

gde ∂/∂Z_j ØvlØetsØ differencirovaniem kol~ca k[[Z_1, . . . , Z_n]] = Ω_0.

Dokazatel~stvo. Suwestvuet (i1, . . . , in) ∈ I, sm. (22), takoe qto

F_{i1,... ,in} ≠ 0, i_1 + . . .+ i_s = ν, i_1 + . . .+ i_r < ν i summa i_1 + . . .+ i_r = ν_1

maksimal~no vozmoßnaØ. Togda ν_1 > 0, poskol~ku ord_{1,s,Ω+q}F <

ord_{r+1,s,q}F . DlØ vseh celyh qisel a ¿ b ¿ 0 poloßim J_{a,b} = {(i_1, . . . , i_n) ∈ Z^n : i_1 + . . . + i_s = a & i_1 + . . . + i_r = b}, Q = ∑ (i_1,... ,i_n)∈J_{ν,ν1} F_{i1,... ,in} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n .

268 A. L. QISTOV Predstavim^{∂Q}_{∂Zj} v vide ∂Q ∂Z_j = ∑ (i_1,... ,i_n)∈Z^n Q_{j,i1,... ,in} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n , gde vse kofffficienty Q_{j,i1,... ,in} ∈ k. My imeem ord_{1,s}(∂F^{(i)}/∂Z_j ) ¿

i − 1 dlØ vsØkogo i ¿ 1 i 1 6 j 6 r, i ( ∂ ∂Z_j ) (⌝) ⊂ ⌝ (35)

dlØ vsØkogo 1 6 j 6 r. Sledovatel~no, dlØ vsØkogo (i_1, . . . , i_n) ∈

J_{ν−1,ν1−1} kofffficient proizvodnoæ ∂F/∂Z_j pri ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . .·φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} ·. . .·Z^{in}_n raven Q_{j,i1,... ,in} . Pofftomu dostatoqno dokazat~,

qto Q_{j,i1,... ,in} ≠ 0 dlØ nekotorogo 1 6 j 6 r i (i_1, . . . , i_n) ∈ J_{ν−1,ν1−1}.

Napomnim, qto ∂/∂ψ_i, 1 6 i 6 r, ØvlØetsØ estestvennym differencirovaniem kol~ca Ω_0. Suwestvuet 1 6 i 6 r, takoe qto

∂Q/∂ψ_i ≠ 0. Poloßim

μ = min{ord_{1,n}(∂Q/∂ψ_i) : 1 6 i 6 r}, I = {i : ord_{1,n}(∂Q/∂ψ_i) = μ & 1 6 i 6 r}, I_j = {i : (∂ψ_i/∂Z_j )(x) ≠ 0 & 1 6 i 6 r}, 1 6 j 6 r.

My imeem: ∑ (i_1,... ,i_n)∈J_{ν−1,ν1 −1} Q_{j,i1,... ,in} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n = ∑ i∈I_j ∂Q ∂ψ_i ( ∂ψ_i ∂Z_j )_∗ . (36)

Dalee, lf ( ∑ i∈I_j ∂Q ∂ψ_i ( ∂ψ_i ∂Z_j )_∗ ) = ∑ i∈I lf ( ∂Q ∂ψ_i )( ∂ψ_i ∂Z_j ) (x). (37)

Soglasno (15) suwestvuet 1 6 j 6 r, takoe qto summa v pravoæ qasti (37) – nenulevaØ. Togda soglasno (37) summa v pravoæ qasti (36) – nenulevaØ. Lemma dokazana.

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 269

Lemma 5. Pust~ F ∈^~≖ i ordr+1,s,qF < +∞. Togda suwestvuet i,

r + 1 6 i 6 s, takoe qto

ord_{r+1,s,q}(D_i(F )) = ord_{r+1,s,q}(F ) − 1. (38)

Dokazatel~stvo. Napomnim, qto ∂/∂φj , r + 1 6 j 6 s, ØvlØ-

etsØ estestvennym differencirovaniem kol~ca (16). Poloßim

ν_0 = ord_{r+1,s,q}F . Poskol~ku ν_0 < +∞, to suwestvuet (i_1, . . . , i_n) ∈ I ∩ J^{(ν0)}, takoe qto kofffficient F_{i1,... ,in} otliqen ot nulØ, sm.

(17). Sledovatel~no, suwestvuet j_0, r + 1 6 j_0 6 s, takoe qto ∂F^∗/∂φ_{j0} ≠ 0. UqityvaØ opredelenie operatorov D_i, (15) i tot fakt, qto l¸baØ lineænaØ kombinaciØ fflementov φ_{r+1} , . . . , φ_s (s po kraæneæ mere odnim nenulevym kofffficientom) ØvlØetsØ lokal~nym parametrom v toqke x, ubeßdaemsØ, qto vektory

(D_{r+1}(φ_i)(x), . . . , D_s(φ_i)(x)) ∈ (k)^{s−r}, r + 1 6 i 6 s,

lineæno nezavisimy nad k.

Poloßim ν_1 = min{ord_{1,n}( ∂F^∗_q/∂φ_j ): r + 1 6 j 6 s} i

J = {j : ord_{1,n}( ∂F^∗_q/∂φ_j ) = ν_1 & r + 1 6 j 6 s}.

Togda suwestvuet i, r + 1 6 i 6 s, takoe qto ∑ j∈J lf ( ∂F^∗_q ∂φ_j ) D_i(φ_j )(x) ≠ 0.

Poloßim

J^′ = {j : D_i(φ_j)(x) ≠ 0 & r + 1 6 j 6 s}.

No v fftom sluqae ∑ j∈J lf ( ∂F^∗_q ∂φ_j ) D_i(φ_j )(x) = lf ( ∑ j∈J^′ ∂F^∗_q ∂φ_j D_i(φ_j )^∗ ) ≠ 0. Pofftomu takße ∑ j∈J^′ (∂F ∗ q/∂φ_j) D_i(φ_j )^∗ ≠ 0. Ots¸da vytekaet, qto (D_i(F ))^∗_q = ∑ j∈J^′ ∂F^∗_q ∂φ_j D_i(φ_j )^∗.

270 A. L. QISTOV Sledovatel~no, spravedlivo (38). Lemma dokazana.

Opredelim δ kak naimen~xee celoe qislo, takoe qto

δ ¿^{deg g1 · . . . · deg gr deg fr+1 · . . . · deg fs}

deg W . Sledu¸waØ lemma analogiqna lemme 18 razdela 10 iz [2]. Vsœ ße iz-za eœ vaßnosti my povtorØem dokazatel~stvo.

Lemma 6. Spravedlivo neravenstvo ordr+1,sρr+1 6 δ. Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe. Oboznaqim qerez

ψ_{i,1}, 1 6 i 6 r, φ_{j,1}, r + 1 6 j 6 s formy naimen~xeæ stepe-

ni (ili, qto to ße samoe, nenulevye odnorodnye otnositel~no

Z_1, . . . , Z_n komponenty naimen~xeæ stepeni) v kol~ce k[Z_1, . . . , Z_n]

mnogoqlenov ψ_i, 1 6 i 6 r, φ_j, r + 1 6 j 6 s sootvetstvenno.

Po lemme 16 [2] (ona spravedliva v proizvol~noæ harakteristike) i (13), (14) dlØ vsØkogo r + 1 6 j 6 s suwestvu¸t mnogoqleny q, h_1, . . . , h_s ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], takie qto

h_1ψ_1 + . . . + h_r ψ_r + h_{r+1}ρ_{r+1} + . . . + h_sρ_s = qφ^δ_j

i mnogoqlen q ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na V \ Z(X_0 ). ZamenØØ, esli neobhodimo, toqku x na toqku x_1 ∈ V iz dostatoqno maloæ okrestnosti v topologii Zarisskogo toqki x (ffto svoditsØ k lineænomu avtomorfizmu X_i → X_i + λ_iX_0, λ_i ∈ k, 1 6 i 6 n, mnogoobraziØ P^n(k)), my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto q(x) ≠ 0. Tak qto q ØvlØetsØ obratimym fflementom kol~ca formal~nyh stepennyh rØdov (16). Sledovatel~no, suwestvu¸t mnogoqleny ~h_i ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], kotorye ØvlØ¸tsØ approksimaciØmi fflementov h_i/q iz kol~ca (16), takie qto

~h_1ψ_1 + . . . + ~h_r ψ_r + ~h_{r+1}ρ_{r+1} + . . . + ~h_sρ_s = Φ_j

gde Φ_j ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] – mnogoqlen s formoæ naimen~xeæ stepeni v kol~ce (16), ravnoæ φ^δ_j . Sledovatel~no, forma naimen~xeæ stepeni mnogoqlena Φ_j v kol~ce k[Z_1, . . . , Z_n] est~ φ^δ_{j,1}.

Po naxemu predpoloßeni¸ i (18), primenœnnomu k F = ρ_{r+1} , vse odnorodnye komponenty stepeni men~xeæ, qem δ + 1, proizvedeniØ ~h_{r+1}ρ_{r+1} prinadleßit idealu ≖_r , sm. vyxe. Sledovatel~no, my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto

~h_{r+1} = 0.

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 271 Pofftomu lineænye formy ψ_{i,1}, 1 6 i 6 r, φ_{j,1}, r + 1 6 j 6 s prinadleßat radikalu ideala, poroßdœnnogo formami naimen~xeæ stepeni fflementov ideala (ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+2} , . . . , ρ_s) ⊂ k[Z_1, . . . , Z_n]. No fftot radikal, po opredeleni¸, ØvlØetsØ idealom kasatel~nogo konusa algebraiqeskogo mnogoobraziØ W = Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+2} ,

. . . , ρ_s) v toqke x. Oboznaqim fftot kasatel~nyæ konus qerez con(x, W ). Izvestno, qto dimcon(x, W ) = dim_x W , gde dim_x W –

maksimum razmernosteæ neprivodimyh komponent W , soderßawih toqku x (neposredstvennoe dokazatel~stvo fftogo fakta moßno naæti v [5]).

V silu usloviæ (a)–(d), dim_x W = n − s + 1. S drugoæ storony, suwestvu¸t s lineæno nezavisimyh lineænyh form iz ideala mnogoobraziØ con(x, W ). Sledovatel~no, dimcon(x, W ) 6 n − s <

dim_x W . Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet lemmu.

2. Opisanie osnovnoæ rekursii

Poloßim ρ = ρ_{r+1} . Teper~ my gotovy opisat~ novu¸ rekursi¸ po ρ. V konce fftoæ rekursii pri pomowi poluqennogo fflementa ρ my postroim g_{r+1} i odnorodnye mnogoqleny f_{r+1,r+2} , . . . , f_{r+1,s}, sm. razdel 1. Baza fftoæ rekursii est~ ρ = ρ_{r+1} . RekursiØ naqinaetsØ s pervogo xaga. V naqale kaßdogo xaga ord_{r+1,s}ρ > 1 i ord_{r+1,s}(ρ) < +∞. V konce rekursii my poluqaem fflement ρ, takoæ qto ord_{r+1,s}ρ = 1 (esli ord_{r+1,s}ρ_{r+1} = 1, to fftoæ rekursii ne trebuetsØ).

Opixem obwiæ xag fftoæ rekursii. Oqevidno, vypolnØetsØ odin i tol~ko odin iz sledu¸wih sluqaev:

1) ord_{1,s,q}(ρ) = +∞, 2) ord_{1,s,q}(ρ) < ord_{1,s,Ω+q}(ρ) 6 ord_{r+1,s,q}(ρ) = +∞, 3) ord_{1,s,q}(ρ) = ord_{1,s,Ω+q}(ρ) < ord_{r+1,s,q}(ρ) = +∞, 4) ord_{r+1,s,q}(ρ) < +∞.

Esli spravedlivo 1) (sootvetstvenno, 2), 3), 4)) v naqale rekursivnogo xaga, to my budem govorit~ dlØ kratkosti, qto – ffto xag tipa 1) (sootvetstvenno, 2), 3), 4)).

Predpoloßim, qto vypolneno 1). Togda ρ ∈ ⌝. Predstavim ego v vide ρ = ∑ I∈I ρ_I Z^I , gde vse ρ_I ∈ k[Z^p_1 , . . . , Z^p_n]. Togda, soglas-

no lemme 2, vse ρ_I ∈ ⌝. Sledovatel~no, ρ^{1/p}_I ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] ∩ ~≖,

272 A. L. QISTOV poskol~ku ~≖ – prostoæ ideal. Suwestvuet I_0 ∈ I, takoe qto

ord_{r+1,s}ρ_{I0} 6 ord_{r+1,s}ρ. Poloßim ρ^′ = ρ^{1/p}_{I0} . Teper~

0 < ord_{r+1,s}(ρ^′) 6 ( 1 p ) ord_{r+1,s}ρ, deg ρ^′ 6 ( 1 p ) deg ρ. (39)

Esli ord_{r+1,s}(ρ^′) = 1, to fftot xag ØvlØetsØ zakl¸qitel~nym. My zamenØem ρ na ρ^′. Esli ord_{r+1,s}(ρ^′) > 1, to my perehodim k sledu- ¸wemu xagu rekursii.

Predpoloßim, qto vypolneno 2). Togda poloßim F = ρ v utverßdenii lemmy 3. PrimenØØ fftu lemmu, my poluqaem mnogoqlen ~F . Poloßim ρ^′ = ~F . Togda

ord_{1,s,q}ρ^′ > ord_{1,s,q}ρ, ord_{r+1,s}ρ^′ = ord_{r+1,s}ρ (40)

i, soglasno (26) i (27), spravedlivo neravenstvo

deg ρ^′ 6 deg(F ) + ord_{1,s,q}(ρ)(−r + deg ψ_1 + . . . + deg ψ_r). (41)

My zamenØem ρ na ρ^′ i perehodim k sledu¸wemu xagu rekursii.

Predpoloßim, qto vypolneno 3). Togda my polagaem F = ρ v utverßdenii lemmy 4. PrimenØØ fftu lemmu, my poluqaem indeks

1 6 j 6 r, takoæ qto vypolnØetsØ (34). Poloßim ρ^′ = ∂F/∂Zj .

Togda, soglasno (34),

deg ρ^′ 6 −1 + deg ρ, ord_{1,s,q}ρ^′ = −1 + ord_{1,s,q}ρ, (42)

ord_{1,s,q}(ρ^′) = ord_{1,s,Ω+q}(ρ^′). (43)

Esli ord_{r+1,s}(ρ^′) = 1, to fftot xag ØvlØetsØ zakl¸qitel~nym. My zamenØem ρ na ρ^′. Esli ord_{r+1,s}(ρ^′) > 1, to my perehodim k sledu- ¸wemu xagu rekursii. Zametim, qto seæqas na sledu¸wem xage vypolnØetsØ 3) ili 4).

Predpoloßim, qto vypolneno 4). Togda my polagaem F = ρ v utverßdenii lemmy 5. PrimenØØ fftu lemmu, my poluqaem indeks

1 6 i 6 r, takoæ qto spravedlivo (38). Poloßim ρ^′ = Di(F ).

Togda, soglasno (34),

ord_{r+1,s,q}(ρ^′) = ord_{r+1,s,q}(ρ^′) − 1, (44)

deg(ρ^′) 6 deg(F ) + deg(ψ_1) + . . . + deg(ψ_r) − r − 1. (45)

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 273 Esli ord_{r+1,s}(ρ^′) = 1, to fftot xag ØvlØetsØ zakl¸qitel~nym. My zamenØem ρ na ρ^′. Esli ord_{r+1,s}(ρ^′) > 1, to my perehodim k sledu- ¸wemu xagu rekursii. Zametim, qto seæqas na sledu¸wem xage snova vypolnØetsØ 4).

RekursiØ opisana polnost~¸. V sledu¸weæ lemme my pokazyvaem, qto ona zaverxaetsØ posle koneqnogo qisla xagov. Zametim, qto dlØ vsØkogo xaga rekursii, esli ρ ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0] v naqale xaga, to ρ^′ ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0] v konce fftogo xaga (dlØ xaga tipa 1) ffto sleduet iz togo, qto pole k ØvlØetsØ soverxennym). My imeem ρ_{r+1} ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0]. Sledovatel~no, v konce rekursii ρ ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0].

Zameqanie 2. Analog usloviØ 4) dlØ nulevoæ harakteristiki

est~ ord_{r+1,s}ρ < +∞. Tol~ko fftot sluqaæ ispol~zuetsØ v konstrukcii iz [2, razdel 10]. Takim obrazom, po sravneni¸ s nulevoæ harakteristikoæ nam trebuetsØ rassmotret~ ewœ tri sluqaØ v rekursii.

Lemma 7. OpisannaØ rekursiØ zaverxaetsØ posle koneqnogo qisla

xagov. V konce rekursii ord_{1,s}(ρ) = ord_{r+1,s}(ρ) = 1, i, esli δ < p, to deg ρ 6 deg(ρ_{r+1} ) + (δ − 1)(−r − 1 + deg ψ_1 + . . . + deg ψ_r) (46)

i dlØ proizvol~nogo δ

deg ρ 6 deg(ρ_{r+1} ) p^{μ1} + ( (s − r)(p − 1) + 1 − p^{1−μ} 1 − p^{−1} λ ) (−r + deg ψ_1 + . . . + deg ψ_r ), (47)

gde μ, μ_1 – celye qisla, priqœm

1 6 μ 6 1 + (log δ/ log p), (48)

μ_1 = max{μ − 2, 0}, (49) i λ = 1 + 2 + . . . + s(p − 1) = s(p − 1)(s(p − 1) + 1)/2 6 s^2p^2/2.

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto suwestvu¸t celoe qislo μ ¿ 1,

dve koneqnye posledovatel~nosti celyh qisel a_{2,i}, a_{1,i}, 1 6 i 6

μ − 1 (ffti posledovatel~nosti pusty, esli μ = 1), i celye qisla a_{3,μ}, a_{4,μ+1}, udovletvorØ¸wie sledu¸wim usloviØm:

274 A. L. QISTOV (i) a_{2,i} > 0 dlØ vseh 2 6 i 6 μ − 1 i, esli μ ¿ 2, to a_{2,1} ¿ 0; (ii) a_{1,i} > 0 dlØ vseh 1 6 i 6 μ − 2 i, esli μ ¿ 2, to a_{1,μ−1} ¿ 0; (iii) a_{3,μ} ¿ 0; (iv) a_{4,μ+1} ¿ 0;

(v) v opisannoæ rekursii xag j (napomnim, qto j ¿ 1) imeet tip 2) togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet ν, 0 6 ν 6 μ − 2, takoe qto ∑ 16i6ν^{(a2,i + a1,i) < j} 6 a2,ν+1 +^∑_{16i6ν}(a2,i + a1,i);

(vi) v opisannoæ rekursii xag j imeet tip 1) togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet ν, 0 6 ν 6 μ − 2, takoe qto

a_{2,ν+1} + ∑ 16i6ν^{(a2,i + a1,i) < j} 6^∑_{16i6ν+1}(a2,i + a1,i);

(vii) v opisannoæ rekursii xag j imeet tip 3) togda i tol~ko togda, kogda ∑ 16i6μ−1^{(a2,i + a1,i) < j} 6 a3,μ +^∑_{16i6μ−1}(a2,i + a1,i); (viii) nakonec, v opisannoæ rekursii xag j imeet tip 4) togda i tol~ko togda, kogda

a_{3,μ} + ∑ 16i6μ−1^{(a2,i + a1,i) < j} 6 a4,μ+1 + a3,μ +^∑_{16i6μ−1}(a2,i + a1,i). Deæstvitel~no, predpoloßim, qto xag tipa 3) (sootvetstvenno, 4)) ne ØvlØetsØ zakl¸qitel~nym. Togda, kak my zametili vyxe, sledu¸wiæ xag imeet tip 3) ili 4) (sootvetstvenno, 4)). Pofftomu, soglasno (21) i (42), (sootvetstvenno, (19) i (44)) moßet byt~ tol~ko koneqnoe qislo xagov tipa 3) (sootvetstvenno, 4)). Tak qto teper~, govorØ menee formal~no, nam trebuetsØ dokazat~, qto v opisannoæ rekursii posle koneqnogo neotricatel~- nogo qisla iteraciæ s xagami tipa 1) i 2) my pridœm k xagu tipa 3) ili 4), ili k koncu rekursii.

Soglasno (20) i (40), moßet byt~ tol~ko koneqnoe qislo posledovatel~nyh xagov tipa 2). Posle kaßdogo xaga tipa 2) (sootvetstvenno, 1)) my imeem ord_{r+1,s}(ρ^′) 6 ord_{r+1,s}(ρ) (sootvetstvenno, ord_{r+1,s}(ρ^′) 6 p^{−1}ord_{r+1,s}(ρ)) po (40) (sootvetstvenno,

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 275 (24)). Celoe qislo ord_{r+1,s}(ρ) bol~xe edinicy v naqale l¸bogo xaga. Sledovatel~no, v opisannoæ rekursii moßet byt~ tol~ko koneqnoe qislo posledovatel~nyh xagov tipov 2) ili 1). Takim obrazom, suwestvovanie celogo qisla μ ¿ 1, dvuh koneqnyh posledovatel~nosteæ celyh qisel a_{2,i}, a_{1,i}, 1 6 i 6 μ − 1, i celyh qisel a_{3,μ}, a_{4,μ+1}, udovletvorØ¸wih svoæstvam (i)–(viii), dokazano. Soglasno (39)–(45), esli δ < p, to rekursiØ sostoit tol~ko iz xagov tipa 4), t.e., v fftom sluqae μ = 1 i a_{3,μ} = 0.

Pust~ δ – proizvol~noe. Napomnim, qto ord_{r+1,s}ρ_{r+1} 6 δ soglasno lemme 6. Sledovatel~no, po (40) i (24) vypolnØetsØ neravenstvo δ/p^{μ−1} ¿ 1. Pofftomu spravedlivo (48). Dalee po (20) i (40) my imeem a_{2,i} 6 s(p − 1) pri 1 6 i 6 μ − 1. Napomnim, qto a_{1,i} ¿ 1 pri 1 6 i 6 μ − 2. Sledovatel~no, soglasno (39), (40), (41), posle pervyh ∑ 16i6μ−1^{(a2,i + a1,i)} xagov rekursii dlØ poluqennogo fflementa ρ my imeem ocenku

deg ρ 6 deg(ρ_{r+1} ) p^{μ1} + ( 1 − p1−μ 1 − p^{−1} ) λ(−r + deg ψ_1 + . . . + deg ψ_r). (50)

Soglasno (22), ta ße samaØ ocenka (50) imeet mesto posle pervyh a_{3,μ} + ∑ 16i6μ−1^{(a}2,i^{+ a}1,i^) xagov. Soglasno (19), my imeem

a_{4,μ+1} 6 (s−r)p. V zakl¸qenie, soglasno (44), (45) i (50), v konce

rekursii spravedliva ocenka (47).

Predpoloßim, qto δ < p. Togda rekursiØ sostoit tol~ko iz xagov tipa 4), sm. vyxe. Sledovatel~no, po (44), (45) v konce rekursii vypolnØetsØ (46). Lemma dokazana.

Pust~ ρ ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] – mnogoqlen, poluqennyæ v konce rekursii. Seæqas naxa cel~ – postroit~ g_{r+1} i mnogoqleny

f_{r+1,r+2} , . . . , f_{r+1,s}, t.e., opisat~ rekursi¸ iz razdela 1. Kak my

videli, ρ ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0]∩ ~≖. Pofftomu, soglasno (18), fflement ρ obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W \ Z(X_0). My imeem

ord_{r+1,s}ρ = 1. Sledovatel~no, po lemme 5 suwestvuet i, 1 6 i 6 r,

takoe qto

ord_{r+1,s}D_i(ρ) = 0. (51)

Teper~ iz (18) sleduet, qto D_i(ρ) ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W \Z(X_0 ). Pofftomu soglasno (51) suwestvuet nepustoe otkrytoe v topologii Zarisskogo podmnoßestvo S ⊂ W , takoe qto vsØkaØ toqka y ∈ S ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ mnogoobraziØ W i differencialy v toqke y d_yψ_1, . . . , d_yψ_r, d_yρ

276 A. L. QISTOV lineæno nezavisimy nad k.

Poloßim d_{r+1} = deg(ρ) i

g_{r+1} = ρX^{dr+1}_0 . (52)

Togda g_{r+1} ∈ k[X_0, . . . , X_n] ØvlØetsØ odnorodnym mnogoqlenom. Dalee, dlØ vsØkogo y ∈ S toqka y ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ na algebraiqeskom mnogoobrazii Z(g_1, . . . , g_{r+1}) i dim_y Z(g_1, . . . , g_{r+1}) = n − r − 1. Napomnim opredelenie iz [2], razdel 2.

Opredelenie 4. Pust~ j, 0 < j 6 s, – celoe qislo. Rassmotrim

posledovatel~nost~ odnorodnyh mnogoqlenov θ_i ∈ ≖, 1 6 i 6 j. Pust~ u, 0 6 u < j, – celoe qislo. Oboznaqim, kak i vyxe, qerez W = W(≖, u) mnoßestvo vseh neprivodimyh komponent E, opredelœnnyh nad k, algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(θ_1, . . . , θ_u), takih qto E ⊃ W . Predpoloßim, qto dlØ vsØkogo celogo qisla u,

0 6 u < j, mnogoqlen θu+1 ∈ ≖ ØvlØetsØ takim, qto dlØ vsØkoæ ne-

privodimoæ komponenty E ∈ W algebraiqeskoe mnogoobrazie udovletvorØet uslovi¸ E ⊄ Z(θ_{u+1} ) i, esli u ¿ 1, to deg θ_{u+1} ¿ deg θ_u. Togda vsØku¸ taku¸ posledovatel~nost~ θ_1, . . . , θ_j my budem nazyvat~ slaboæ ≖-posledovatel~- nost~¸ (dliny j).

Zametim, qto vsØkaØ ≖-posledovatel~nost~ ØvlØetsØ slaboæ ≖-posledovatel~nost~¸.

Suwestvu¸t dve slabye ≖–posledovatel~nosti θ_{1,1}, . . . , θ_{1,s} i

θ_{2,1}, . . . , θ_{2,s}, takie qto

• mnogoqleny θ_{1,1}, . . . , θ_{1,r+1} sovpada¸t s g_1, . . . , g_{r+1} s toqnost~¸ do perestanovki,

• θ_{2,i} = ηf_i, 1 6 i 6 s, dlØ nekotorogo odnorodnogo polinoma

η, kotoryæ ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W ,

• deg θ_{1,i} 6 deg η dlØ vseh 1 6 i 6 r + 1, • deg θ_{1,i} > deg θ_{2,s} dlØ vseh r + 2 6 i 6 s.

Primenim lemmu 1 iz [2] k fftim ≖-posledovatel~nostØm. My poluqaem tret~¸ ≖-posledovatel~nost~ θ_{3,1}, . . . , θ_{3,s}. Napomnim, qto soglasno lemme 1 iz [2] dlØ vsØkogo j, 1 6 j 6 s, fflement θ_{3,j} prinadleßit ob¨edineni¸ idealov (θ_{1,1}, . . . , θ_{1,s}) ∪

�FFEKTIVNA˚ KONSTRUKCI˚ 277

(θ_{2,1}, . . . , θ_{2,s}) ⊂ k[X_0, . . . , X_n], i stepen~ deg θ_{3,j} = min{deg θ_{1,j} , deg θ_{2,j}}. Pofftomu θ_{3,j} ∈ (θ_{2,1}, . . . , θ_{2,s}), i η delit θ_{3,j} dlØ vsØkogo

j, r + 1 6 j 6 s.

Poloßim f_{r+1,j} = θ_{3,j}/η, r + 2 6 j 6 s. Zamenim v usloviØh (a)–(d) r na r + 1 i toqku x na toqku y. Togda po lemme 1 iz [2] suwestvuet toqka y ∈ S, takaØ qto vypolnØ¸tsØ usloviØ (a)–(d) dlØ postroennyh odnorodnyh mnogoqlenov

g_1, . . . , g_{r+1}, f_{r+1,r+2}, . . . , f_{r+1,s} v toqke y. �tim zaverxaetsØ opi-

sanie rekursivnogo xaga i vseæ rekursii iz razdela 1.

Takim obrazom, v zakl¸qenie my postroim sistemu lokal~- nyh parametrov ψ_1, . . . , ψ_s algebraiqeskogo mnogoobraziØ W v nekotoroæ toqke x ∈ W .

Lemma 8. Suwestvuet konstanta 0 6 C ∈ R i suwestvu¸t ej ∈ R, 1 6 j 6 s, takie qto vypolnØ¸tsØ neravenstva

deg g_j 6 e_j deg f_j, 1 6 j 6 s, (53)

e_j 6 n^{2sC} , 1 6 j 6 s. (54)

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto neravenstva (53) spraved-

livy dlØ vseh 1 6 j 6 r, gde 0 6 r < s. Togda po teoreme 1 iz [2] i lemme 6 my imeem

ord_{r+1,s}(ρ_{r+1} ) 6 δ 6 1 + e_1 · . . . · e_rδ_1 · . . . · δ_s/ deg W 6 1 + a_se_1 · . . . · e_r, gde a_s < n^{2sC1} (55)

dlØ absol¸tnoæ konstanty 0 < C_1 ∈ R, sm. teoremu 1 iz [2]. Neravenstvo (46) dlØ δ < p i (47) dlØ δ ¿ p vlekut

deg ρ 6 deg(ρ_{r+1} ) + (nδ + 1)^2(−r + deg ψ_1 + . . . + deg ψ_r) (56)

(v oboih sluqaØh δ < p i δ ¿ p). Napomnim, qto deg ρ_{r+1} = δ_{r+1} . Sledovatel~no, iz (56) my poluqaem

deg g_{r+1} 6 δ_{r+1} + (n(1 + a_se_1 · . . . · e_r ) + 1)^2 ( −r + ∑ 16j6r^{ej δj} ) . Poloßim

e_{r+1} = 1 + (n(1 + a_se_1 · . . . · e_r ) + 1)^2(e_1 + . . . + e_r).

278 A. L. QISTOV Togda spravedlivo (53) dlØ j = r + 1. Teper~ suwestvovanie konstanty C, takoæ qto vypolnØ¸tsØ neravenstva (53) i (54) dlØ vseh j, 1 6 j 6 s, sleduet iz (55) (sluqai, kogda n = 1 ili

s = 1, ØvlØ¸tsØ trivial~nymi). Lemma i teorema 1 dokazany.

Literatura

1. A. L. Qistov, Algoritm polinomial~noæ sloßnosti dlØ razloßeniØ mnogoqlenov na neprivodimye mnoßiteli i nahoßdenie komponent mnogoobraziØ v subffksponencial~noe vremØ. — Zap. nauqn. seminarov LOMI 137 (1984), 124–188.

2. A. L. Qistov, �ffektivnaØ konstrukciØ lokal~nyh parametrov neprivodimyh komponent algebraiqeskogo mnogoobraziØ. — Trudy Sankt- Peterburgskogo matematiqeskogo obwestva 7 (1999), 230–266.

3. A. L. Qistov, �ffektivnaØ gladkaØ stratifikaciØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ v nulevoæ harakteristike i eœ priloßeniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 266 (2000), 254–311.

4. A. L. Chistov, A correction in the statement of my theorem on the efficient smooth

cover and smooth stratification of an algebraic variety. — Preprint of the St.- Petersburg Mathematical Society, 2004, #13,

http://www.mathsoc.spb.ru/preprint/2004/index.html#13

5. A. L. Qistov, Vyqislenie stepeneæ algebraiqeskih mnogoobraziæ nad polem nulevoæ harakteristiki za polinomial~noe vremØ i ego priloßeniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 258 (1999), 7–59.

6. I. R. Xafareviq, Osnovy algebraiqeskoæ geometrii. — Nauka, M. (1972).

Chistov A. L. Efficient construction of local parameters of irreducible components of an algebraic variety in nonzero characteristic.

Consider an (n − s)-dimensional algebraic variety W defined over an infinite field k of nonzero characteristic p and irreducible over this field. Let W be a subvariety of the projective space of dimension n. We prove that the local ring of W has a sequence of local parameters represented by s nonhomogeneous polynomials with the product of degrees less than the degree of the variety multiplied by a constant depending on n. This allows us to prove the existence of effective smooth cover and smooth stratification of an algebraic variety in the case of ground field of nonzero characteristic. The paper extends the analogous results of the author obtained earlier in the case of zero characteristic of the ground field.

Postupilo 4 i¸nØ 2005 S.-Peterburgskiæ institut informatiki i avtomatizacii RAN

E-mail: labta@iias.spb.su or sliss@iias.spb.su