Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 327, 2005 g.

D. S. Anisimov

VARIANT TEOREMY GROTENDIKA DL˚ PODPROSTRANSTV ANALITIQESKIH FUNKCI` V REXETKAH

1. Vvedenie

Odin iz variantov klassiqeskogo neravenstva Grotendika moßet byt~ sformulirovan tak (sm. [2, 1.f.14]).

Teorema. Pust~ X i Y – dve banahovy rexetki i pust~ T : X → Y

– ograniqennyæ lineænyæ operator. Togda ‖ ‖ ‖ (_n ∑ i=1 |T x_i|^2 )_{1/2}‖ ‖ ‖ 6 KG‖T ‖ ‖ ‖ ‖ (_n ∑ i=1 |x_i|^2 )_{1/2}‖ ‖ ‖ (1) dlØ l¸bogo nabora vektorov {x_i}^n_{i=1} iz X. Inymi slovami, operator T deæstvuet iz prostranstva X(ℓ^2) v prostranstvo Y (ℓ^2).

Zdes~ K_G – universal~naØ postoØnnaØ (konstanta Grotendika). Smysl vyraßeniØ (∑ |y_i|^2 )_{1/2} (i bolee obwih vyraßeniæ vida ϕ(y_1, . . . , y_n), gde ϕ – nepreryvnaØ funkciØ, odnorodnaØ stepeni 1) Øsen, esli my imeem delo s rexetkami funkciæ. Po povodu abstraktnyh rexetok sm. [2].

Esli my budem rassmatrivat~ operator T , zadannyæ na zamknutom podprostranstve rexetki X, to veliqiny, vhodØwie v neravenstvo (1), takße ime¸t smysl. Pofftomu moßno postavit~ vopros o spravedlivosti analogiqnogo utverßdeniØ (vozmoßno, s drugoæ konstantoæ v neravenstve) v takoæ situacii. Prostye primery pokazyva¸t, qto, voobwe govorØ, ono neverno. Tak budet, naprimer, dlØ prostranstva ℓ^1, vloßennogo v rexetku

L^∞(T) = X takim obrazom, qtoby standartnye bazisnye vektory

perexli v lakunarnye ffksponenty {z^{2n} }. V kaqestve operatora T moßno vzØt~ toßdestvennyæ operator na prostranstve ℓ^1, a v kaqestve Y – toße prostranstvo ℓ^1, no so svoeæ sobstvennoæ rexetoqnoæ strukturoæ. 5

6 D. S. ANISIMOV

V fftoæ zametke my obobwim privedennu¸ vyxe teoremu na nekotorye podprostranstva v rexetkah. Imenno, teorema ostaetsØ vernoæ, esli X – rexetka izmerimyh funkciæ na okrußnosti T,

T = {z ∈ C : |z| = 1}, a operator T zadan na prostranstve XA

graniqnyh znaqeniæ analitiqeskih funkciæ (toqnoe opredelenie budet dano niße).

Teorema 1. Pust~ XA – podprostanstvo analitiqeskih funk-

ciæ v rexetke X, Y – proizvol~naØ banahova rexetka i pust~ T : X_A → Y – ograniqennyæ lineænyæ operator. Togda ‖ ‖ ‖ (_n ∑ i=1 |T x_i|^2 )_{1/2}‖ ‖ ‖ 6 const ‖T ‖ ‖ ‖ ‖ (_n ∑ i=1 |x_i|^2 )_{1/2}‖ ‖ ‖ dlØ l¸bogo nabora vektorov {x_i}^n_{i=1} iz X_A. Inymi slovami, operator T deæstvuet iz prostranstva X_A(ℓ^2) v prostranstvo Y (ℓ^2).

OkazyvaetsØ, qto pohoßee utverßdenie imeet mesto i dlØ operatorov iz X_A v faktorprostranstvo Z = Y /Y_A, esli Z(ℓ^2 ) interpretirovat~ kak Y (ℓ^2)/Y_A(ℓ^2).

Teorema 2. Pust~ XA, YA – podprostanstva analitiqeskih funk-

ciæ dlØ dvuh rexetok X i Y izmerimyh funkciæ na okrußnosti. Predpoloßim, qto T : X_A → Y /Y_A – ograniqennyæ lineænyæ operator. DlØ l¸bogo koneqnogo nabora vektorov x_i ∈ X_A, i = 1, . . . , n, poloßim y = (y_i)^n_{i=1}, gde y_i = T (x_i). Togda

‖y‖_{Y (ℓ}2_{)/YA(ℓ}2_) 6 const ‖T ‖ ‖ ‖ ‖ (_n ∑ i=1 |x_i|^2 )_{1/2}‖ ‖ ‖ , gde postoØnnaØ ne zavisit ot {x_i}^n_{i=1} i ot n. Inymi slovami, operator T deæstvuet iz X_A(ℓ^2) v Y (ℓ^2)/Y_A(ℓ^2 )^{def}= (Y /Y_A)(ℓ^2).

DlØ dal~neæxego polezno napisat~ dvoæstvennoe vyraßenie dlØ normy v prostranstve Z = (Y /Y_A)(ℓ^2_m):

y = (y_i)^m_{i=1} ∈ Z ⇔ ‖y‖_Z = sup ‖(P_{|fi|2)1/2‖61,fi∈(Y /YA)∗}^{|∑ fi(yi)| < ∞.}_{(2)}

VARIANT TEOREMY GROTENDIKA 7

2. Utoqnenie formulirovok Teoremy 1 i 2 budut dokazany pri nekotoryh dopolnitel~nyh usloviØh na rexetki. �ti usloviØ ne oqen~ ograniqitel~ny i otqasti nußny prosto dlØ togo, qtoby prostranstva X_A, Y_A i t.p. ne vyroßdalis~. S drugoæ storony, ffti teoremy verny v bolee obweæ situacii funkciæ ot dvuh peremennyh. Opixem toqno vse izmeneniØ, opredeliv snaqala nekotorye iz vstretivxihsØ ranee ponØtiæ.

Opredelenie 1. Banahovoæ rexetkoæ izmerimyh funkciæ nazyva-

etsØ banahovo prostranstvo izmerimyh funkciæ X, dlØ kotorogo vypolneno svoæstvo: esli dlØ izmerimyh funkciæ g, f vypolnØetsØ uslovie f ∈ X, |g| 6 |f|, to funkciØ g takße prinadleßit prostranstvu X i ‖g‖ 6 C‖f‖.

Opredelenie 2. Rassmotrim rexetku izmerimyh funkciæ na

proizvedenii (T, m) × (Ω, μ), gde qerez m oboznaqena normirovannaØ mera Lebega na okrußnosti T, a mera μ σ-koneqna. Analitiqeskoe podprostranstvo X_A sostoit iz funkciæ f, dlØ kotoryh f(·, ω) ∈ N^+ dlØ poqti vseh ω. Zdes~ N^+ – ffto klass Smirnova, sostoØwiæ iz graniqnyh znaqeniæ funkciæ f, analitiqeskih v kruge

D i takih, qto mnoßestvo mer e → ∫ e log^+ |f(rζ)|dm(ζ), 0 6 r < 1, ØvlØetsØ ravnostepenno absol¸tno nepreryvnym.

Opredelenie 3. Banahova rexetka izmerimyh funkciæ obladaet

svoæstvom Fatu, esli konstanta C v pervom opredelenii ravna 1 i iz usloviæ x_n ∈ X, x_n(u) → x(u) p.v. i ‖x_n‖_X 6 1 sleduet, qto x ∈ X i ‖x‖_X 6 1. My budem predpolagat~ u rexetok naliqie svoæstva Fatu i naloßim na nih uslovie, obespeqiva¸wee nevyroßdennost~ prostranstva X_A: dlØ l¸boæ funkcii f ∈ X, f ≠ 0, suwestvuet takaØ funkciØ g ∈ X, g ¿ |f|, qto

‖g‖ 6 c‖f‖ i log |g(·, ω)| ∈ L^1(T) dlØ p.v. ω ∈ Ω. (*)

Dadim teper~ okonqatel~nye formulirovki osnovnyh rezul~- tatov zametki.

8 D. S. ANISIMOV

Teorema 1 sohranØet silu, esli X – rexetka izmerimyh funkciæ na (T, m) × (Ω, μ), udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (∗) i oblada¸waØ svoæstvom Fatu, a teorema 2 – esli takovy obe rexetki X i Y (pri fftom prostranstva (Ω, μ) dlØ nih mogut byt~ raznymi).

3. Dokazatel~stva

Teorema 1, kak my seæqas uvidim, dokazyvaetsØ primerno tak ße, kak i ee “qisto rexetoqnyæ” prototip – tol~ko klassiqeskaØ teorema Grotendika zamenØetsØ v rassußdenii na ee analog dlØ disk–algebry, ustanovlennyæ Burgeænom. (Po povodu fftogo i rodstvennyh rezul~tatov sm., naprimer, knigu [2] i obzor [6] i ime¸wiesØ tam ssylki.) Pri dokazatel~stve teoremy 2 vstreqaetsØ odna dopolnitel~naØ trudnost~ (zametim, qto u fftoæ teoremy rexetoqnogo prototipa net). Pristupim k detalØm.

Dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ {xi}^n_{i=1} – koneqnaØ posle-

dovatel~nost~ v X_A. Poloßim x_0 = (_n ∑ i=1 |x_i|^2 )_{1/2} i y_0 = (_n ∑ i=1 |T x_i|^2 )_{1/2} . Rassmotrim mnoßestvo funkciæ iz X_A, dlØ ko-

toryh koneqna norma ‖x‖_∞, gde ‖x‖_∞ = inf{λ > 0; |x| 6 λx_0}. �to mnoßestvo ØvlØetsØ pereseqeniem ideala v X, poroßdennogo funkcieæ x_0, i prostranstva X_A. Inymi slovami, ffto prostranstvo L^∞_A (x_0), esli pod vesovym prostranstvom L^∞(w) ponimat~ prostranstvo funkciæ h takih, qto h/w ∈ L^∞. Zametim, qto ffto prostranstvo nepusto, tak kak soderßit vse funkcii x_i. Pust~ f – ffto poloßitel~nyæ funkcional s ediniqnoæ normoæ, normiru¸wiæ y_0, t.e. f ∈ Y^∗, ‖f‖ = 1, f(y_0 ) = ‖y_0‖, f ¿ 0. Vvedem na prostranstve Y novu¸ normu ‖y‖_1 = f(|y|), y ∈ Y . Togda ‖·‖_1 – polunorma na prostranstve Y takaØ, qto popolnenie Y_0 prostranstva Y , snabßennoe polunormoæ ‖·‖_1 i otfaktorizovannoe po mnoßestvu fflementov z ∈ Y, ‖z‖_1 = 0, ØvlØetsØ abstraktnym L^1-prostranstvom i, sledovatel~no, po teoreme Kakutani izometriqno nekotoromu prostranstvu L^1(ν).

VARIANT TEOREMY GROTENDIKA 9

Zameqanie. Teorema 1 spravedliva i budet dokazana dlØ l¸-

boæ banahovoæ rexetki Y . Odnako esli Y – rexetka izmerimyh funkciæ so svoæstvom Fatu, to ssylka na teoremu Kakutani stanovitsØ izlixneæ: dostatoqno v kaqestve funkcionala f vzØt~ fflement iz porØdkovo dvoæstvennogo prostranstva Y^′ , a togda norma ‖y‖_1 est~ prosto ∫ |y|gdσ dlØ nekotoroæ funkcii g.

Esli my dokaßem teoremu dlØ qastnogo sluqaØ, kogda operator deæstvuet iz prostrantsva L^∞_A v rexetku L^1(ν), to my dokaßem teoremu v obwem sluqae. Deæstvitel~no, vzØv nabor {x_i}, rassmotrim prostranstvo L^∞_A (x_0) (kak vyxe) i vloßenie J_1 fftogo prostranstva v analitiqeskoe podprostrastvo X_A. Oboznaqim qerez J_2 vloßenie rexetki Y v prostranstvo Y_0 = L^1(ν). KompoziciØ operatorov J_2T J_1 deæstvuet iz prostranstva L^∞_A (x_0) v prostranstvo L^1(ν). DlØ takogo operatora my sqitaem teoremu dokazannoæ, sledovatel~no ‖ ‖ ‖ (_n ∑ i=1 |J_2T J_1x_i|^2 )_{1/2}‖ ‖ ‖ 1 6 const ‖J2‖‖T ‖‖J1‖ ‖ ‖ ‖ (_n ∑ i=1 |x_i|^2 )_{1/2}‖ ‖ ‖ L^∞ (x0) 6 const ‖T ‖‖x0‖, ibo ‖J_1‖ 6 ‖x_0‖_X . Tak kak norma ‖ ‖ (∑_n i=1 |J_2T J_1x_i|^2 )_{1/2}‖ ‖_1 = ‖y0‖1 ravna znaqeni¸ funkcionala f(y_0 ) = ‖y_0‖_Y , to my poluqaem, qto

‖y_0‖_Y 6 const ‖x_0‖_X , kak i trebovalos~.

Ostalos~ razobrat~sØ s qastnym sluqaem prostranstv L^∞_A (x_0) i L^1(ν). Prostranstvo L^∞_A (x_0) izometriqno prostranstvu

L^∞_A (dtdμ). Deæstvitel~no, oboznaqim qerez Φ vnexn¸¸ funk- ci¸ Φ(t, ω) = exp(log |x_0| + iH(log |x_0|)),

gde H – operator garmoniqeskogo soprØßeniØ, deæstvu¸wiæ po pervoæ peremennoæ. �ta funkciØ imeet smysl vvidu opredeleniØ funkcii x_0. Togda operator S, kotoryæ sopostavlØet funkcii

g ∈ L^∞_A (x_0dtdμ) funkci¸ g · Φ ∈ L^∞_A (dtdμ), ØvlØetsØ, kak legko

videt~, izometrieæ.

Itak, budem rassmatrivat~ operator T : L^∞_A (dtdμ) → L^1(dν). My dokaßem, qto takoæ operator na samom dele 2-absol¸tno summiru¸wiæ. (�togo dostatoqno, poskol~ku togda T prodolßaetsØ do operatora iz L^∞(dtdμ) v L^1(ν), i moßno soslat~sØ na

10 D. S. ANISIMOV

citirovannyæ v naqale stat~i rezul~tat dlØ operatorov v rexetkah.) Utverßdenie v deæstvitel~nosti izvestno. V dal~neæxem nam ponadobitsØ sledu¸waØ bolee obwaØ (v suwnosti, toße izvestnaØ i ne samaØ sil~naØ iz vozmoßnyh) formulirovka.

Lemma 1. Pust~ operator T deæstvuet iz prostranstva

L^∞_A (dtdμ) v prostranstvo Y . Esli prostranstvo Y udovletvorØet uslovi¸ ograniqennoæ approksimacii i imeet kotip 2, to operator T ØvlØetsØ 2-asbol¸tno summiru¸wim.

Shema dokazatel~stva.

a. Nado proverit~, qto dlØ vsØkih vektorov x_1, . . . , x_n ∈

L^∞_A (dtdμ) vypolnØetsØ neravenstvo (_n ∑ i=1 ‖T x_i‖^2 )_{1/2} 6 C‖T ‖ sup f∈(L^∞_A )^∗ ,‖f‖61 (_n ∑ i=1 |f(x_i)|^2 )_{1/2} , (3)

gde C zavisit lix~ ot postoØnnoæ, harakterizu¸weæ kotip 2 v Y . Uslovie ograniqennoæ approksimacii pozvolØet svesti delo k sluqa¸, kogda prostranstvo Y koneqnomerno.

b. Prostranstvo L^∞_A (dtdμ) soprØßeno s prostranstvom

(L^1/H^1_0 ) ^⊗L^1(μ) = L^1(L^1/H^1_0 , dμ)^{def}= Z.

Soglasno odnomu iz variantov principa lokal~noæ refleksivnosti (sm. naprimer, [7, E.3.2]), dlØ l¸bogo koneqnogo nabora vektorov x_1, . . . , x_n ∈ L^∞_A (dtdμ) i l¸bogo ϵ > 0 moßno naæti takoæ operator S : Y^∗ → Z, qto ‖S‖ 6 (1 + ϵ)‖T ‖ i S^∗(x_i) = T (x_i), i =

1, . . . , n. �to pozvolØet sqitat~ bez poteri obwnosti, qto sam

operator T v (3) soprØßen s nekotorym operatorom S : Y^∗ → Z, t.e. predstavlØetsØ v vide

T (x) = N∑ j=2 ⟨x, F_j⟩y_j , gde y_j ∈ Y , a F_j ∈ (L^1/H^1_0 ) ^⊗L^1(μ), j = 1, . . . , N .

v. S pomow~¸ predel~nogo perehoda i nekotoryh dopolnitel~- nyh soobraßeniæ moßno svesti neravenstvo (3) k ewe bolee pro-

stoæ situacii. Vo-pervyh, moßno sqitat~, qto F_j =^L ∑ k=1 u_{kj} ⊗ g_{kj}, gde u_{kj} – klassy v L^1/H^1_0 , poroßdennye trigonometriqeskimi

VARIANT TEOREMY GROTENDIKA 11

polinomami stepeni ne vyxe nekotorogo bol~xogo qisla M , a

g_{kj} – stupenqatye funkcii v L^1(μ), vse izmerimye otnositel~no

nekotoroæ koneqnoæ σ-algebry A. Oboznaqim qerez τ operator svertki s Ødrom Valle–Pussena s nomerom 1000M , a qerez π – operator usredneniØ otnositel~no σ-algebry A. Togda, oqevidno, T ((τ ⊗ π)(x)) = T (x) dlØ vsØkoæ funkcii x iz L^∞_A (dtdμ), otkuda vidno, qto dostatoqno proverit~ analog neravenstva (3) dlØ operatorov T : C_A(T ; ℓ^∞_K ) → Y s konstantoæ C, zavisØweæ lix~ ot postoØnnoæ, harakterizu¸weæ kotip 2 v Y (v qastnosti, ne zavisØweæ ot K).

Poslednee utverßdenie, odnako – ne qto inoe, kak dokazannyæ Burgeænom analog teoremy Grotendika dlØ disk-algebry

C_A (sm. monografi¸ [3] ili obzor [6]), ibo C_A ∼ c_0(C_A) (sm. [3, IIIE, 12]).

Dokazatel~stvo teoremy 2. Nam ponadobitsØ sledu¸wee ut-

verßdenie.

Lemma 2. V ravenstve (2) dlØ normy v prostranstve (Y /YA)(ℓ^2_m)

v kaqestve funkcionalov f_i moßno brat~ fflementy prostranstva Y^′ ∩Y^⊥_A (annulØtor vzØt v Y^∗; kak obyqno, Y^′ – ffto porØdkovo soprØßenoe s Y ).

Dokazatel~stvo. Horoxo izvestno (sm., naprimer, [1] ili [4,

1.3, 4]), qto

(Y^′)_A = z(Y^′ ∩ Y^⊥_A ), z(Y^′)_A = Y^′ ∩ Y^⊥_A .

Rassmotrim prostranstvo, soprØßennoe s z(Y^′)_A: (z(Y^′)_A)^∗ =

(Y^′)^∗/(z(Y^′)_A)^⊥. Voz~mem vektory z_k ∈ Y /Y_A, z_k = y_k + Y_A, gde y_k ∈ Y . Pust~ y_k – klass smeßnosti iz (Y^′)^∗/(z(Y^′)_A)^⊥, soderßa-

wiæ vektor y_k. Togda

‖(y_1, . . . , y_m)‖_{((Y} ′_)∗_{/(z(Y} ′_{)A)}⊥_{)(ℓ}2_{m )} =

inf{‖(y_1, . . . , y_m) + (F_1, . . . , F_m)‖_{(Y} ′_)∗_{(ℓ}2_), F_k ∈ (z(Y^′)_A)^⊥}.

DlØ l¸boæ rexetki W oqevidno vypolneno W^∗(ℓ^2_m) = (W (ℓ^2_m))^∗, i netrudno ponØt~, qto vypolneno takße ravenstvo W^′(ℓ^2_m) =

(W (ℓ^2_m))^′. Ots¸da sleduet, qto (Y^′)^∗(ℓ^2_m) = ((Y (ℓ^2_m))^′)^∗. Vospol~-

zuemsØ sledu¸weæ lemmoæ (sm. [4,1.3,5]; otmetim, qto ffto dovol~no tonkoe utverßdenie).

12 D. S. ANISIMOV

Lemma 3. Pust~ Z – rexetka izmerimyh funkciæ, opredelennyh

na mnoßestve T × Ω, oblada¸waØ svoæstvom Fatu i udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (*). Razloßim prostranstvo (Z^′)^∗ kanoniqeskim obrazom v prØmu¸ summu Z ⊕ L, gde L – prostranstvo singulØrnyh funkcionalov na Z^′. Pust~ funkcional Φ iz prostranstva (Z^′)^∗ razloßen v summu dvuh vektorov: Φ = u + l, gde u ∈ Z, l ∈ L. Esli vypolneno uslovie Φ(g) = 0 dlØ vseh funkciæ g iz prostranstva (Z^′)_A, to kaßdyæ iz funkcionalov u i l obladaet tem ße svoæstvom, to est~ u ∈ zZ_A.

Primenim fftu lemmu k rexetke Y (ℓ^2_m) (ffto prostranstvo moßet byt~ rassmotreno kak rexetka izmerimyh funkciæ ot treh argumentov (t, ω, k), gde para (t, ω) prinadleßit mnoßestvu T×Ω, a k = 1, . . . , m). Legko ponØt~, qto svoæstvo Fatu i svoæstvo (*) vypolneny dlØ prostranstva Y (ℓ^2) (poskol~ku oni vypolneny dlØ prostranstva Y ). Tak kak funkcional {F_k}^m_{k=1} prinadleßit prostranstvu (z(Y (ℓ^2_m))^′)_A)^⊥ to, primenØØ lemmu, my poluqim, qto funkcional z{F_k}^m_{k=1} predstavlØetsØ v vide summy f + l, gde funkcionaly f i l takße iz annulØtora (((Y (ℓ^2_m))^′)_A)^⊥ i, krome togo, funkciØ f prinadleßit prostranstvu zY_A(ℓ^2_m), a funkcional l singulØren s prostranstvom Y (ℓ^2_m), to est~ |g| ∧ |l| = 0 dlØ vseh g ∈ Y (ℓ^2_m).

Oboznaqim qerez A normu vektora (y_1, . . . , y_m):

A = ‖(y_1, . . . , y_m)‖_{((Y} ′_)∗_{/(z(Y} ′_{)A))(ℓ}2_{m )} =

inf{‖(y_1, . . . , y_m) + (f_1, . . . , f_m) + (l_1, . . . , l_m)‖_{(Y} ′_)∗_{(ℓ}2_{m )};

{l_k}^m_{k=1}, {f_k}^m_{k=1} ∈ z((Y_A(ℓ^2_m)^′)_A)^⊥, {f_k}^m_{k=1} ∈ Y (ℓ^2_m), |g| ∧ |{l_k}^m_{k=1}| = 0, ∀g ∈ Y (ℓ^2_m)}. Poloßim B = inf{‖(y_1, . . . , y_m) + (f_1, . . . , f_m)‖_{(Y} ′_)∗_{(ℓ}2_{m )}, {f_k}^m_{k=1} ∈

Y (ℓ^2_m), {f_k}^m_{k=1} ∈ z((Y_A(ℓ^2_m)^′)_A)^⊥}. Oqevidno, qto A 6 B. Voz~mem

qislo ϵ > 0 i vektory (f^0_1 , . . . , f^0_m), (l^0_1 , . . . , l^0_m), takie qto A + ϵ >

‖(y_1, . . . , y_m) + (f^0_1 , . . . , f^0_m) + (l^0_1 , . . . , l^0_m)‖. Tak kak fflementy y_k, f_k

prinadleßat prostranstvu Y , a fflementy l^0_k oblada¸t svoæstvom

|l^0_k| ∧ |g| = 0 dlØ l¸bogo vektora g iz Y , to poluqim, qto A + ϵ > ‖(y_1, . . . , y_m) + (f^0_1 , . . . , f^0_m)‖ ¿ B. Sledovatel~no A ¿ B. Ots¸da

sleduet ravenstvo veliqin A i B, a znaqit

‖(y_1, . . . , y_m)‖_{((Y} ′_)∗_{/(z(Y} ′_{)A)}⊥_{)(ℓ}2_{m)} = ‖(y_1, . . . , y_m)‖_{((Y} ′_)∗_{/(YA))(ℓ}2_{m )},

VARIANT TEOREMY GROTENDIKA 13

tak kak Y_A(ℓ^2_m) = (((Y (ℓ^2_m))^′)^′)_A = z(Y ∩ ((Y^′_m)_A)^⊥). Vektory y_k leßat v prostranstve Y , a sledovatel~no norma v poslednem neravenstve moßet byt~ perepisana tak: ‖(y_1, . . . , y_m)‖_{((Y} ′_)∗_{/(YA))(ℓ}2_{m)} =

‖(y_1, . . . , y_m)‖_{(Y /(YA))(ℓ}2_{m)}.

Veliqina A, kak legko videt~, sovpadaet s supremumom iz ravenstva (2), no vzØtym ne po vsemu annulØtoru, a tol~ko po funkciØm iz annulØtora: sup ‖(P_{|fi |2)1/2‖61,fi∈Y ′∩Y ⊥A} | | ∑ f_i(y_i) | |. Lemma 2 dokazana.

Pereædem k dokazatel~stvu togo, qto operator T budet deæstvovat~ iz prostranstva X_A(ℓ^2 ) v prostranstvo (Y /Y_A)(ℓ^2 ). Pust~ posledovatel~nost~ (x_k)^n_{k=1} soderßitsØ v X_A. Nußno dokazat~, qto

‖(T x_1, . . . , T x_n)‖_{(Y /YA)(ℓ}2_{n )} 6 const ‖T ‖ ‖ ‖( ∑ |x_i|^2)^{1/2} ‖ ‖ . Poloßim v = ( ∑ |x_i|^2)^{1/2} ¿ 0. Rassmotrim prostranstvo L^∞_A (v).

Vse fflementy posledovatel~nosti x_k soderßatsØ v prostranstve

L^∞_A (v), to est~ ono sostoit ne tol~ko iz nulØ. Zapixem normu,

kotoru¸ nußno ocenit~ v poslednem neravenstve, kak supremum i provedem ocenku. DlØ fftogo zafiksiruem ϵ > 0 i po fftomu ϵ naædem nabor funkciæ g^0_i ∈ Y^⊥_A takoæ, qto ‖(T x_1, . . . , T x_n)‖_{(Y /YA)(ℓ}2_{n)} = sup ‖(P_{|gi|2)1/2‖61,gi∈Y ⊥A} | | ∑ ∫ g_iT x_idμ | | 6 (1 + ϵ)^|^{∑ ∫} g^0_i T xidμ^| . (Zdes~ my vospol~zovalis~ lemmoæ 2.)

Rassmotrim prostranstvo L^1(w)/L^1_A(w), gde w = √ |g^0_1 |^2 + · · · + |g^0_n|^2. RazumeetsØ, log w(·, ω) ∈ L^1(T) dlØ p.v.

ω. Tak kak w ∈ Y^′, to prostranstvo Y vloßeno v prostranstvo

L^1(wdμ). V takom sluqae operator T deæstvuet v prostranstvo L^1(w)/L^1_A(w).

Predpoloßim teper~, qto verno sledu¸wee utverßdenie:

14 D. S. ANISIMOV

esli operator S deæstvuet iz prostranstva L^∞_A (v) v prostranstvo L^1(w)/L^1_A(w), to on induciruet operator, deæstvu¸wiæ iz prostranstva L^∞_A (v)(ℓ^2 ) v prostranstvo (L^1(w)/L^1_A(w))(ℓ^2).

Iz fftogo utverßdeniØ vytekaet trebuemoe. Deæstvitel~no, voz~mem v kaqestve operatora S operator T , togda sup ‖(P_{|ϕi|2)1/2‖61,} ϕ_i ∈(L1_A(w))^⊥∩L^∞ (w)

| | ∑ ∫ ϕ_iT x_iμ | | 6 const ‖T ‖_L∞_{A (v)→L}1_{(w)/L}1_{A(w)} ‖ ‖( ∑ |x_i|^2)^{1/2} ‖ ‖_{L∞A (v)} . Voz~mem v kaqestve funkciæ ϕ_i funkcii g^0_i . �ti funkcii, razumeetsØ, prinadleßat prostranstvu (L^1_A)^⊥. Krome togo, oqevidno, ‖ √ |g^0_1|^2 + · · · + |g^0_n|^2‖_L∞_{(w)} = 1.

�to znaqit, qto my deæstvitel~no moßem podstavit~ funkcii g^0_i vmesto ϕ_i v poslednee neravenstvo. Meßdu tem ‖T ‖_L∞_{A (x0)→L}1_{(w)/L}1_{A(w)} 6 ‖T ‖ · ‖J_1‖ · ‖J_2‖ 6 ‖T ‖‖v‖_X , gde J_1 i J_2 – vloßeniØ prostranstv L^∞_A (v) i Y /Y_A v prostranstva X_A i L^1(w)/L^1_A(w) sootvetstvenno. Sobrav vmeste poluqennye ocenki, s uqetom proizvol~nosti veliqiny ϵ my pridem k trebuemomu utverßdeni¸.

Utverßdenie pro operator S standartno poluqaetsØ dvukratnym primeneniem lemmy 1. Snaqala vospol~zuemsØ tem, qto prostranstvo L^1(w)/L^1_A(w) imeet kotip 2. Po lemme 1 operator S ØvlØetsØ 2-absol¸tno summiru¸wim i, znaqit faktorizuetsØ sledu¸wim obrazom: L^∞_A (v)^S−−−−→ L^1(w)/L^1_A(w) i ↓ ↑ A L^∞(v)^{S1}−−−−→ H, gde i – toßdestvennoe vloßenie, a H – gil~bertovo prostranstvo. Primeniv ewe raz lemmu 1 k operatoru A^∗, naædem, qto

VARIANT TEOREMY GROTENDIKA 15

operator A podnimaetsØ v L^1(w): H^{A1}−−−−→ L^1(w) ↘ A ↓ ϕ L^1(w)/L^1_A(w),

gde ϕ – faktor-otobraßenie. Takim obrazom, S faktorizuetsØ qerez nekiæ operator S̃ iz L^∞(v) v L^1(w), a k poslednemu primenima teorema pro rexetki, s kotoroæ naqinaetsØ zametka. Uslovie ograniqennoæ approksimacii vs¸du, gde trebuetsØ, legko proverit~. My predostavlØem qitatel¸ vosstanovit~ propuwennye detali.

Analogiqnye utverßdeniØ moßno sformulirovat~ dlØ operatora, deæstvu¸wego iz prostranstva X/X_A v prostranstva Y ili Y /Y_A. Oni legko svodØtsØ k uße rassmotrennym dvum sluqaØm.

Literatura

1. N. J. Kalton, Complex interpolation of Hardy–type subspaces. — Math. Nachr. 171

(1995), 227–258.

2. Joram Lindenstrauss and Lior Tzafriri, Classical Banach Spaces II. Function Spaces, Spinger-Verlag (1979).

3. P. Wojtaszczyk, Banach Spaces For Analysts, Cambridge University Press (1991). 4. S. V. KislØkov, O VMO-regulØrnyh rexetkah izmerimyh funkciæ, Algebra i analiz, 14, No. 2 (2002).

5. L. V. Akilov, G. P. Kantoroviq, Funkcional~nyæ analiz. Nauka, M.

(1977).

6. S. V. KislØkov, Absol¸tno summiru¸wie operatory na disk–algebre. — Algebra i analiz 3, No. 4 (1991), 1–77.

7. A. Piq, Operatornye idealy. Mir, M. (1982).

Anisimov D. S. A version of the Grothendieck theorem for subspaces of analytic functions in lattices.

A version of Grothendieck’s inequality says that any bounded linear operator acting from a Banach lattice X to a Banach lattice Y , also acts from X(ℓ^2 ) to Y (ℓ^2). A similar statement is proved for Hardy-type subspaces in lattices of measurable functions. Namely, let X be a Banach lattice of measurable functions on the circle, and let an operator T act from the corresponding subspace of analytic functions X_A to a Banach lattice Y or, if Y is also a lattice of measurable functions on the circle, to

16 D. S. ANISIMOV the quotient space Y /Y_A. Under certain mild conditions on the lattices involved, it is proved that T induces an operator acting from X_A(ℓ^2) to Y (ℓ^2) or to Y /Y_A(ℓ^2), respectively.

Postupilo 20 maØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: den@den.spb.su