Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 327, 2005 g.

A. D. Baranov

VNUTRENNE-KOMPAKTNYE PODPROSTRANSTVA I DIFFERENCIROVANIE V MODEL^NYH PODPROSTRANSTVAH

Vvedenie

Pust~ Λ = {λ_n}, λ_n = μ_n +iν_n, – posledovatel~nost~ razliqnyh kompleksnyh qisel iz verhneæ poluploskosti C^+ . Oboznaqim qerez E(Λ) zamknutu¸ lineænu¸ oboloqku funkciæ

e_λn (t) = exp(−iλ_nt)

v prostranstve L^2(0, ∞). My takße dopuskaem, qto qisla λ_n mogut imet~ kratnosti m_n ∈ N. V fftom sluqae my oboznaqaem qerez E(Λ) zamknutu¸ lineænu¸ oboloqku funkciæ

e_λn_{, k}(t) = t^{k−1} exp(−iλ_nt), 1 6 k 6 m_n,

v prostranstve L^2(0, ∞).

DlØ h > 0 oboznaqim qerez T_h operator sdviga v prostranstve

L^2(0, ∞), t.e. T_hf(t) = f(t + h), f ∈ L^2(0, ∞), t > 0. V [8] P. Kusis rassmotrel sledu¸wu¸ zadaqu: opisat~ podprostranstva E v L^2(0, ∞) takie, qto dlØ vsØkogo h > 0 podprostranstvo E invariantno otnositel~no operatora T_h, i operator T_h kompakten v E. Takie podprostranstva E nazyva¸t vnutrenne-kompaktnymi. Kusis [8] pokazal, qto podprostranstvo E v L^2(0, ∞) vnutrenne-kompaktno togda i tol~ko togda, kogda ono imeet vid E(Λ) dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti Λ s kratnostØmi m_n takoæ, qto funkciØ G(t) = ∑ n m_n ν_n |t − λ_n|^2 prinadleßit prostranstvu C_0(R) (prostranstvu funkciæ, nepreryvnyh na vewestvennoæ prØmoæ R s nulevymi predelami v beskoneqnosti). Bolee korotkoe dokazatel~stvo fftoæ teoremy bylo predloßeno P. D. Laksom [9]. 17

18 A. D. BARANOV

Iz togo, qto funkciØ G koneqna na R, vytekaet, v qastnosti, qto posledovatel~nost~ {λ_n} s kratnostØmi m_n udovletvorØet uslovi¸ BlØxke ∑ n m_n ν_n |λ_n|^2 + 1 < ∞. Oboznaqim qerez B proizvedenie BlØxke s nulØmi λ_n i kratnostØmi m_n, t.e. B(z) = ∏ n e^{iα}n ( z − z_n z − z_n )_mn

(zdes~ α_n ∈ R i mnoßiteli e^{iαn} obespeqiva¸t shodimost~ proizvedeniØ). Togda G(t) = |B^′(t)|/2, t ∈ R. Takim obrazom, vnutrennØØ kompaktnost~ podprostranstva E(Λ) ravnosil~na uslovi¸

B^′ ∈ C_0(R). (1)

Uslovie (1) poØvilos~ nedavno v drugom kontekste v stat~e K. M. D~Økonova [5] o differencirovanii v tak nazyvaemyh model~nyh podprostranstvah (koinvariantnyh podprostranstvah operatora sdviga). Rassmotrim model~noe podprostranstvo

K_B = H^2 ⊖ BH^2

klassa Hardi H^2, poroßdennoe proizvedeniem BlØxke B (obwu¸ teori¸ model~nyh podprostranstv sm. v [3, 10]). �kvivalentnym obrazom podprostranstvo K_B moßno opredelit~ kak zamknutu¸ lineænu¸ oboloqku v L^2(R) racional~nyh drobeæ vida (z−λ_n)^{−k},

1 6 k 6 mn. V [5] pokazano, qto operator differencirovaniØ

D : f → f^′ kompakten kak operator iz K_B v L^2(R) togda i tol~- ko togda, kogda B udovletvorØet uslovi¸ (1). Ranee D~Økonov opisal model~nye podprostranstva K_B , dlØ kotoryh operator D ograniqen kak operator iz K_B v L^2(R) (sm. [4, 5]): operator D ograniqen togda i tol~ko togda, kogda

B^′ ∈ L^∞(R). (2)

Nekotorye vesovye obobweniØ fftih rezul~tatov byli poluqeny v [1, 2].

Cel~ nastoØweæ zametki zakl¸qaetsØ v tom, qtoby ustanovit~ svØz~ meßdu rezul~tatami D~Økonova i teoremoæ o vnutrenneæ

VNUTRENNE–KOMPAKTNYE PODPROSTRANSTVA 19

kompaktnosti iz [8]. Vo-pervyh, my pokaßem, qto teorema Kusisa neposredstvenno sleduet iz kompaktnosti operatora differencirovaniØ. Vo-vtoryh, my vyskaßem uslovie (2) v terminah operatorov sdviga T_h v prostranstve E(Λ). Otmetim, qto operatory sdviga vsegda ograniqeny, i, takim obrazom, ograniqennost~ operatora D vleqet nekotorye dopolnitel~nye svoæstva operatorov T_h.

§1. Vspomogatel~nye utverßdeniØ

Vnaqale my otmetim oqevidnu¸ svØz~ meßdu podprostranstvami E(Λ) i model~nymi podprostranstvami klassa Hardi H^2 v verhneæ poluploskosti. Rassmotrim obratnoe preobrazovanie Fur~e

(F^{−1}f)(x) = 1 √ 2π ∞∫ 0 f(t)e^{itx}dt, f ∈ E(Λ). Legko videt~, qto

(F^{−1}e_λn_{, k})(x) = 1 √ 2π · i^{k−1}(k − 1)! (x − λ_n)^k . Sledovatel~no, preobrazovanie Fur~e F izometriqno otobraßaet model~noe podprostranstvo K_B na prostranstvo E(Λ). Napomnim, qto D = iF^{−1}M F, gde M oboznaqaet operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸ (voobwe govorØ, neograniqennyæ), to est~ (M f)(t) = tf(t). Takim obrazom, imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 1. Operator differencirovaniØ D ograniqen (kom-

pakten) kak operator iz K_B v L^2(R) togda i tol~ko togda, kogda operator M ograniqen (kompakten) kak operator iz E(Λ) v L^2(0, ∞).

My vospol~zuemsØ sledu¸wimi horoxo izvestnymi svoæstvami vnutrennih funkciæ.

Predloßenie 2. 1. B^′ ∈ L^∞(R) togda i tol~ko togda, kogda naæ-

detsØ qislo τ > 0 takoe, qto inf{|B(z)| : 0 < Im z < τ } > 0.

20 A. D. BARANOV

2. Pust~ B^′ ∈ L^∞(R). FunkciØ B^′ leßit v C_0(R) togda i tol~ko togda, kogda |B(x + iτ )| → 1, x ∈ R, |x| → ∞, dlØ nekotorogo (vsØkogo) τ > 0.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie 1 moßno naæti v [7, gl. IX,

upr. 8]. Oba utverßdeniØ vyteka¸t iz sledu¸wih prostyh nabl¸deniæ. Otmetim, qto esli B – proizvedenie BlØxke s nulØmi

λ_n = μ_n + iν_n i B^′ ∈ L^∞(R), to

inf_n ν_n > 0, (3)

tak kak |B^′(μ_n)| > 2ν^{−1}_n . My imeem

2 log |B(x + iy)| = ∑ n m_n log ( 1 − 4yν_n (x − μ_n)^2 + (y + ν_n)^2 ) . Predpoloßim, qto vypolneno uslovie (3). Togda legko videt~, qto dlØ dostatoqno malogo δ > 0 suwestvu¸t konstanty C_1, C_2 > 0 takie, qto −C_1y|B^′(x)| 6 log |B(x + iy)| 6 −C_2y|B^′(x)| pri 0 < y < δ. �

§2. Osnovnye rezul~taty Sledu¸waØ teorema ustanavlivaet svØz~ meßdu ograniqennost~¸ operatora differencirovaniØ v prostranstve K_B i svoæstvami operatorov sdviga T_h v E(Λ). My oboznaqaem qerez ‖T_h|_{E(Λ)}‖ normu operatora T_h v prostranstve E(Λ). Oqevidno, ‖T_h|_{E(Λ)}‖ 6 1.

Teorema 3. Pust~ Λ = {λn}, gde λn ∈ C^+ , pust~ mn ∈ N i pust~ B

– proizvedenie BlØxke s nulØmi λ_n i kratnostØmi m_n. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny: (1) B^′ ∈ L^∞(R);

(2) operator D ograniqen kak operator iz K_B v L^2(R); (3) operator M ograniqen kak operator iz E(Λ) v L^2(0, ∞);

VNUTRENNE–KOMPAKTNYE PODPROSTRANSTVA 21

(4) naædetsØ h > 0 takoe, qto ‖T_h|_{E(Λ)}‖ < 1.

Dokazatel~stvo. V silu teoremy D~Økonova i predloßeniØ 1

my imeem 1 ⇐⇒ 2 ⇐⇒ 3. Takim obrazom, ostaetsØ pokazat~, qto

3 =⇒ 4 i 4 =⇒ 1.

3 =⇒ 4 Iz ograniqennosti operatora M na prostranstve E(Λ)

vytekaet, qto ∞∫ 0 |tf(t)|^2dt 6 C^2‖f‖^2, f ∈ E(Λ), dlØ nekotoroæ konstanty C > 0. Sledovatel~no,

‖T_hf‖^2 = ∞∫ h |f(t)|^2dt 6 C^2 h^2 ‖f‖^2, f ∈ E(Λ), otkuda ‖T_h|_{E(Λ)}‖ 6 Ch^{−1} dlØ nekotoroæ konstanty C i dlØ vseh h > 0. 4 =⇒ 1 My vospol~zuemsØ rassußdeniem, analogiqnym ras-

sußdeni¸ iz stat~i Laksa [9]. Pust~ σ ∈ R, τ > 0, i pust~

g_σ = √ 2τ e^{−i(σ−iτ)t}. My imeem g ∈ L^2(0, ∞) i ‖g_σ‖_2 = 1. Pust~ g_σ = q_σ + r_σ, gde q_σ ∈ E(Λ) i r_σ ∈ (E(Λ))^⊥. Togda ‖r_σ‖_2 = |B(σ + iτ )|. (4) �ta formula prinadleßit M¸ncu i Xaxu. DlØ polnoty izloßeniØ my privedem korotkoe obosnovanie formuly (4).

Otmetim, qto

⟨f, g_σ⟩_L2_{(0,∞)} = √ 2τ ∞∫ 0 f(t)e^{i(σ+iτ)t}dt = 2 √ πτ F (σ + iτ ), gde F = F^{−1}f ∈ K_B . S drugoæ storony, ⟨f, g_σ⟩_L2_{(0,∞)} = ⟨f, q_σ⟩_L2_{(0,∞)} = ⟨F, F^{−1}q_σ⟩_L2_(R_).

Sledovatel~no, funkciØ^1_2√_{πτ} F^{−1}q_σ∈K_B predstavlØet sobo¸ vosproizvodØwee Ødro prostranstva K_B , otveqa¸wee toqke σ + iτ .

22 A. D. BARANOV

Napomnim, qto vosproizvodØwee Ødro prostranstva K_B , otveqa¸wee toqke ζ ∈ C^+ , imeet vid

K_ζ (z) = i 2π · 1 − B(ζ)B(z) z − ζ . Sledovatel~no,

‖q_σ‖^2 = 4πτ ‖K_{σ+iτ} ‖^2 = 4πτ K_{σ+iτ} (σ + iτ ) = 1 − |B(σ + iτ )|^2. ZaverxaØ dokazatel~stvo ravenstva (4), zametim, qto ‖q_σ‖^2 + ‖r_σ‖^2 = ‖g_σ‖^2 = 1.

Teper~ my zaverxim dokazatel~stvo implikacii 4 =⇒ 1. Legko videt~, qto ‖T_hg_σ‖_2 = e^{−τh}, h > 0. Imeem |B(σ + iτ )| > ‖T_hr_σ‖_2 > ‖T_hg_σ‖_2 − ‖T_hq_σ‖_2.

Po uslovi¸, naædetsØ qislo h_0 > 0 takoe, qto ‖T_{h0} |_{E(Λ)}‖ = 1 − ε, gde ε ∈ (0, 1). Tak kak ‖q_σ‖_2 6 1, to ‖T_{h0} q_σ‖_2 6 1 − ε dlØ vseh σ ∈ R,

τ > 0. Poloßim τ_0 = −h^{−1}_0 log(1 − ε/2). Togda dlØ τ ∈ (0, τ_0) my

imeem |B(σ + iτ )| > e^{−τh0} − 1 + ε > e^{−τ0h0} − 1 + ε = ε/2. OstaetsØ vospol~zovat~sØ utverßdeniem 1 predloßeniØ 2. � Teper~ my vyvedem teoremu Kusisa o vnutrenneæ kompaktnosti iz prinadleßawego D~Økonovu opisaniØ model~nyh prostranstv, v kotoryh kompakten operator differencirovaniØ.

Teorema 4. Pust~ Λ = {λn}, gde λn ∈ C^+ , pust~ mn ∈ N i pust~ B

– proizvedenie BlØxke s nulØmi λ_n i kratnostØmi m_n. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny: (1) B^′ ∈ C_0(R);

(2) operator D kompakten kak operator iz K_B v L^2(R); (3) operator M kompakten kak operator iz E(Λ) v L^2(0, ∞); (4) dlØ vsØkogo h > 0 operator T_h kompakten v E(Λ).

Dokazatel~stvo. My imeem 1 ⇐⇒ 2 ⇐⇒ 3. Pokaßem, qto 3 =⇒ 4.

Iz kompaktnosti operatora M sleduet, v qastnosti, qto opera- tor (S_hf)(t) = (t + h)f(t + h), f ∈ E(Λ), t > 0,

VNUTRENNE–KOMPAKTNYE PODPROSTRANSTVA 23

kompakten dlØ vseh h > 0. Sledovatel~no, operator T_h takße kompakten v E(Λ), tak kak (T_hf)(t) = (t + h)^{−1}(S_hf)(t), a operator umnoßeniØ na funkci¸ (t + h)^{−1} ograniqen v L^2(0, ∞).

DlØ polnoty izloßeniØ my napomnim dokazatel~stvo implikacii 4 =⇒ 1 iz [9]. Kak i vyxe, my imeem |B(σ + iτ )| > e^{−τh} − ‖T_hq_σ‖_2. Legko videt~, qto dlØ vsØkogo fiksirovannogo τ > 0 semeæstvo funkciæ q_σ slabo shoditsØ k nul¸, kogda |σ| → ∞. Sledovatel~- no, ‖T_hq_σ‖_2 → 0, |σ| → ∞, i, znaqit, lim |σ|→∞ |B(σ + iτ )| > e^{−τh} dlØ vsØkogo h > 0. Sledovatel~no, lim_{|σ|→∞} |B(σ + iτ )| = 1, i my moßem primenit~ utverßdenie 2 predloßeniØ 2. �

Zameqanie. V [6] D~Økonov izuqaet vkl¸qenie operatora dif-

ferencirovaniØ v model~nyh prostranstvah v idealy Xattena– fon Neæmana S_p. V qastnosti, im naædeno opisanie model~nyh prostranstv K_B , dlØ kotoryh operator D Ødernyæ ili iz klassa Gil~berta–Xmidta (D ∈ S_1 togda i tol~ko togda, kogda

B^′ ∈ L^2(R), i D ∈ S_2 togda i tol~ko togda, kogda B^′ ∈ L^3(R)).

Iz predloßeniØ 1 nemedlenno vytekaet, qto v tom sluqae, kogda D ∈ S_p, operatory sdviga T_h takße prinadleßat S_p i ‖T_h‖_Sp 6 Ch^{−1}, h > 0. Bylo by interesno ustanovit~ svØz~ meßdu vkl¸qeniØmi D ∈ S_p i svoæstvami operatorov sdviga T_h v sootvetstvu¸wem vnutrenne-kompaktnom podprostranstve.

Literatura

1. A. D. Baranov, Vesovye neravenstva Bernxteæna i teoremy vloßeniØ dlØ koinvariantnyh podprostranstv operatora sdviga. — Algebra i Analiz 15 (2003), 138–168.

2. A. D. Baranov, Bernstein-type inequalities for shift-coinvariant subspaces and their applications to Carleson embeddings. — J. Funct. Anal. 223 (2005), 116– 146.

3. J. A. Cima, W. T. Ross, The backward shift on the Hardy space, — Mathematical

Surveys and Monographs, 79, AMS, Providence, RI (2000).

4. K. M. D~Økonov, Celye funkcii ffksponencial~nogo tipa i model~nye podprostranstva v Hp. — Zap. nauqn. semin. LOMI 190 (1991), 81–100.

24 A. D. BARANOV

5. K. M. Dyakonov, Differentiation in star-invariant subspaces I: Boundedness and compactness. — J. Funct. Anal. 192 (2002), 364–386.

6. K. M. Dyakonov, Differentiation in star-invariant subspaces II: Schatten class criteria. — J. Funct. Anal. 192 (2002), 387–409.

7. J. B. Garnett, Bounded Analytic Functions, Academic Press, New York (1981). 8. P. Koosis, Interior compact spaces of functions on a half-line. — Comm. Pure Appl. Math. 10 (1957), 583–615.

9. P. D. Lax, Remarks on the preceding paper. — Comm. Pure Appl. Math. 10

(1957), 617–622.

10. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga. — M., Nauka (1980).

Baranov A. D. Interior compact subspaces and differentiation in model subspaces.

We discuss the relationship between a theorem of P. Koosis on interior compact subspaces in L^2(0, ∞) and recent results due to K.M. Dyakonov on differentiation in the model subspaces of the Hardy class H^2 in the upper half-plane.

Postupilo 8 sentØbrØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

Royal Institute of Technology (KTH) Stockholm, Sweden E-mail: antonbaranov@netscape.net