Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 327, 2005 g.

E. S. Dubcov PROSTRANSTVA BLOHA, HARDI I BMOA V XARE 1. Vvedenie Pust~ H^p = H^p(B) oboznaqaet klassiqeskoe prostranstvo Hardi v ediniqnom xare B = B_n iz C^n . Prostranstvo Bloha B = B(B) po opredeleni¸ sostoit iz golomorfnyh v xare funkciæ f takih, qto sup{(1 − |z|)|Rf(z)| : z ∈ B} < ∞, gde Rf(z) = n∑ j=1 z_j ∂f ∂z_j (z) oboznaqaet radial~nu¸ proizvodnu¸. Maloe prostranstvo Bloha B_0 sostoit iz funkciæ f ∈ B takih, qto lim |z|→1− (1 − |z|)|Rf(z)| = 0. Takße napomnim, qto dlØ f ∈ H^2 svoæstvo f ∈ BMOA ravnosil~- no uslovi¸ sup_{z∈B} ∫ ∂B |f^∗(ζ)|^2P (z, ζ) dσ(ζ) − |f(z)|^2 < ∞, gde f^∗ – graniqnye znaqeniØ, P (z, ζ) – Ødro Puassona, a σ – normirovannaØ mera Lebega na sfere ∂S. Dal~neæxie svedeniØ o rassmatrivaemyh prostranstvah moßno naæti v monografii [6].

Rassmotrim ediniqnyæ krug D = B_1. Primery funkciæ f ∈ ( ⋂ 0<p<∞ H^p(D ) ∩ B_0(D ) ) \ BMOA(D )

postroeny v stat~e [1] (v rabotah [2] i [5] poluqeny primery, gde na meste B_0(D ) figuriruet bolee xirokoe prostranstvo B(D ); sm.

Rabota podderßana VNP MinobrazovaniØ 3.1. No. 4733. 74

PROSTRANSTVA BLOHA, HARDI I BMOA V XARE 75 takße [4], gde podobnaØ koliqestvennaØ zadaqa rexena dlØ vesovyh prostranstv Bloha v kruge). V nastoØweæ stat~e metod iz [1] i teorema suwestvovaniØ iz [3] ispol~zovany dlØ poluqeniØ analogiqnyh primerov v ediniqnom xare.

Predloßenie. Pust~ n > 2. Togda suwestvuet funkciØ f ∈ ( ⋂ 0<p<∞ H^p(B_n) ∩ B_0(B_n) ) \ BMOA(B_n).

2. Dokazatel~stva Lemma. Zafiksiruem n > 2 i ubyva¸wu¸ funkci¸ ω : [^1_2 , 1) →

(0, +∞), ω(1−) = 0. Togda suwestvuet funkciØ G ∈ B_0(B_n) takaØ, qto G ∈ H^p(B_n) dlØ vseh p ∈ (0, +∞), a takße |G(z)| 6 const √ ω(|z|) (z ∈ B_n); (1) lim r→1− |G(r, 0, . . ., 0)| = +∞ (r ∈ R). (2) Dokazatel~stvo.

Xag 1. Suwestvuet funkciØ g ∈ B_0(D ), udovletvorØ¸waØ usloviØm (1) i (2). Deæstvitel~no, iskomaØ funkciØ g ∈ VMOA(D ) ⊂ B_0(D ) postroena v rabote [1]. V kaqestve al~ternativy moßno ispol~zovat~ funkci¸ vida g(z) = ∞∑ k=1 z^{nk} k (z ∈ D ), gde posledovatel~nost~ n_k stroitsØ po indukcii i obladaet svoæstvom lakunarnosti n_{k+1}/n_k > 3. Poslednee ograniqenie garantiruet, qto g ∈ B_0(D ), tak kak 1/k → 0 pri k → ∞. Ravenstvo (2) takße vypolneno. Nakonec, ocenka (1) dlØ |g(z)| vypolnena, esli posledovatel~nost~ n_k rastet dostatoqno bystro.

Xag 2. Poloßim G(z) = g(z_1) dlØ z ∈ B = B_n, n > 2. Togda G ∈ B_0(B), a takße vypolneny usloviØ (1) i (2). Dalee, pust~ A^p(D ) oboznaqaet klassiqeskoe prostranstvo Bergmana v kruge. Horoxo izvestno, qto B_0(D ) ⊂ A^p(D ) dlØ vseh p ∈ (0, +∞); takim obrazom, g ∈ A^p(D ). Sledovatel~no, G ∈ H^p(B) dlØ vseh p ∈ (0, +∞) (sm., naprimer, [6, sledstvie 4.40]). �

76 E. S. DUBCOV

Dokazatel~stvo predloßeniØ. Oboznaqim B = Bn, n > 2. V

rabote [3] postroena funkciØ I ∈ H^∞(B) ∩B_0(B) takaØ, qto |I^∗| = 1 σ-p.v. na sfere ∂B i lim r→1− I(r, 0, . . ., 0) = 0 (r ∈ R). (3)

Pri^1_2 6 r < 1 poloßim ω(r) = sup_{|z|} ¿r^{|RI(z)|(1 − |z|).} Tak kak I ∈ B_0(B), to ω(1−) = 0 po opredeleni¸ malogo prostranstva Bloha. S pomow~¸ lemmy postroim funkci¸ G = G_ω ∈ B_0(D ).

Proverim, qto funkciØ F = GI obladaet iskomymi svoæstva- mi. 1. Tak kak I ∈ H^∞(B), to F ∈ ⋂ 0<p<∞ H^p(B). 2. Po opredeleni¸ radial~noæ proizvodnoæ RF = I · RG + G · RI. Tak kak I ∈ H^∞(B) i G ∈ B_0(B), to |I(z)RG(z)|(1 − |z|) → 0 pri |z| → 1−. S drugoæ storony, v silu (1) |G(z)||RI(z)| 6 const ω(|z|)/ √ ω(|z|) → 0 pri |z| → 1−. Takim obrazom, F ∈ B_0(B).

3. Tak kak |I^∗| = 1 σ-p.v. na ∂B, to ∫ ∂B |F^∗(ζ)|^2P (z, ζ) dσ(ζ) = ∫ ∂B |G^∗(ζ)|^2P (z, ζ) dσ(ζ) > |G(z)|^2. Sledovatel~no, sup_{z∈B} ∫ ∂B |F^∗(ζ)|^2P (z, ζ) dσ(ζ) − |F (z)|^2

> sup_{z∈B} |G(z)|^2(1 − |I(z)|^2)
> lim_{r→1−} |G(r, 0, . . ., 0)|^2(1 − |I(r, 0, . . ., 0)|^2) = +∞

v silu (2) i (3). Inymi slovami, F /∈ BMOA(B). �

PROSTRANSTVA BLOHA, HARDI I BMOA V XARE 77

Zameqanie 1. Iskomu¸ funkci¸ F nel~zØ zadat~ v vide F (z) =

f(z_1), gde z ∈ B_n, n > 2, i f udovletvorØet sootvetstvu¸wemu odnomernomu uslovi¸. Deæstvitel~no, esli f ∈ B(D ), to F ∈ BMOA(B_n) ([6, teorema 5.21]).

Zameqanie 2. VnutrennØØ funkciØ I, ispol~zovannaØ pri do-

kazatel~stve predloßeniØ, obladaet svoæstvom I ∈ (H^∞(B) ∩ B_0(B)) \ VMOA(B) (sm. [3]).

Literatura

1. K. M. D~Økonov, Gladkie funkcii i koinvariantnye prostranstva operatora sdviga. — Algebra i analiz 4, ˝ 5 (1992), 117–147.

2. D. Campbell, J. Cima, K. Stephenson, A Bloch function in all Hp classes, but not in BMOA. — Proc. Amer. Math. Soc. 78 (1980), 229–230.

3. E. Doubtsov, Little Bloch functions, symmetric pluriharmonic measures and Zygmund’s dichotomy. — J. Funct. Anal. 170 (2000), 286–306.

4. K. M. Dyakonov, Weighted Bloch spaces, Hp, and BMOA. — J. London Math.

Soc. (2) 65 (2002), 411–417.

5. F. Holland, J. B. Twomey, Explicit examples of Bloch functions in every Hp space, but not in BMOA. — Proc. Amer. Math. Soc. 95 (1985), 227–229.

6. K. Zhu, Spaces of holomorphic functions in the unit ball. New York, Graduate Texts in Mathematics, vol. 226. Springer-Verlag, 2005.

Dubtsov E. S. Bloch, Hardy, and BMOA spaces in the ball. We construct a little Bloch function in all Hardy spaces H^p, p < ∞, on the unit ball of C^n , but not in BMOA.

Postupilo 3 oktØbrØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V.A. Steklova RAN

E-mail: dubtsov@pdmi.ras.ru