Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 327, 2005 g.

S. V. KislØkov, D. V. Parilov

O TEOREME LITLVUDA–P�LI DL˚ PROIZVOL^NYH INTERVALOV

Pust~ {Δ_k} – poparno ne pereseka¸wiesØ intervaly v Z. V 1983 g. L. Rubio de Fransia [1] dokazal, qto pri p ∈ [2, ∞) spravedlivo neravenstvo ‖ ‖ ( ∑ k | |M_{Δk} f | |^2 )_{1/2}‖ ‖_{Lp(}T_) 6 Cp ‖ ‖f ‖ ‖_{Lp(}T_), (1)

gde C_p zavisit tol~ko ot p. Zdes~ i dalee M_Δf = ( ^f χ_Δ)^∨ – mul~- tiplikator Fur~e, sootvetstvu¸wiæ mnoßestvu Δ. Po dvoæstvennosti ots¸da legko poluqaetsØ sledu¸wee utverßdenie: pust~ 1 < p 6 2, a funkcii f_k takovy, qto supp ^f_k ⊂ Δ_k; togda ‖ ‖ ‖ ∑ k f_k ‖ ‖ ‖_{Lp(}T_) 6 Dp ‖ ‖ ‖ ( ∑ k |f_k|^2 )_{1/2}‖ ‖_{Lp(}T_). (2)

Napomnim, qto klassiqeskoe neravenstvo Litlvuda–Pffli utverßdaet, qto esli, naprimer, Δ_k = [2^k, 2^{k+1}), to obe ocenki (1), (2) spravedlivy pri l¸bom p ∈ (1, ∞). Rol~ posledovatel~nosti

{2^k}, razumeetsØ, ne iskl¸qitel~na (moßno bylo by vzØt~ l¸-

bu¸ posledovatel~nost~ {a_k} taku¸, qto a_{k+1}/a_k > λ > 1, gde λ ne zavisit ot k), odnako Øsno, qto dvustoronnØØ ocenka ne moßet byt~ verna pri p ≠ 2 bez dopolnitel~nyh predpoloßeniæ ob intervalah Δ_k (inaqe prostranstva L^p i L^2 sovpali by). Tem ne menee, ocenki (1) i (2) poluqili nazvanie “neravenstv Litlvuda–Pffli dlØ proizvol~nyh interavlov”.

V 1984 g., po sledam rezul~tatov Rubio de Fransia, ȷ. Burgeæn dokazal (sm. [2]) neravenstvo (2) i pri p = 1 i ustanovil, qto konstanty D_p ne rastut pri p → 1. Dokazatel~stvo Burgeæna nasyweno raznoobraznoæ tehnikoæ (sredi proqego, ispol~zu¸tsØ martingal~nye preobrazovaniØ i variant lemmy KotlØra).

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI, grant 05-01-0924. 98

O TEOREME LITLVUDA––P�LI 99

NastoØwaØ rabota voznikla iz ßelaniØ luqxe razobrat~sØ v situacii. My predpoloßili snaqala, qto neravenstvo (2) pri

p = 1 dolßno byt~ svØzano s tem, qto nekiæ singulØrnyæ in-

tegral~nyæ operator na okrußnosti deæstvuet iz H^1 v L^1. Dovol~no bystro ponØv, qto tak ono i est~, my zatem obnarußili, qto faktiqeski ffto bylo “izvestno” Rubio de Fransia: v [1] prodelyvalis~ neobhodimye vyqisleniØ, no final~naØ ocenka poqemu-to byla zagrublena. Takim obrazom, bez dopolnitel~noæ tehniki stat~i [2] moßno bylo by oboætis~. My stavim slovo “izvestno” v kavyqki, poskol~ku v dobavlenii pri korrekture k stat~e [1] i sam Rubio de Fransia govorit, qto v kontekste neravenstva (2) metod Burgeæna daet bol~xe.

Osoznav, v qem delo, my rexili otrabotat~ predpisannu¸ v takih sluqaØh programmu do konca (vproqem, my ne trogali vesovyh ocenok, a tam osta¸tsØ voprosy – odin byl postavlen ewe v [1]). �to privelo k sledu¸wim rezul~tatam – po-vidimomu, novym. Ih udobno formulirovat~, kogda vse intervaly Δ_k leßat

v Z+ (Øsno, qto v neravenstve (2) pri 1 6 p 6 2, – a, vproqem, i

v neravenstve (1), – ffto uslovie ne ograniqitel~no).

Teorema 1. Pust~ Δk ⊂ Z+ – poparno ne pereseka¸wiesØ inter-

valy i pust~ 0 < p 6 2.

(a) Esli f_k – trigonometriqeskie polinomy takie, qto supp ^f_k ⊂ Δ_k, to ‖ ‖ ‖ ∑ k f_k ‖ ‖ ‖_{Hp(}T_) 6 ap ‖ ‖ ‖ ( ∑ k | |f_k | |^2 )_{1/2}‖ ‖_{Lp(}T_). (3)

(b) Esli g_k – izmerimye funkcii takie, qto ( ∑ |g_k|^2 )_{1/2} ∈ L^1(T), to ∑ k M_{Δk} g_k ∈ H^{1,∞}(T) i ‖ ‖ ‖ ∑ k M_{Δk} g_k ‖ ‖ ‖_{H1,}1_(T_) 6 C ‖ ‖ ‖ ( ∑ | |g_k | |^2 )_{1/2}‖ ‖_{L1(}T_). (4)

Vse, o qem govorilos~ do sih por, imeet analogi i dlØ prØmoæ

R (v dokazatel~stvah, kak obyqno, est~ nebol~xie tehniqeskie

otliqiØ). Zametim, qto v rabote [1] rassmatrivalsØ sluqaæ prØmoæ, a v rabote [2] – sluqaæ okrußnosti. Zdes~ my ne pokidaem okrußnost~ dlØ opredelennosti.

100 S. V. KISL˚KOV, D. V. PARILOV

Poslednee: fftot tekst – detalizirovannaØ zapis~ doklada na seminare i, na nax vzglØd, v fftom kaqestve on imeet smysl, daße esli izloßennye niße soobraßeniØ byli izvestny komu-to i ranee (qastiqno ili polnost~¸) – a takoe vpolne moglo sluqit~sØ za proxedxie 20 let, hotØ my i ne videli publikaciæ.

§1. Shema dokazatel~stva 1.1. Predvaritel~no sdelaem odno poleznoe zameqanie. V nera-

venstvah (3) i (4) moßno sqitat~, qto posledovatel~nosti {f_k} i {g_k} soderßat lix~ koneqnoe qislo nenulevyh qlenov – obwiæ sluqaæ poluqaetsØ predel~nym perehodom. Pri takom uslovii v pravyh qastØh normy v klassah Hardi moßno zamenit~ normami v L^p(T) i L^{1,∞}(T), sootvetstvenno (v (4) ffto privedet k nekotoroæ potere v konstante), raz uße vse ravno ocenivaetsØ norma analitiqeskogo polinoma. Pohoßie soobraßeniØ budut primenØt~sØ i dalee – vs¸du, gde vozmoßno, my perehodim ot l^2-znaqnyh funkciæ k l^2_{(N)}-znaqnym, qasto ne ogovarivaØ fftogo. Kstati, tot ße predel~nyæ perehod pokazyvaet, qto v (3) sprava stoit norma posledovatel~nosti {f_k} v analitiqeskom klasse Hardi H^p(l^2).

Antianalitiqeskiæ klass Hardi H^p(l^2) poluqaetsØ iz analitiqeskogo kompleksnym soprØßeniem.

1.2. I v [1], i v [2] pered glavnym deæstviem intervaly Δk iz-

mel~qalis~, qtoby pridat~ im bolee regulØrnu¸ strukturu. Tak ße postupim i my. Osnovoæ dlØ izmel~qeniØ (procedura budet opisana qut~ pozße) poslußit sledu¸waØ lemma.

Lemma 1. Pust~ A > 1, A ∈ R. Suwestvu¸t trigonometriqeskie

polinomy α_j, j > 0, so sledu¸wimi svoæstvami: (a) ^α_j > 0, ∑ j ^α_j = 1IZ_{+\{0}}, ^α_j(n) = 0 pri n /∈ [A^{j−1}, A^{j+1}]; (b) ‖ ‖ ‖ ( ∑ k,j | |α_j ∗ f_k | |^2 )_{1/2}‖ ‖_{Lr} 6 C(r, A) ‖ ‖ ‖ ( ∑ k | |f_k | |^2 )_{1/2}‖ ‖_{Lr} dlØ l¸byh funkciæ f_k iz H^r pri r 6 1 i l¸byh funkciæ f_k iz L^r pri r > 1, esli tol~ko pravaØ qast~ koneqna.

Iz (a) sleduet, qto f_k = ∑ j α_j ∗ f_k dlØ vseh k, tak qto my deæ-

stvitel~no razbili funkcii f_k na slagaemye so spektrami v intervalah [A^{j−1}, A^{j+1}], sohraniv kontrol~ za kvadratiqnoæ summoæ.

O TEOREME LITLVUDA––P�LI 101

Sledstvie 1. DlØ teh ße funkciæ {αj} i l¸boæ posledovatel~-

nosti {f_k} iz H^{1,∞}(l^2) spravedlivo neravenstvo ‖ ‖ ‖ ( ∑ k,j | |α_j ∗ f_k | |^2 )_{1/2}‖ ‖_{L1,}1 6 C(A) ‖ ‖{f_k} ‖ ‖_{H1,}1_{(l2 )}. (5)

Svertka analitiqeskoæ v kruge funkcii s trigonometriqeskim polinomom oqevidnym obrazom opredelØetsØ qerez ee kofffficienty Teælora. RazumeetsØ, v (5) sleva moßno postavit~ normu dvoænoæ posledovatel~nosti v analitiqeskom klasse H^{1,∞}(l^2).

Lemma 1 standartna, odnako naæti v literature podrobnoe dokazatel~stvo, godØweesØ pri skol~ ugodno malyh r, ne oqen~ legko. S pomow~¸ neravenstva Hinqina delo moßno svesti k skalØrnomu sluqa¸ (odna funkciØ f vmesto posledovatel~nosti {f_k}). DlØ prØmoæ vmesto okrußnosti sootvetstvu¸wee skalØrnoe utverßdenie opisano vo mnogih rukovodstvah (naprimer, ego netrudno vyvesti iz [3, §III.7, teorema 7.30]). Nekotorye detali sved&eniØ sluqaØ okrußnosti k sluqa¸ prØmoæ moßno naæti v stat~e pervogo avtora [4, Part I, §2], i tam toße oni byli vypisany lix~ potomu, qto edinstvennoæ al~ternativoæ bylo by zaØvit~, qto utverßdenie xiroko izvestno.

O sledstvii 1 my skaßem qut~ pozße, a seæqas otmetim glavnoe: tak ili inaqe, lemma 1 vytekaet iz standartnyh faktov teorii singulØrnyh integral~nyh operatorov. Kl¸qevym v dokazatel~stve teoremy 1 budet ewe odno utverßdenie, toße svØzannoe s singulØrnymi integralami, no menee standartnoe. My sformuliruem ego v sledu¸wem punkte.

1.3. Poloßim δm = [0, 2^m], m > 0. S kaßdym intervalom δm svØ-

ßem trigonometriqeskiæ polinom φ_m so sledu¸wimi svoæstva- mi: ^φ_m(n) = 0 pri n /∈ δ_m; | ^φ_m(n)| 6 1; (6) |φ^{(r)}_m (e^{iσ})| 6 C_{r,u}2^{(r+1−u)m}σ^{−u}, σ ∈ [−π, π], u > 1, r = 0, 1, 2, . . . . (7) Zdes~ φ^{(r)}m (e^{iσ} ) =^{dr φm (eiσ)}_{dσr} . Nam ponadobitsØ sledu¸waØ (standartnaØ) lemma, dokazatel~stvo kotoroæ my vremenno otloßim.

102 S. V. KISL˚KOV, D. V. PARILOV

Lemma 2. Pri vsØkom ξ ∈ (0, 1) usloviØ (6), (7) sovmestimy s

usloviem: φ_m(n) = 1 pri n ∈ ξδ_m (ξδ – interval v R s tem ße centrom, qto i δ, no ime¸wiæ dlinu ξ|δ|).

Opixem teper~ nekotoryæ operator T , perevodØwiæ l^2-znaqnye funkcii v skalØrnye. DlØ fftogo obrazuem novu¸ posledovatel~nost~ {Ψ_j }, qlenami kotoroæ ØvlØ¸tsØ te ße trigonometriqeskie polinomy φ_m, no kaßdyæ moßet vstretit~sØ skol~ko ugodno raz i ne obØzatel~no podrØd, a nekotorye – ne vstretit~- sØ voobwe. Iz sootvetstvu¸wih otrezkov δ_m, rasstavlennyh v tom ße porØdke, obrazuem posledovatel~nost~ {Γ_j}. Pust~ ewe

n_j – posledovatel~nost~ neotricatel~nyh celyh qisel takaØ,

qto otrezki n_j + Γ_j poparno ne pereseka¸tsØ. Zadadim operator T : L^2(l^2) → L^2 formuloæ T ({h_j}) = ∑ j z^{nj} (Ψ_j ∗ h_j).

Iz usloviØ (6) i usloviØ, naloßennogo na posledovatel~nost~

{n_j}, srazu sleduet, qto T i v samom dele nepreryven v ukazan-

nyh prostranstvah.

Teorema 2. Operator T nepreryvno otobraßaet L^p(l^2) v L^p pri

1 < p 6 2 i H^p(l^2) v H^p pri 0 < p 6 1.

Sledstvie 2. Operator T nepreryvno otobraßaet prostran-

stvo H^{1,∞}(l^2) v H^{1,∞}.

Teorema 2 budet dokazana v §2, a seæqas my vyvedem teoremu 1 iz lemmy 1 i teoremy 2. Pered fftim, odnako, otmetim, qto sledstviØ 1 i 2 poluqa¸tsØ, sootvetstvenno, iz lemmy 1 i teoremy 2 interpolØcieæ: esli r < 1 < p, to H^{1,∞} = (H^r , H^p)_{θ,∞} (vewestvennyæ metod s parametrom θ takim, qto 1 = (1 − θ)r^{−1} + θp^{−1}), i analogiqnaØ formula spravedliva dlØ prostranstv l^2-znaqnyh funkciæ. Qtoby ubedit~sØ v fftom, moßno soslat~sØ na [5, 1.18.6, teorema 1(a), dokazatel~stvo] i na to, qto vse interpolØcionnye formuly vewestvennogo metoda nasledu¸tsØ xkaloæ prostranstv Hardi (nevaßno, vektornoznaqnyh ili net) so xkaly prostranstv Lorenca. Po povodu poslednego utverßdeniØ sm., naprimer, [6].

1.4. Vyvod teoremy 1 iz lemmy 1 i teoremy 2. My ob¨Øsnim,

kak dokazat~ p. (a) teoremy 1. Punkt (b) poluqaetsØ primerno tak

O TEOREME LITLVUDA––P�LI 103

ße, esli zametit~, qto dlØ analitiqeskih polinomov ~g_k = M_{Δk} g_k verno neravenstvo ‖ ‖ ‖ ( ∑ | ~g_k|^2 )_{1/2}‖ ‖_{L1,}1 6 C ‖ ‖ ‖ ( ∑ |g_k|^2 )_{1/2}‖ ‖_{L1} . Kak uße govorilos~, sprava stoit (faktiqeski) norma posledovatel~nosti { ~g_k} v prostranstve Hardi–Lorenca H^{1,∞}(l^2), tak qto moßno budet povtorit~ dokazatel~stvo p. (a) s ispol~zovaniem v sootvetstvu¸wih mestah sledstviæ 1 i 2.

Itak, pust~ funkcii f_k – takie, kak v utverßdenii (a) teoremy 1. Summa ∑ |f_k|^2 ne izmenitsØ, esli my zamenim f_k na z^{tk} f_k (t_k ∈ Z), a spektr funkcii (z^{tk} f_k) budet pri fftom leßat~ v otrez-

ke Δ_k + t_k.

Predpoloßim dopolnitel~no, qto pri nekotorom ξ ∈ (0, 1) i vseh k spraveddlivo vkl¸qenie supp ^f_k ⊂ ξΔ_k i qto dlina kaßdogo iz otrezkov Δ_k – stepen~ dvoæki. Togda neravenstvo (a) netrudno vyvesti iz teoremy 2. Deæstvitel~no, sdvinem vse funkcii f_k kak opisano v predyduwem abzace s tem rasqetom, qtoby levye koncy intervalov Δ_k smestilis~ v toqku 0; oboznaqim sdvinutye intervaly qerez ~Δ_k, a sdvinutye funkcii – qerez

~f_k, togda supp( ~f_k)∧ ⊂ ξ ~Δ_k. Teper~ vyberem funkcii φ_m, udo-

vletvorØ¸wie usloviØm (6), (7) i takie, kak v lemme 2, togda

φ_m ∗ ~f_k = ~f_k vsØkiæ raz, kogda ~Δ_k – interval dliny 2^m. Qisla n_j

iz opredeleniØ operatora T pered teoremoæ 2 – ffto te ße levye koncy intervalov Δ_j, tak qto z^{nk} (Ψ_k ∗ ~f_k) = f_k i, sootvetstvenno, T ({ ~f_k}) = ∑ k f_k, i vse dokazano.

Ostalos~ svesti vse k rassmotrennomu special~nomu sluqa¸. �to delaetsØ dvukratnym primeneniem lemmy 1. Deæstvitel~no, sdvinem snaqala vse intervaly Δ_k tak, qtoby ih levye koncy popali v edinicu, i k sootvetstvu¸weæ posledovatel~nosti f^+_k sdvinutyh funkciæ primenim lemmu 1 s A = 2^{1/10}, a zatem k poluqennym funkciØm α_j ∗ f^+_k primenim obratnyæ sdvig (“vernem ih v preßnee poloßenie”). Togda kaßdaØ funkciØ f_k raspadetsØ v koneqnu¸ summu f_k = ∑ j g_{kj} (my obryvaem summirovanie, kogda

nositel~ E_j funkcii α_j pokidaet sdvinutyæ v edinicu interval

Δ_k), priqem ‖ ‖ ‖ ( ∑ k ∑ j |g_{kj}|^2 )_{1/2}‖ ‖_{Lr} 6 C ‖ ‖ ‖ ( ∑ |f_k|^2 )_{1/2}‖ ‖_{Lr} . V odnoæ

gruppe (pri odnom znaqenii k) nositeli dvuh sosednih funkciæ

104 S. V. KISL˚KOV, D. V. PARILOV

^g_{kj} mogut perekryvat~sØ, odnako drugih nepustyh pereseqeniæ

net. Razob¨em vs¸ posledovatel~nost~ {g_{kj}} na desØt~ – v sootvetstvii s ostatkom ot deleniØ indeksa j na 10 v kaßdoæ gruppe. Neravenstvo vida (a) v teoreme 1 dostatoqno dokazat~ otdel~no dlØ kaßdoæ iz fftih podposledovatel~nosteæ.

BerØ odnu iz nih, zametim, qto esli iskl¸qit~ iz nee vse funkcii, okazavxiesØ poslednimi v svoeæ gruppe, to nositeli

e_l preobrazovaniæ Fur~e ostavxihsØ funkciæ budut (my pere-

numerovali ih odnim indeksom) horoxo razdeleny: e_l ⊂ ξΞ_l, gde

{Ξ_l} – nekie poparno ne pereseka¸wiesØ otrezki, dlina kaßdogo

est~ stepen~ dvoæki, a ξ – universal~naØ postoØnnaØ, ξ ∈ (0, 1).

ZaæmemsØ teper~ funciØmi, okazavximisØ poslednimi v gruppe. Sleva ot nositelØ ih preobrazovaniØ Fur~e dostatoqno mesta, no ego moßet ne hvatit~ sprava. Qtoby popravit~ delo, “izmel~qim” ih ewe raz, dvigaØs~ teper~ sprava nalevo: sdvinem ffti nositeli tak, qtoby ih pravye koncy prixlis~ v toqku −1, i primenim variant lemmy 1 dlØ prostranstva H^r(l^2) antianalitiqeskih funkciæ (ili, qto to ße samoe, samu lemmu 1 k kompleksno-soprØßennym funkciØm), a zatem obratnymi sdvigami “rasstavim vse po preßnim mestam”. Dalee povtorim opisannu¸ vyxe proceduru razbieniØ na 10 posledovatel~nosteæ s oqevidnymi izmeneiØmi i t.d. �

Qtoby ne otvlekat~sØ na ffto v dal~neæxem, obsudim prØmo seæqas postroenie funkciæ φ_m, udovletvorØ¸wih usloviØm (6), (7), i dokaßem lemmu 2.

Na prØmoæ (vmesto okrußnosti) dobit~sØ neobhodimogo prosto. Imenno, pust~ Ψ – proizvol~naØ neotricatel~naØ C^∞- funkciØ, zakl¸qennaØ meßdu nulem i ediniceæ i obrawa¸wa- ØsØ v nul~ vne otrezka [0, 1], i pust~ Ψ_m(s) = Ψ(2^{−m}s), s ∈ R,

m = 0, 1, 2, . . .. Oboznaqim qerez Φ_m obratnoe preobrazovanie

Fur~e funkcii Ψ_m, togda Φ_m(x) = 2^mΦ_0(2^mx). FunkciØ Φ_0 prinadleßit klassu Xvarca, pofftomu dlØ kaßdogo u > 0 imeet mesto ocenka |Φ^{(r)}_0 (x)| 6 C_{u,r}|x|^{−u}. Tak kak Φ^{(r)}m (x) = 2^{(r+1)m}Φ^{(r)}_0 (2^mx), ots¸da legko vyvesti analog neravenstva (7) dlØ Φ^{(r)}m . ˚sno takße, qto moßno vybrat~ funkci¸ Ψ tak, qtoby Ψ(s) ≡ 1 na ξ ·[0, 1], togda Ψ_m ≡ 1 na ξ · [0, 2^n].

Teper~ vvedem trigonometriqeskie polinomy φ_m na okrußno-

O TEOREME LITLVUDA––P�LI 105

sti formuloæ

φ_m(e^{iσ} ) = ∑ j∈[0,2^n] Ψ_m(j)e^{inσ} . Togda φ_m(e^{iσ}) = ∑ k∈Z^{Φm(σ + 2πk) (qtoby ubedit~sØ v fftom,}

dostatoqno sravnit~ kofffficienty Fur~e) i, sledovatel~no,

φ^{(r)}_m (e^{iσ} ) = ∑ k∈Z^{Φ(r)m (σ + 2πk). Znaqit,} | |φ^{(r)}_m (e^{iσ}) | | 6^∑_{k∈}Z^{2(r+1)n} (2^n|σ + 2πk|)^u . Tak kak |σ| 6 π, to |σ + 2kπ| > c(|k| + 1)^u, i pri u > 1 poluqaem (7).

�

§2. Dokazatel~stvo teoremy 2

Poslednee, qto nam ostalos~ – ffto dokazat~ teoremu 2. Primerno takie ße rassußdeniØ vedut i k dokazatel~stvu lemmy 1, no v deæstvitel~nosti ta lemma prowe (i, kak uße govorilos~, standartna i izvestna). Nam ponadobitsØ nebol~xaØ podgotovka.

2.1. Klassy Hardi i atomnye razloßeniØ. “Vewestvennyæ”

klass Hardi H^p(l^2) (p > 0) sostoit iz l^2-znaqnyh garmoniqeskih v kruge funkciæ, u kotoryh nekasatel~naØ maksimal~naØ funkciØ summiruema v stepeni p. Analitiqeskie klassy Hardi

H^p(l^2) i H^p(l^2) soderßatsØ v H^p(l^2): delo svoditsØ k skalØrno-

mu sluqa¸. Deæstvitel~no, vo vnexne-vnutrenneæ faktorizacii

f = SF skalØrnyæ vnexniæ mnoßitel~ F leßit v H^p, a vektornyæ

vnutrenniæ mnoßitel~ S ne igraet suwestvennoæ roli v ocenke. Iz p. 1.1 vidno, qto my mogli by ograniqit~sØ v dal~neæxem funkciØmi so znaqeniØmi v koneqnomernom prostranstve l^2_n. Qitatel~ moßet prinØt~ taku¸ toqku zreniØ, no my ne budem otraßat~ koneqnomernost~ v oboznaqeniØh.

Graniqnye znaqeniØ funkciæ klassa H^p(l^2) moßno ponimat~ kak l^2-znaqnye raspredeleniØ (lineænye nepreryvnye operatory iz C^∞(T) v l^2). Budem oboznaqat~ klass graniqnyh raspredeleniæ tem ße simvolom H^p(l^2). Kak i v skalØrnom sluqae, on harakterizuetsØ v terminah atomnogo razloßeniØ: f ∈ H^p(l^2) to-

106 S. V. KISL˚KOV, D. V. PARILOV

gda i tol~ko togda, kogda

f = c_01ITx + ∑ k¿1^{ckak,} (8) gde x ∈ l^2, ‖x‖ 6 1, c_k – kompleksnye qisla, a a_k – l^2-znaqnye patomy; pri fftom ‖ ‖f ‖ ‖_{Hp (l2 )} ≍ inf ( ∑ k¿0^{|ck|} p)_{1/p} , gde nißnØØ gran~ be-

retsØ po vsem predstavleniØm vida (8). Pod l^2-znaqnym p-atomom na okrußnosti ponimaetsØ l¸baØ sil~no izmerimaØ l^2-znaqnaØ funkciØ a, sosredotoqennaØ na nekotoroæ duge I dliny men~xeæ, qem 2π, i takaØ, qto ‖ ‖a(e^{iθ}) ‖ ‖_{l2} 6 |I|^{−1/p} i ∫ J a(e^{iθ})θ^j dθ = 0 (9)

pri 0 6 j 6 [^1_p ] − 1, gde J – l¸boæ otrezok na prØmoæ, perehodØwiæ pri otobraßenii θ → e^{iθ} na dugu I vzaimno-odnoznaqno. Dalee, esli f ∈ H^p(l^2), to dlØ vsØkogo N > [^1_p ] − 1 moßno naæti razloßenie vida (8), v kotorom ravenstvo (9) vypolneno dlØ vseh a_k pri 0 6 j 6 N , a ∑ j¿0 | |c_j | |^p_{Hp (lp )} ≍ ∑ j¿0 ‖ ‖c_j ‖ ‖^p. RØd v (8) vsegda

shoditsØ v smysle raspredeleniæ.

K soßaleni¸, trudno naæti mesto, gde vse ffto bylo by akkuratno dokazano. V sluqae skalØrnyh funkciæ na prØmoæ R v [3] imeetsØ dokazatel~stvo, opira¸weesØ neposredstvenno na nekasatel~nu¸ maksimal~nu¸ funkci¸ i izbega¸wee “bol~xoæ maksimal~noæ funkcii”. Ego udobno perenosit~ na naxu situaci¸: nado lix~ prosledit~ za tem, qto l^2-znaqnost~ ne mexaet voobwe, a perehod k okrußnosti privodit lix~ k poØvleni¸ v (8) qlena, soderßawego funkci¸ 1IT. Pri p = 1 dokazatel~stvo dlØ okrußnosti, no v sluqae skalØrnyh funkciæ, vyderßannoe v tom ße duhe, moßno naæti v [7]. DlØ vektornyh funkciæ na okrußnosti (no snova lix~ pri p = 1) dokazatel~stvo, osnovannoe na inyh ideØh, izloßeno v [8].

2.2. SingulØrnye integraly. Pust~ E i F – dva gil~bertovyh

prostranstva (koneqnomernye ne iskl¸qa¸tsØ; bolee togo, nam ponadobitsØ lix~ sluqaæ, kogda F = C ), a T – lineænyæ operator, perevodØwiæ E-znaqnye funkcii v F -znaqnye. Nas budet interesovat~, kogda operator T otobraßaet H^p(E) v L^p(F ) pri

O TEOREME LITLVUDA––P�LI 107

dannom p ∈ (0, 1]. �to vypolneno dlØ vseh “dostatoqno priliqnyh” singulØrnyh integral~nyh operatorov, i to, qto my sobiraemsØ vyskazat~, ukladyvaetsØ v takie ramki. Odnako glavnyæ primer – operator iz teoremy 2 – nesvertoqnyæ i nesimmetriqnyæ (ego Ødro obladaet horoximi svoæstvami lix~ po odnoæ iz peremennyh), tak qto situaciØ ne vpolne standartna. Pristupim k detalØm.

Sqitaem apriori, qto nax operator T deæstvuet iz L^2(E) v

L^2(F ) (my videli, qto ffto tak v sluqae operatora iz teoremy 2).

Napomnim, qto Ødrom operatora T nazyvaetsØ L(E, F )-znaqnaØ funkciØ K ot dvuh peremennyh takaØ, qto T f(e^{iσ} ) = π∫ −π K(e^{iσ} , e^{iτ} )f(e^{iτ} ) dτ pri p.v. e^{iσ} vne nositelØ E-znaqnoæ funkcii f. DlØ vsØkoæ dugi I na okrußnosti poloßim I_s = 2^{s+1}I \ 2^sI (CI – duga s tem ße centrom, qto i I, ime¸waØ dlinu C|I|, libo vsØ okrußnost~, esli C|I| > 2π; tem samym, mnoßestvo I_s pusto pri bol~xih s). Podqinim Ødro K sledu¸wemu uslovi¸ (“uslovie gladkosti” po τ ):

(S_N ) dlØ vsØkoæ dugi I ⊂ T naædetsØ takaØ L(E, F )-znaqnaØ

funkciØ P_I (σ, τ ), ØvlØ¸waØsØ polinomom stepeni ne vyxe N po τ , qto pri vseh x ∈ E, vseh τ ∈ J i vseh s > 1, dlØ kotoryh I_s ≠ ?, vypolnØetsØ neravenstvo ( ∫ J_s ‖( K(e^{iσ} , e^{iτ} ) − P_I (σ, τ ) ) x ‖_2 F dσ )_{1/2}

6 C^‖x^‖_E |I|^{−1/2}2^{−Bs},

gde B > 1/2 ne zavisit ot I i x.

Zdes~ J_s = 2^{s+1}J \ 2^sJ pri 2^s|I| < 2π, gde J – kakoæ-nibud~ otrezok na prØmoæ, perehodØwiæ vzimno-odnoznaqno na dugu I pri estestvennom otobraßenii prØmoæ na okrußnost~.

Predloßenie 1. Predpoloßim, qto operator T nepreryvno deæ-

stvuet iz L^2(E) v L^2(F ) i iz H^p(E) v prostranstvo F -znaqnyh raspredeleniæ i obladaet Ødrom K, udovletvorØ¸wim uslovi¸ (S_N ). Esli [^1_p ] − 1 6 N i p > (B +^1_2 )^{−1}, to ‖ ‖T f ‖ ‖_{Lp(F )} 6 D ‖ ‖f ‖ ‖_{Hp (E)}

108 S. V. KISL˚KOV, D. V. PARILOV

dlØ l¸boæ funkcii f iz H^p(E), gde D zavisit lix~ ot C, N , p, B i L^2-normy operatora T .

Dokazatel~stvo. V silu predstavleniØ (8) i zameqaniæ k nemu

dostatoqno proverit~, qto ‖ ‖T a ‖ ‖_{Lp(F )} 6 const dlØ l¸bogo p-atoma

a, u kotorogo momenty s nomerami 0, 1, . . . , N ravny nul¸. Pust~ I – duga iz opredeleniØ atoma. Imeem ∫ T^{‖(T a)( · )‖pF = ∫}2I^{‖(T a)( · )‖pF + ∫}T\2I^{‖(T a)( · )‖pF .} Pervyæ qlen sprava ocenivaetsØ iz L^2-nepreryvnosti operatora T : ∫ 2I ‖ (T a)( · ) ‖_p F 6 C|I|^{1−p/2( ∫}T^‖(T a)( · )^{‖2}_F^{)2/p}

6 C|I|^{1−p/2( ∫}

I ‖ ‖a( · ) ‖ ‖^2_E )_{p/2}

6 const .

Ocenim vtoroæ integral: ∫ T\2I^{‖(T a)( · )‖pF = ∑s ∫}Is^{‖ ∫}I^{K(ζ, ξ)a(ξ)dξ‖pF dζ}

6^∑_s |Js|^{1−p/2( ∫}

J_s ‖ ‖ ‖ ∫ J (K(e^{iσ} , e^{iτ} ) − P_I (σ, τ ))a(e^{iτ} )dτ ‖ ‖ ‖^2_F dσ )_{p/2}

(perexli na prØmu¸ i vospol~zovalis~ tem, qto ot vyqitaniØ funkcii P_I (σ, τ ) niqego ne izmenilos~ v silu (9)). Dalee zameqaem, qto L^2(F )-norma vnutrennego integrala (po otrezku J) ne prevoshodit integrala ot normy, a zatem pol~zuemsØ usloviem (S_N ): · · · 6 C ∑ s |J|^{1−p/2} 2^{s(1−p/2)} ( ∫ J ( ∫ J_s ‖ ‖(K(e^{iσ} , e^{iτ} )

− P_I (σ, τ ))a(e^{iτ} ) ‖ ‖^2_F dσ )_{p/2} dτ )_p

O TEOREME LITLVUDA––P�LI 109

6 C^∑_s |J|^{1−p/2( ∫}

J ‖ ‖a(e^{iτ} ) ‖ ‖_E |J|^{−1/2} 2^{−Bs} dτ )_p

6 C^∑_s |J|^{1−p/2} 2^{s(1−p/2)(}|J| |J|^{−1/p}|J|^{−1/2} 2^{−Bs)p}

                  6 C^∑_s 2^{(1−(B+ 1}2^{)p)s} 6 const

v silu usloviØ na p. �

Zameqanie. Pri N = 0 ffto predloßenie bylo sformulirovano

v [1] v dvoæstvennoæ forme s poterØmi: toqnaØ dvoæstvennaØ pereformulirovka glasit, qto operator T^∗ deæstvuet iz L^∞(F^∗) v

BMO(E^∗), v [1] ße bylo ispol~zovano lix~ to, qto (nelineænyæ)

operator f → ‖(T f)( · )‖_E� perevodit L^∞(F^∗) v skalØrnoe prostranstvo BMO. Imenno ffto zagrublenie ne pozvolilo Rubio de Fransia pridti k neravenstvu (2) pri p = 1 (vproqem, bylo ewe nebol~xoe zagrublenie na stadii “izmel~qeniØ”: vmesto lemmy 1 ispol~zovalos~ neqto, k sluqa¸ p = 1 ne otnosØweesØ).

Zametim ewe, qto iz usloviØ (S_0) standartnym obrazom sleduet, qto T – operator slabogo tipa (1,1): netrudno vyvesti iz

S_0 izvestnoe uslovie Hermandera ∫ T\2±^{‖(K(eiσ , eiτ ) − uI (σ))x‖F dσ 6 C‖x‖F} pri vseh τ ∈ I i pri podhodØwem vybore ne zavisØwih ot τ operator-funkciæ u_I .

2.3. Teper~, nakonec, my moßem dokazat~ teoremu 2. My vypi-

xem Ødro figuriru¸wego v neæ operatora T i ustanovim, qto ono udovletvorØet uslovi¸ (S_N ) pri l¸bom N = 0, 1, 2, . . ., priqem sootvetstvu¸wie konstanty B = B_N stremØtsØ k beskoneqnosti. V silu predloßeniØ 1 fftogo dovol~no: kak uße ukazyvalos~, v formule dlØ T moßno ostavit~ koneqnoe qislo slagaemyh, a togda l¸boe znaqenie operatora T – analitiqeskiæ polinom, tak qto v predloßenii 1 na samom dele ocenena H^pnorma funkcii T {f_j }. Kstati, esli ostavit~ v formule dlØ T koneqnoe qislo slagaemyh, stanovitsØ soverxenno Øsnym i to, qto T nepreryvno otobraßaet H^p(l^2) v prostranstvo (skalØrnyh) raspredeleniæ – kak i trebuetsØ v predloßenii 1.

110 S. V. KISL˚KOV, D. V. PARILOV

VernemsØ k opredeleni¸ operatora T pered teoremoæ 2 i poloßim A_k = {j : Ψ_j = φ_k}. Formulu dlØ T moßno perepisat~ tak: (T {h_j})(e^{iσ} ) = ∑ k ∑ j∈A_k (h_j ∗ φ_k)(e^{iσ} )e^{inj σ}. ˚dro operatora T est~ funkciØ so znaqeniØmi v (l^2)^∗ = l^2, tak qto ono otoßdestvlØetsØ s posledovatel~nost~¸ funkciæ { φ_k(e^{i(σ−τ)})e^{insσ} } s∈A_k,k=1,2,.... Pust~ J – interval, sootvetstvu¸wiæ nekotoroæ duge I na okrußnosti, kak bylo v opredelenii svoæstva (S_N ), τ_0 – seredina intervala J, a P^N_{J,k}(σ, τ ) = N∑ r=0 1 r! φ^{(r)}_k ( e^{i(σ−τ0)} )( τ − τ_0 )_r

– N -æ polinom Teælora dlØ φ_k(e^{i(σ−τ)}) s centrom v toqke σ − τ_0. Proverim, qto

β_s^{def}= ( ∫ J_s ( ∑ k | |φ_k(e^{i(σ−τ)}) − P^N_{J,k}(σ, τ ) | | | | | ∑ j∈A_k ξ_j e^{inj σ} | | | )_2 dσ )_{1/2}

6 C|J|^{−1/2} 2^{− 12 sBN}

pri τ ∈ J i s > 1 s B_N =^{(N+2)2}_{N+3} dlØ vsØkogo vektora ξ = { ξ_j } j∈∪_kA_k iz l 2 s ediniqnoæ normoæ. PonØtno, qto ots¸da vy-

tekaet uslovie (S_N ) v ob¨Øvlennoæ vyxe forme, a s nim – i teorema 2.

Primeniv neravenstvo treugol~nika v L^2, vidim, qto

β_s 6 ∑ k ( ∫ J_s | |φ_k(e^{i(σ−τ)}) − P^N_{j,k}(σ, τ ) | |^2 | | ∑ j∈A_k ξ_j e^{inj σ} | |^2dσ )_{1/2}

6^∑_k γks^{( ∫}

J_s | | | ∑ j∈A_k ξ_j e^{inj σ} | | |^2dσ )_{1/2} , (10)

gde γ_{ks} = sup_{σ∈Js} sup_{τ∈J} |φ_k(e^{i(σ−τ)}) − P^N_{J,k}(σ, τ )|. Ocenim veliqinu γ_{ks}

dvumØ sposobami. Obe ocenki ob¨edineny v formule (11). V

O TEOREME LITLVUDA––P�LI 111

verhneæ stroke my prosto ocenivaem ostatok v razloßenii Teælora, a v nißneæ pol~zuemsØ tem, qto starxiæ qlen v P^N_{J,k} ocenivaetsØ tak ße, kak i ostatok v formule Teælora porØdka N − 1:

γ_{ks} 6 C sup_{η∈Js} sup_{τ∈J} | |τ − τ_0 | |^{N+1} | |φ^{(N+1)} k ( e^{i(η−τ0)} )| , sup_{η∈Js} sup_{τ∈J} | |τ − τ_0 | |^N | |φ^{(N)}_k (ei(η−τ0)) | |. (11)

Iz (6) legko vyvesti, qto | φ^{(N+1)} k (e^{iθ}) | 6 C 2^{k(N+2)} (dostatoqno

ocenit~ trigonometriqeskiæ polinom φ^{(N+1)}_k qerez summu moduleæ ego kofffficientov Fur~e), tak qto verhnØØ stroka v (11) daet

γ_{ks} 6 C|J|^{N+1} 2^{k(N+2)}. (12)

V nißneæ stroke v (11) ocenim proizvodnu¸ φ^{(N)}_k s pomow~¸ neravenstva (7) s u = N + 2. �to daet

γ_{ks} 6 C|J|^N 2^{−k} 2^{−(N+2)s}|J|^{−(N+2)} = C|J|^{−2} 2^{−k} 2^{−(N+2)s}. (13)

Ocenka (13) luqxe ocenki (12) v toqnosti togda, kogda 2^k > 2^{k0} ≍

|J|^{−1} 2^{− N+2N+3 s}. �to pozvolØet napisat~ ∑ k γ_{ks} 6 C ∑ k6k0^{|J|} N+1 2^{k(N+2)} + C ∑ k>k_0 |J|^{−2} 2^{−(N+2)s} 2^{−k}

6 C^′|J|^{−1} 2^{− (N+2)2N+3 s}. (14)

Teper~ prodolßim ocenku (10) s pomow~¸ neravenstva Koxi:

β_s 6 C ( ∑ k γ_{ks} )_{1/2}( ∑ k γ_{ks} ∫ J_s | | | ∑ j∈A_k ξ_je^{inj σ} | | |^2 dσ )_{1/2} . (15)

Iz (14) vidno, qto dostatoqno ocenit~ vtoroæ mnoßitel~ sprava postoØnnoæ, zavisØweæ tol~ko ot N i konstant iz neravenstv (6), (7).

VernemsØ ewe raz k opredeleni¸ operatora T pered teoremoæ 2. Iz togo, qto otrezki n_j + Γ_j ne dolßny peresekat~sØ, legko usmotret~, qto esli j i j^′ – fflementy mnoßestva A_k s odnim i tem ße k, to |j − j^′| > 2^k. Po teoreme o trigonometriqeskih

112 S. V. KISL˚KOV, D. V. PARILOV

rØdah s malymi lakunami [9, gl. V, teorema 9.9]^1 poluqaem, qto dlØ vsØkogo intervala Q na prØmoæ spravedliva ocenka ∫ Q | | | ∑ j∈A_k ξ_je^{inj θ} | | |^2 6 C|Q| ∑ j∈A_k |ξ_j|^2, esli |Q| > 2π/2^k;

C2^{−k} ∑ j∈A_k |ξ_j |^2, esli |Q| < 2π/2^k, k = 1, 2, . . . (16)

(vo vtorom sluqae prosto uveliqim Q do intervala dliny 2π/2^k).

Pust~ teper~ k_1 – naimen~xee iz qisel k, dlØ kotoryh |J_s| =

2^s|J| > 2^{−k+1} · 2π. Pol~zuØs~ neravenstvami (16), ocenivaem kva-

drat vtorogo mnoßitelØ sprava v (15) sledu¸wim obrazom: ∑ k γ_{ks} ∫ J_s | | | ∑ j∈A_k ξ_j e^{inj σ} | | |^2 dσ 6 C ( ∑ k6k1^{. . . +} ∑ k>k_1 . . . )

6 C^{′(} sup_k6_{k1} γks · 2^{−k} + sup_{k>k1} γks · 2^s|J|^) (17)

(my vospol~zovalis~ tem, qto ∑ k ( ∑ j∈A_k |ξ_j|^2 ) = 1). Esli my pro-

verim, qto vypolneny neravenstva

γ_{ks} 6 C2^k pri k 6 k_1 i

γ_{ks} 6 C2^{−k} 2^{−2s}|J|^{−2} pri k > k_1, (18)

to vse budet dokazano: pervyæ supremum v (17) ograniqen v silu pervoæ iz fftih ocenok, a iz vtoroæ ocenki sleduet, qto

sup_{k>k1} γ_{ks} 2^s|J| 6 2^{−k1} 2^{−s}|J|^{−1} ≍ const

v silu opredeleniØ qisla k_1.

Dokaßem pervoe neravenstvo v (18). Iz (6) sleduet, qto

|φ^{(r)}( · )| 6 C 2^{(r+1)k}, a togda iz ocenki (N + 1)-go ostatka v for-

mule Teælora poluqaetsØ (sm. opredelenie veliqiny γ_{ks}), qto

|γ_{ks}| 6 C2^{(N+2)k}|J|^{N+1} 6 C^′ 2^{(N+2)k}(2^{−s}2^{−k})^{N+1} ∼ (2^{−s}2^k)

1 V [1] operatory opredelØlis~ qut~ inaqe, i v sootvetstvu¸wem meste voznikala v toqnosti ortogonal~naØ posledovatel~nost~ fe^{inj σ}g. Sledovatel~no, teorema 2 opisyvaet (daße pri N = 0) slegka bolee obwiæ klass operatorov, qem bylo v [1]. Vproqem, neØsno, tak li uß ffto vaßno.

O TEOREME LITLVUDA––P�LI 113

(pri vtorom perehode my vospol~zovalis~ tem, qto |J| 6 C 2^{−s}2^{−k} pri k 6 k_1), qto daße neskol~ko sil~nee togo, qto nam nußno.

Vtoroe neravenstvo v (18) na samom dele verno bez ograniqeniæ na k i poluqaetsØ poqlennoæ ocenkoæ raznosti φ_k ( e^{i(σ−τ)} ) − N∑ r=0 1 r! ( e^{i(σ−τ0 )} ) (τ − τ_0)^r .

Napomnim, qto |σ−τ |, |σ−τ_0| ≍ 2^s|J| pri σ ∈ J_s, pofftomu r-æ qlen polinoma Teælora v silu neravenstva (7) ocenivaetsØ veliqinoæ C_{r,u} 2^{(r+1−u)k}(2^s|J|)^{−u}|J|^r, i ffta ße veliqina pri r = 0 maßoriruet slagaemoe φ_k ( e^{i(σ−τ)} ) . Ostalos~ pri kaßdom fiksirovannom r vzØt~ u = r + 2 i prosummirovat~ ffti ocenki po r ot 0 do N . �

Literatura

1. J. L. Rubio de Francia, A Littlewood–Paley inequality for arbitrary intervals. — Rev. Mat. Iberoamer. 1 (1985), 1–13.

2. J. Bourgain, On square functions on the trigonometric system. — Bull. Soc. Math.

Belg. 37, No. 1 (1985), 20–26.

3. J. Garcia-Cuerva, J. L. Rubio de Francia, Weighted norm inequalities and related topics. North-Holland (1985).

4. S. V. Kislyakov, Fourier coefficients of continuous functions and a class of multipliers. — Ann. Inst. Fourier 38, No. 2 (1988), 147–184.

5. H. Tribel~, TeoriØ interpolØcii, funkcional~nye prostranstva, differencial~nye operatory. Mir, Moskva (1980).

6. S. V. Kislyakov, Q. Xu, Interpolation of weighted and vector-valued Hardy spaces.

— Trans. Amer. Math. Soc. 343, No. 1 (1994), 1–34.

7. B. S. Kaxin, A. A. SaakØn, Ortogonal~nye rØdy. Nauka, Moskva (1984).

8. J. Bourgain, Vector-valued singular integrals and the H1-BMO duality. — In:

Probability Theory and Harmonic Analysis, J. A. Chao and W. A. Woyczyński (eds.) Pure and Appl. Math. 98, M. Dekker, New York and Basel (1983).

9. A. Zigmund, Trigonometriqeskie rØdy. T. 1, Mir, Moskva (1965).

Kislyakov S. V., Parilov D. V. On the Littlewood–Paley theorem for arbitrary intervals.

We extend the results of Rubio de Francia [1] and Bourgain [2] by showing that for arbitrary mutually nonintersecting intervals Δ_k ⊂ Z_+, arbitrary p ∈ (0, 2], and arbitrary trigonometric polynomials f_k with

114 S. V. KISL˚KOV, D. V. PARILOV supp ^f_k ⊂ Δ_k, we have ‖ ‖ ∑ k f_k ‖ ‖_{Hp(}T_) 6 ap ‖ ‖ ( ∑ k | |f_k | |^2 )_{1/2}‖ ‖_{Lp(}T_).

The method is a development of that by Rubio de Francia.

Postupilo 2 oktØbrØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova E-mail: skis@pdmi.ras.ru