Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 327, 2005 g.

A. V. Potepun

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM NA MNOGOOBRAZI˚H S LOKAL^NO KONEQNYMI VARIACI˚MI. QAST^ I

§0. Vvedenie

Kak izvestno, teoriØ integrirovaniØ differencial~nyh form na gladkih mnogoobraziØh moßet byt~ obobwena na sluqaæ kusoqno-gladkih mnogoobraziæ, a esli razmernost~ ravna 1 – na sluqaæ sprØmlØemyh krivyh (sm., naprimer, [1, t. III, glava III]). Drugoe obobwenie – teoriØ potokov (nepreryvnyh lineænyh funkcionalov na prostranstve C^∞-form s kompaktnymi nositelØmi) – sm. [2, gl. 4, §4.1]. V fftom sluqae “integriru¸tsØ” tol~ko beskoneqno gladkie differencial~nye formy. Cel~ dannoæ stat~i – obobwenie teorii integrirovaniØ 1-form po sprØmlØemym krivym na vysxie razmernosti. Kak izvestno, krivaØ sprØmlØema, esli koordinatnye funkcii parametrizu¸- wego ee otobraßeniØ ØvlØ¸tsØ funkciØmi ograniqennoæ variacii. V stat~e opredelØ¸tsØ ponØtiØ n-mernogo mnogoobraziØ v R^m s lokal~no koneqnymi variaciØmi i nekotoroæ vektornoæ mery na nem so znaqeniØmi v prostranstve n-vektorov (ne zavisØweæ ot lokal~nyh parametrizaciæ mnogoobraziØ i menØ- ¸weæ znak pri perehode k protivopoloßnoæ orientacii). Integral ot differencial~noæ formy opredelØetsØ kak integral po fftoæ vektornoæ mere. Poskol~ku vektornaØ mera okazyvaetsØ sqetno-additivnoæ, fftot integral obladaet obyqnymi svoæstvami integrala Lebega (v qastnosti, moßno integrirovat~ izmerimye differencial~nye formy, est~ analog teoremy Lebega o maßorirovannoæ shodimosti). V sluqae razmernosti 1 moßno opredelit~ (drugim sposobom) vektornu¸ meru i na lokal~- no nesprØmlØemyh krivyh, odnako, kak legko pokazat~, ffta mera budet tol~ko koneqno-additivnoæ i, sootvetstvenno, integral

Rabota vypolnena pri podderßke VNP MinobrazovaniØ 3.1. No. 4733. 168

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 169 ne budet imet~ svoæstv, svØzannyh s predel~nym perehodom pod znakom integrala. Krome togo, v fftom sluqae obØzatel~no suwestvu¸t neintegriruemye nepreryvnye differencial~nye formy s kompaktnym nositelem. Pofftomu avtor predpolagaet, qto mnogoobraziØ s lokal~no koneqnymi variaciØmi – ffto naibolee obwiæ vid mnogoobraziæ, na kotoryh moßno opredelit~ integral s horoximi svoæstvami.

V sluqae razmernosti 1 svØznymi komponentami mnogoobraziØ s lokal~no koneqnymi variaciØmi ØvlØ¸tsØ lokal~no sprØmlØemye krivye (sm. [3, dobavlenie I]), kotorye dopuska¸t natural~nu¸ parametrizaci¸ (parametr – dlina krivoæ, otsqityvaemaØ ot fiksirovannoæ toqki). �ta parametrizaciØ, oqevidno, ØvlØetsØ lipxicevskoæ s konstantoæ, ravnoæ 1. S pomow~¸ integrirovaniØ takim mnogoobraziØm sopostavlØ¸tsØ lokal~no 1-sprØmlØemye potoki ([2, gl. 4, §4.1]). Odnako v sluqae razmernosti n ¿ 2 suwestvu¸t primery mnogoobraziæ s lokal~no koneqnymi variaciØmi, ne dopuska¸wih lipxicevskoæ parametrizacii, pofftomu, vidimo, sootvetstvu¸wie im potoki ne budut lokal~no n-sprØmlØemymi.

Osnovnoæ rezul~tat pervoæ qasti stat~i sledu¸wiæ: nepreryvnaØ differencial~naØ forma integriruema po kompaktnomu podmnoßestvu orientiruemogo mnogoobraziØ s lokal~no koneqnymi variaciØmi (integral suwestvuet i imeet koneqnoe znaqenie).

§1. VariaciØ otobraßeniØ

Pust~ mnoßestvo G otkryto v R^n, f : G → R^n – nepreryvnoe otobraßenie. Tak kak l¸bu¸ Øqeæku P ⊂ G (parallelepiped vida P = ∏_n i=1[a_i; b_i)) moßno predstavit~ v vide P = ⋃_∞ j=1 K_j , gde K_j — kompaktnye parallelepipedy, i mnoßestva f(K_j ) kompakt-

ny, to mnoßestvo f(P ) = ⋃_∞ j=1 f(K_j ) izmerimo po mere Lebega.

Nazovem variacieæ otobraßeniØ f na Øqeæke P qislo

V_f (P ) = sup {^m∑ k=1 λ_n ( f(P_k) )| {P_k}^m_{k=1} –razbienie mnoßestva P

na Øqeæki } (λ_n ( f(P_k) ) – mera Lebega mnoßestva f(P_k)).

170 A. V. POTEPUN

DlØ l¸bogo mnoßestva E ⊂ G i l¸bogo y ∈ R^n oboznaqim N_f (E, y) = { card(f^{−1} (y)∩E), esli mnoßestvo f^{−1}(y)∩E koneqno;

+∞, esli f^{−1}(y) ∩ E beskoneqno

(funkciØ N_f (E), zadannaØ na R^n, nazyvaetsØ indikatrisoæ Banaha, sm. [3, glava VII, §5]).

Teorema 1. Indikatrisa Banaha Øqeæki P ⊂ G izmerima po mere

Lebega v R^n i ∫ Rn^{Nf (P ) dλn = Vf (P ).} Dokazatel~stvo (osnovnaØ ideØ iz [3, gl. VIII, §5]). . Esli P

– Øqeæka, to mnoßestvo f(P ) izmerimo, a togda i ego harakteristiqeskaØ funkciØ χ_{f (P )} izmerima. Esli τ = {P_k}^m_{k=1} – razbienie mnoßestva P na diz¨¸nktnye Øqeæki, to oboznaqim

N_τ =^m ∑ k=1 χ_{f (Pk)}. �ta funkciØ izmerima i ∫ Rn^{Nτ dλn =} m∑ k=1 ∫ Rn^{χf (Pk)dλn =} m∑ k=1 λ_n(f(P_k)). (1)

Dokaßem, qto esli τ^′ – bolee melkoe razbienie, qem τ , to N_τ0 ¿

N_τ . V samom dele, l¸baØ Øqeæka P_k ∈ τ predstavlØetsØ v vide

P_k =^{mk} ⋃ i=1 P_{ki}, a togda f(P_k) =^{mk} ⋃ i=1 f(P_{ki}),

χ_{f (Pk)} 6 m_k∑

i=1 χ_{f (Pki)} =⇒ N_τ = m∑ k=1 χ_{f (Pk )} 6 m∑ k=1 m_k∑

i=1 χ_{f (Pki )} = N_τ0 .

Oboznaqim qerez τ_s razbienie Øqeæki P na 2^{sn} ravnyh qasteæ (kaßdu¸ storonu Øqeæki P delim na 2^s ravnyh qasteæ). Togda razbienie τ_{s+1} – bolee melkoe, qem τ_s, dlØ l¸bogo y ∈ R^n verno neravenstvo N_{τs+1} (y) ¿ N_{τs} (y), pofftomu suwestvuet predel

lim_{s→∞} N_{τs} (y) (koneqnyæ ili ravnyæ +∞).

Dokaßem, qto N_f (P, y) = lim_{s→∞} N_{τs} (y). DlØ l¸bogo τ = {P_k}^m_{k=1} imeem P = ⋃_m k=1 P_k (diz¨¸nktnoe ob¨edinenie), pofftomu f^{−1}(y)∩

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 171

P =^m ⋃ k=1 (f^{−1}(y) ∩ P_k). Poskol~ku mnoßestva f^{−1}(y) ∩ P_k diz¨-

¸nktny, card(f^{−1}(y) ∩ P ) =^m ∑ k=1 card(f^{−1} (y) ∩ P_k), t.e. N_f (P, y) = m∑ k=1 card(f^{−1}(y) ∩ P_k).

Esli f^{−1}(y) ∩ P_k = ⊥, to y ∉ f(P_k) =⇒ χ_{f (Pk )}(y) = 0 =

card(f^{−1}(y) ∩ P_k).

Esli f^{−1}(y) ∩ P_k ≠ ⊥, to y ∈ f(P_k) =⇒ χ_{f (Pk )}(y) = 1 6

card(f^{−1}(y) ∩ P_k).

Takim obrazom, card(f^{−1} (y) ∩ P_k) ¿ χ_{f (Pk )}(y) i N_f (P, y) ¿ m∑ k=1 χ_{f (Pk )}(y) = N_τ (y). Poluqili:

N_f (P, y) ¿ N_{τs} (y) =⇒ N_f (P, y) ¿ lim_{s→∞} N_{τs} (y). (2)

Pust~ N_f (P, y) ¿ q ∈ N, togda v mnoßestve P suwestvuet po kraæneæ mere q razliqnyh korneæ uravneniØ f(x) = y. Zafiksiruem korni x_1, . . . , x_q ∈ P . Tak kak vse oni razliqny, to

ρ_0 = min

16i<j6q^{ρ(xi, xj) > 0} (^ρ – metrika v^{Rn}). Esli^{Psi} – Øqeæki, obrazu¸wie razbienie τ_s, to diam P_{si} =^1_{2s} diam P −→ 0 pri

s → ∞ i suwestvuet s takoe, qto diam P_{si} < ρ_0. Togda v kaßdu¸

Øqeæku P_{si} popadet ne bolee odnoæ toqki iz {x_1, . . . , x_q}, pofftomu suwestvuet ne menee q Øqeek P_{si}, dlØ kotoryh y ∈ f(P_{si}), t.e.

χ_{f (Psi )}(y) = 1. Poluqaem:

N_{τs} (y) = 2sn∑ i=1 χ_{f (Psi )}(y) ¿ q =⇒ lim_{s→∞} N_{τs} (y) ¿ q. Esli N_f (P, y) = q ∈ N, to lim_{s→∞} N_{τs} (y) ¿ q, t.e. N_f (P, y) 6

lim_{s→∞} N_{τs} (y). Esli N_f (P, y) = +∞, to dlØ l¸bogo q ∈ N spra-

vedliva ocenka N_f (P, y) ¿ q, a togda lim_{s→∞} N_{τs} (y) ¿ q, a togda i

lim_{s→∞} N_{τs} (y) = +∞, t.e. dlØ l¸bogo y imeem N_f (P, y) 6 lim_{s→∞} N_{τs} (y).

Sopostaviv s neravenstvom (2), poluqim N_f (P, y) = lim_{s→∞} N_{τs} (y). Ots¸da sleduet izmerimost~ funkcii N_f (P ) i po teoreme Levi

172 A. V. POTEPUN i neravenstvu (1) poluqaem ∫ Rn^{Nf (P ) dλn = lims→∞} ∫ Rn^{Nτs dλn = lims→∞} 2sn∑ i=1 λ_n ( f(P_{si}) ) 6 6 sup {_m ∑ k=1 λ_n ( f(P_k) ) | {P_k}^m_{k=1}– razbienie Øqeæki P } = V_f (P ).

S drugoæ storony, dlØ l¸bogo razbieniØ τ verno neravenstvo

N_f (P, y) ¿ N_τ (y), pofftomu m∑ k=1 λ_n ( f(P_k) ) = ∫ Rn^{Nτ dλn 6} ∫ Rn^{Nf (P )dλn,} a togda

V_f (P ) = sup_τ {_m ∑ k=1 λ_n ( f(P_k) ) } 6^∫ Rn^{Nf (P )dλn.•} Opredelenie. Nazovem nepreryvnoe otobraßenie f : G → R^n

otobraßeniem s lokal~no koneqnoæ variacieæ, esli dlØ l¸boæ Øqeæki P takoæ, qto P ⊂ G, variaciØ V_f (P ) koneqna.

Sledstvie. Esli f : G → R^n – otobraßenie s lokal~no koneqnoæ

variacieæ, to dlØ l¸boæ Øqeæki P takoæ, qto P ⊂ G, dlØ poqti vseh y ∈ R^n (po mere Lebega) mnoßestvo f^{−1}(y) ∩ P koneqno (funkciØ N_f (P ) summiruema, pofftomu poqti vs¸du koneqna).

§2. TopologiqeskaØ stepen~ otobraßeniØ s lokal~no koneqnoæ variacieæ

Pust~ K ⊂ R^n – n-mernoe kompaktnoe mnogoobrazie s kusoqno gladkim kraem ∂K (∂K ØvlØetsØ ob¨edineniem koneqnogo qisla gladkih mnogoobraziæ razmernosti ne vyxe n − 1). Oqevidnym primerom takogo mnogoobraziØ ØvlØetsØ kompaktnyæ parallelepiped. Kak izvestno (sm. [4, glava VI, §8]), topologiqeskoæ stepen~¸ otobraßeniØ g : K → R^n klassa C^1 v toqke y, ne prinadleßaweæ g(∂K), nazyvaetsØ indeks cikla g|_{∂K} otnositel~no y, t.e. integral

deg_g (K, y) = 1 μ(S^{n−1}) ∫ g(∂K) ω_y,

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 173 gde ω_y = n∑ i=1 (−1)^{i−1} x_i − y_i |x − y|^n dx_1 ∧ dx_2 ∧ . . . ∧ dx_{i−1} ∧ dx_{i+1} ∧ . . . ∧ dx_n,

|x − y| = √_n ∑ i=1 (x_i − y_i)^2, μ(S^{n−1}) – plowad~ ediniqnoæ sfery

v R^n.

Esli f – nepreryvnoe otobraßenie mnoßestva G ⊂ R^n v R^n,

K ⊂ G i y /∈ f(∂K), to deg_f (K, y) takße opredelØetsØ kak indeks

cikla f|_{∂K} otnositel~no y, no v fftom sluqae ispol~zu¸tsØ priblißeniØ otobraßeniØ f otobraßeniØmi klassa C^1. Poskol~ku mnoßestvo f(∂K) kompaktno, legko proverit~, qto ρ(y, f(∂K)) = inf{ρ(y, z) | z ∈ f(∂K)} > 0. Lemma 1. Esli f : G → R^n – nepreryvnoe otobraßenie i y /∈

f(∂K), to suwestvuet otobraßenie g : K → R^n klassa C^1 takoe, qto ||f − g|| = max_{x∈K} |f(x) − g(x)| < ρ(y, f(∂K)), dlØ vseh takih otobraßeniæ sußeniØ g|_{∂K} C^0-gomotopny suße- ni¸ f|_{∂K} v R^n \ {y} i deg_f (K, y) = deg_g (K, y) = 1 μ(S^{n−1}) ∫ g(∂K) ω_y. Dokazatel~stvo. Po teoreme 52 iz [4, glava VI, §8] moßno pri-

blizit~ f otobraßeniem g klassa C^1 tak, qto ||f − g|| = max_{x∈K} |f(x) − g(x)| < ρ(y, f(∂K)). Po teoreme 51, p.2 (tam ße) togda sußenie g|_{∂K} C^0-gomotopno sußeni¸ f|_{∂K} v R^n \ {y}. Po teoreme 62 (tam ße) indeksy ciklov

f|_{∂K} i g|_{∂K} otnositel~no y ravny, t.e.

deg_f (K, y) = deg_g(K, y) = 1 μ(S^{n−1}) ∫ g(∂K) ω_y.•

Esli P =^n ∏ i=1 [a_i; b_i), to oboznaqim K_ε(P ) =^n ∏ i=1 [a_i − ε; b_i − ε].

174 A. V. POTEPUN

Opredelenie. Esli suwestvuet εy > 0 takoe, qto pri 0 < ε < εy

opredelena stepen~ deg_f (K_ε(P ), y) i suwestvuet koneqnyæ predel lim ε→0+ deg_f (K_ε(P ), y), to budem nazyvat~ fftot predel topologiqe-

skoæ stepen~¸ otobraßeniØ f na Øqeæke P v toqke y i oboznaqat~ qerez deg_f (P, y).

Teorema 2. Esli f : G → R^n – otobraßenie s lokal~no koneqnoæ

variacieæ, P =^n ∏ i=1 [a_i; b_i), P ⊂ G, to dlØ poqti vseh y ∈ R^n suwe-

stvuet deg_f (P, y) i funkciØ deg_f (P ) izmerima po mere Lebega.

Dokazatel~stvo. 1). Dokaßem, qto dlØ l¸bogo x ∈ R^n suwestvu-

et ε_x > 0 takoe, qto x /∈ ∂K_ε(P ) pri vseh ε ∈ (0, ε_x).

a) Pust~ x = (x_1, . . . , x_n) ∈ P , togda a_i 6 x_i < b_i (i = 1, . . . , n). Poloßim ε_x = min_16_i6_n{b_i − x_i} > 0. Esli ε < ε_x, to ε < b_i − x_i dlØ

l¸bogo i, t.e. x_i < b_i − ε. Esli ε > 0, to x_i ¿ a_i > a_i − ε dlØ l¸bogo i, otkuda pri 0 < ε < ε_x poluqim a_i − ε < x_i < b_i − ε, t.e. x /∈ ∂K_ε(P ). b) Pust~ x /∈ P . Togda dlØ nekotorogo i_0 libo x_{i0} ¿ b_{i0} , libo

x_{i0} < a_{i0}. V pervom sluqae x_{i0} > b_{i0} − ε dlØ l¸bogo ε > 0, t.e. x /∈ ∂K_ε(P ) pri l¸bom ε > 0. Vo vtorom sluqae poloßim ε_x = a_{i0} − x_{i0} > 0, togda pri 0 < ε < ε_x poluqim x_{i0} = a_{i0} − ε_x < a_{i0} − ε,

t.e. x /∈ ∂K_ε(P ).

Iz p. 1 sleduet, qto dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva T ⊂ R^n suwestvuet ε_T > 0 takoe, qto T ∩ ∂K_ε(P ) = ⊥ pri ε ∈ (0, ε_T ). DlØ fftogo poloßim ε_T = min{ε_x | x ∈ T }.

2) Dokaßem, qto dlØ poqti vseh y ∈ R^n suwestvuet ε(y) > 0 takoe, qto y /∈ f ( ∂K_ε(P ) ) pri ε ∈ (0, ε(y)).

Poskol~ku P ⊂ G, P – kompaktno, legko proverØetsØ, qto rasstoØnie ot P do R^n \ G poloßitel~no, t.e. inf{ρ(x, z) | x ∈

P , z ∈ R^n \ G} > 0. Togda suwestvuet ε_0 > 0 takoe, qto P_0 = n∏ i=1 [a_i − ε_0; b_i + ε_0) ⊂ P_0 ⊂ G. Po sledstvi¸ iz teoremy 1, dlØ

poqti vseh y ∈ R^n mnoßestvo T = f^{−1}(y) ∩ P_0 koneqno. Po fftomu mnoßestvu naædem ε_T > 0 takoe, qto f^{−1}(y) ∩ P_0 ∩ ∂K_ε(P ) = ⊥ pri

0 < ε < ε_T . Poskol~ku ∂K_ε(P ) ⊂ P_0 pri 0 < ε < ε_0, my poluqili:

f^{−1}(y) ∩ ∂K_ε(P ) = ⊥ pri 0 < ε < min{ε_0, ε_T } = ε(y).

A togda x /∈ f^{−1} (y) dlØ x ∈ ∂K_ε(P ), t.e. f(x) ≠ y, znaqit, y /∈ f ( ∂K_ε(P ) ) .

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 175 3) Suwestvovanie predela.

Rassmotrim otobraßeniØ φ_ε : R^n → R^n, zadavaemye formuloæ: φ_ε(x_1, . . . , x_n) = (x_1 − ε, . . . , x_n − ε). Togda ∂K_ε(P ) = φ_ε(∂P ). Pust~ dlØ nekotorogo y ∈ R^n mnoßestvo

f^{−1}(y) ∩ P_0 koneqno. Tak kak ∂K_ε(P ) ⊂ P_0 ⊂ G pri 0 < ε < ε(y),

to otobraßeniØ φ_ε|_{∂P} gomotopny v mnoßestve G, pri fftom y /∈ f ( ∂K_ε(P ) ) , sledovatel~no, otobraßeniØ f ∘φ_ε|_{∂P} gomotopny v R^n\

{y}. Pust~ 0 < ε_1 < ε_2 < ε(y), togda f ∘ φ_{ε1} |_{∂P} i f ∘ φ_{ε2} |_{∂P} C^0- gomotopny. Rassmotrim otobraßeniØ g_1 : K_{ε1} (P ) → R^n i g_2 :

K_{ε2} (P ) → R^n klassa C^1 takie, qto ||f − g_1|| = max_{x∈Kε1 (P )} |f(x) − g_1(x)| < ρ(y, f(∂K_{ε1} (P ))), ||f − g_2|| = max_{x∈Kε2 (P )} |f(x) − g_2(x)| < ρ(y, f(∂K_{ε2} (P ))). Po lemme 1 poluqim, qto otobraßenie g_1|_{∂Kε1 (P )} C^0-gomotopno otobraßeni¸ f|_{∂Kε1 (P )} v R^n \ {y}, togda otobraßenie g_1 ∘

φ_{ε1} |_{∂P} C^0-gomotopno otobraßeni¸ f ∘ φ_{ε1} |_{∂P} , analogiqno, f ∘ φ_{ε2} |_{∂P} i g_2 ∘ φ_{ε2} |_{∂P} takße C^0-gomotopny. V silu tranzitivnosti,

otobraßenie g_1∘φ_{ε1} |_{∂P} C^0-gomotopno otobraßeni¸ g_2 ∘φ_{ε2} |_{∂P} , togda po teoreme 53 iz [4, glava VI, §8] oni C^1-gomotopny v R^n\{y}. Po sledstvi¸ 1 teoremy 54 integraly ot zamknutoæ v R^n \ {y} differencial~noæ formy ω_y po fftim ciklam ravny, t.e. ∫ g1∘φ_ε1 (∂P ) ω_y = ∫ g2∘φ_ε2 (∂P ) ω_y.

Krome togo, tak kak u otobraßeniæ φ_ε na granØh parallelepipeda P opredelitel~ matricy ˚kobi raven 1, to, ispol~zuØ zamenu peremennyh v integrale, poluqim: ∫ g1 (∂K_ε1 (P ))

ω_y = ∫ g1∘φ_ε1 (∂P ) ω_y, ∫ g2(∂K_ε2 (P ))

ω_y = ∫ g2∘φ_ε2 (∂P ) ω_y.

176 A. V. POTEPUN

V itoge, ispol~zuØ lemmu 1, poluqaem:

deg_f ( K_{ε1} (P ), y ) = deg_{g1} ( K_{ε1} (P ), y ) = 1 μ(S^{n−1}) ∫ g1 (∂K_ε1 (P ))

ω_y =

= 1 μ(S^{n−1} ) ∫ g1∘φ_ε1 (∂P ) ω_y = 1 μ(S^{n−1}) ∫ g2∘φ_ε2 (∂P ) ω_y =

= 1 μ(S^{n−1}) ∫ g2 (∂K_ε2 (P ))

ω_y = deg_{g2} ( K_{ε2} (P ), y ) = deg_f ( K_{ε2} (P ), y ) . Itak, funkciØ deg_f (K_ε(P ), y) opredelena po kraæneæ mere pri

0 < ε < ε(y) i postoØnna dlØ fftih ε, t.e. suwestvuet koneqnyæ

predel lim_{ε→0+} deg_f (K_ε(P ), y) (po kraæneæ mere dlØ teh y, dlØ koto-

ryh mnoßestvo f^{−1}(y) ∩ P_0 koneqno – po sledstvi¸ iz teoremy 1 ffto verno dlØ poqti vseh y ∈ R^n).

4) Izmerimost~ funkcii deg_f (P ).

Esli K – kompaktnyæ parallelepiped, K ⊂ G, to znaqenie

deg_f (K, y) opredeleno dlØ y /∈ f(∂K), t.e. funkciØ deg_f (K) opre-

delena na otkrytom mnoßestve R^n \ f(∂K) i postoØnna na ego komponentah svØznosti (takße otkrytyh) — sm. [4, gl.VI, §8], obsußdenie pered teoremoæ 65. Togda funkciØ d(K, y) = { deg_f (K, y), y /∈ f(∂K), 0, y ∈ f(∂K) izmerima po mere Lebega. Pri m >^1_{ε0} (t.e. pri^1_m < ε_0) spraved-

livy vkl¸qeniØ K_{1/m}(P ) ⊂ P_0 ⊂ G (sm. v dokazatel~stve p. 2), a

togda pri m >^1_{ε0} funkciØ d ( K_{1/m}(P ) ) opredelena na R^n i izme-

rima. Pri^1_m < ε(y) imeem d ( K_{1/m}(P ), y ) = deg_f ( K_{1/m}(P ), y ) , t.e.

dlØ poqti vseh y ∈ R^n suwestvuet predel lim m→∞ d ( K_{1/m}(P ), y ) = lim_{ε→0+} deg_f ( K_ε(P ), y ) = deg_f (P, y),

a togda funkciØ deg_f (P ) toße izmerima. •

Lemma 2. Pust~ f : G → R^n – otobraßenie s lokal~no koneqnoæ

variacieæ. Esli P – Øqeæka, P ⊂ G, P =^m ⋃ k=1 P_k, P_k – diz¨¸nkt-

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 177

nye Øqeæki, to dlØ poqti vseh y ∈ R^n

deg_f (P, y) = m∑ k=1 deg_f (P_k, y).

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ Øqeæki P i Q takovy, qto P i Q ime-

¸t obwu¸ (n − 1)-mernu¸ gran~ i P ∪ Q ⊂ G. Dokaßem, qto togda dlØ poqti vseh y ∈ R^n verno ravenstvo deg_f (P ∪ Q, y) =

deg_f (P, y) + deg_f (Q, y). Tak kak P ∪ Q ⊂ G, to suwestvuet ε_0 > 0

takoe, qto (P ∪ Q)_0 ⊂ G i dlØ poqti vseh y ∈ R^n mnoßestvo

f^{−1}(y) ∩ (P ∪ Q)_0 koneqno (sm. v dokazatel~stve teoremy 2). To-

gda dlØ teh ße y koneqny mnoßestva f^{−1} (y) ∩ P_0 i f^{−1} (y) ∩ Q_0, t.e. suwestvu¸t ε_1, ε_2 takie, qto:

0 < ε < ε_1 ⇒ deg_f (P, y) = deg_f ( K_ε(P ), y ) , 0 < ε < ε_2 ⇒ deg_f (Q, y) = deg_f ( K_ε(Q), y ) . . Pri 0 < ε < min{ε_1, ε_2} imeem

deg_f (P, y) + deg_f (Q, y) = deg_f ( K_ε(P ), y ) + deg_f ( K_ε(Q), y ) . Rassmotrim g : K_ε(P ∪Q) → R^n – otobraßenie klassa C^1 takoe, qto ||f − g|| < ρ ( y, f(∂K_ε (P )) ∪ f(∂K_ε(Q)) ) . Togda po lemme 1

deg_f ( K_ε(P ), y ) = deg_g ( K_ε(P ), y ) , deg_f ( K_ε(Q), y ) = deg_g ( K_ε(Q), y ) ;

deg_g ( K_ε(P ), y ) +deg_g ( K_ε(Q), y ) = 1 μ(S^{n−1}) ∫

g (_{∂Kε(P )}) ω_y + ∫

g (_{∂Kε(Q)}) ω_y . Tak kak P i Q ime¸t obwu¸ (n − 1)-mernu¸ gran~, to ∂K_ε(P ) i

∂K_ε(Q) toße ime¸t obwu¸ gran~ D_ε, pri fftom orientaciØ gra-

ni D_ε, inducirovannaØ iz K_ε(P ), protivopoloßna orientacii, inducirovannoæ iz K_ε(Q). Togda g|_{∂Kε(P ∪Q)} = g|_{∂Kε(P )} + g|_{∂Kε(Q)}

178 A. V. POTEPUN (summa ciklov) i ∫

g (_{∂Kε(P )}) ω_y + ∫

g (_{∂Kε(Q)}) ω_y = ∫

g (_{∂Kε(P ∪Q)}) ω_y,

t.e. pri 0 < ε < min{ε_1, ε_2} vypolnØ¸tsØ ravenstva

deg_f (P, y) + deg_f (Q, y) = 1 μ(S^{n−1}) ∫

g (_{∂Kε(P ∪Q)}) ω_y =

= deg_g ( K_ε(P ∪ Q), y ) = deg_f (P ∪ Q, y).

2) Pust~ kaßdyæ iz promeßutkov [a_i; b_i) razbivaetsØ na nepereseka¸wiesØ Øqeæki s pomow~¸ toqek deleniØ

a_i = a^{(0)}_i < a^{(1)}_i < . . . < a^{(ki)}_i = b_i, i = 1, . . . , n. (1)

Pust~ 1 6 m 6 n − 1. Oboznaqim P_{j1j2...jm} = m∏ i=1 [a^{(ji)}_i ; a^{(ji+1)}_i )× n∏ i=m+1 [a_i; b_i), P_{j1j2...jn} = n∏ i=1 [a^{(ji)}_i ; a^{(ji+1)}_i ).

DlØ l¸bogo i = 1, 2, . . . , n imeem

[a_i; b_i) = k_i−1⋃

j_i=0

[a^{(ji)}_i ; a^{(ji+1)}_i ), (2)

i promeßutki sprava diz¨¸nktny. Togda P = k1−1⋃

j1=0 k2−1⋃

j2=0 . . . k_m−1⋃

j_m =0 P_{j1j2...jm} , m = 1, 2, . . .n, (3) i Øqeæki sprava diz¨¸nktny. Indukcieæ po m dokaßem, qto

deg_f (P, y) = k1−1∑

j1=0 k2−1∑

j2=0 . . . k_m−1∑

j_m =0

deg_f (P_{j1j2...jm} , y) dlØ poqti vseh y ∈ R^n. (4) Iz ravenstva (3) Øsno, qto P = k1−1⋃

j1=0 P_{j1} , P_{j1j2...jm} = k_m+1−1 ⋃ j_m+1 =0 P_{j1j2...jm+1} ,

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 179 pri fftom iz (2) sleduet, qto sosednie Øqeæki v fftih ravenstvah ime¸t obwie (n − 1)-mernye grani. Iz p. 1 indukcieæ po k_1 i

k_{m+1} poluqim:

deg_f (P, y) = k1−1∑

j1 =0

deg_f (P_{j1} , y), deg_f (P_{j1j2...jm} , y) =

k_m+1−1 ∑ j_m+1 =0 deg_f (P_{j1j2...jm+1} , y) dlØ poqti vseh y ∈ R^n. Togda po indukcionnomu predpoloßeni¸ dlØ m

deg_f (P, y) = k1−1∑

j1=0 k2−1∑

j2=0 . . . k_m−1∑

j_m =0 deg_f (P_{j1j2...jm} , y) =

= k1−1∑

j1=0 k2−1∑

j2=0 . . . k_m−1∑

j_m =0 k_m+1−1 ∑ j_m+1 =0 deg_f (P_{j1j2...jm+1} , y) dlØ poqti vseh y ∈ R^n.

3) Pust~ P =^n ∏ i=1 [a_i; b_i), P_k =^n ∏ i=1 [c^{(k)}_i ; d^{(k)}_i ), P =^m ⋃ k=1 P_k, P_k – diz¨-

¸nktnye Øqeæki. Togda [c^{(k)}_i ; d^{(k)}_i ) ⊂ [a_i; b_i). Pri kaßdom i raspoloßim vse qisla c^{(k)}_i i d^{(k)}_i (k = 1, 2, . . . , m) v vide odnoæ vozrasta- ¸weæ posledovatel~nosti. PoluqatsØ posledovatel~nosti vida (1), razbiva¸wie promeßutki [a_i; b_i) na koneqnoe qislo qasteæ, pri fftom kaßdyæ iz promeßutkov [c^{(k)}_i ; d^{(k)}_i ) toße razbivaetsØ na qasti. V itoge poluqim Øqeæki P_{j1j2...jn} , kotorye obrazu¸t razbieniØ vida (3) (pri m = n) dlØ P i dlØ P_k.

Oboznaqim qerez T_k sovokupnost~ vseh teh iz Øqeek P_{j1j2...jn} , kotorye obrazu¸t razbienie P_k (k = 1, 2, . . . , m). KaßdaØ iz Øqeek P_{j1j2...jn} vhodit v odnu i tol~ko odnu iz sovokupnosteæ T_k (poskol~ku Øqeæki P_k diz¨¸nktny). Togda, primenØØ formulu (4) pri m = n dlØ P i dlØ P_k, poluqim:

deg_f (P, y) = k1−1∑

j1=0 k2−1∑

j2=0 . . . k_n−1∑

j_n =0 deg_f (P_{j1j2...jn} , y) =

= m∑ k=1 ∑ P_j1_j2_{...jn} ∈T_k deg_f (P_{j1j2...jn} , y) = m∑ k=1 deg_f (P_k, y)

dlØ poqti vseh y ∈ R^n. •

180 A. V. POTEPUN

Pust~ K ≠ ⊥, K ⊂ G, K ØvlØetsØ kompaktnym n-mernym mnogoobraziem s kraem. Togda Int K – mnogoobrazie bez kraØ. Rassmotrim sluqaæ, kogda kraæ ∂K moßet ne byt~ kusoqno gladkim. Esli y /∈ f(∂K), to f^{−1} (y) ∩ K ⊂ Int K i pereseqenie f^{−1} (y) ∩ K kompaktno. Togda stepen~ deg_f (K, y) moßet byt~ opredelena kak stepen~ otobraßeniØ f|_{Int K} → R^n nad toqkoæ y (sm. [5, gl. VIII,

§4], opredelenie 4.2).

Lemma 3. Esli x ∈ G – izolirovannaØ toqka mnoßestva f^{−1} ( f(x) ) , to suwestvuet V (x) – okrestnost~ toqki x so svoæ-

stvom: dlØ l¸bogo n-mernogo kompaktnogo C^0-mnogoobraziØ K s

kraem takogo, qto x ∈ Int K, K ⊂ V (x), stepen~ deg_f ( K, f(x) ) opredelena i ne zavisit ot K.

Dokazatel~stvo. Po uslovi¸, suwestvuet kompaktnyæ paralle-

lepiped K_0 ⊂ G takoæ, qto x ∈ Int K_0 i K_0 ne soderßit drugih toqek mnoßestva f^{−1} ( f(x) ) , t.e. dlØ l¸byh x^′ ∈ K_0, esli x ≠ x^′, to f(x) ≠ f(x^′). Dokaßem, qto v kaqestve okrestnosti V (x) moßno vzØt~ Int K_0. Pust~ K ⊂ Int K_0, K – kompaktnoe n-mernoe mnogoobrazie s kraem ∂K i x ∈ Int K. Togda

Int K_0 = Int K ∪ (Int K_0 \ {x}) (oba mnoßestva sprava – otkryty).

DlØ l¸bogo x^′ ∈ K_0, esli x ≠ x^′, to f(x) ≠ f(x^′), t.e. f(x) /∈

f(K_0 \ {x}), a togda deg_f ( Int K_0 \ {x}, f(x) ) = 0 (sm. [5, gl. VIII,

§4], zameqaniØ posle opredeleniØ 4.2). Togda vvidu additivnosti stepeni (tam ße, predloßenie 4.7) i po zameqani¸ pered lemmoæ 3 poluqim:

deg_f ( K, f(x) ) = deg_f ( Int K, f(x) ) = = deg_f ( Int K, f(x) ) + deg_f ( Int K_0 \ {x}, f(x) ) = = deg_f ( Int K_0, f(x) ) = deg_f ( K_0, f(x) ) .• V usloviØh lemmy 3 veliqina deg_f ( K, f(x) ) nazyvaetsØ kratnost~¸ toqki x (sm. [5, gl. VIII, §4]). Oboznaqim ee qerez k(x).

Lemma 4. Esli P – Øqeæka, stepen~ deg_f^(P, f(x)^) opredelena i x

– edinstvennaØ toqka mnoßestva f^{−1} ( f(x) ) ∩ P , to x – izoliro-

vannaØ toqka mnoßestva f^{−1} ( f(x) ) ∩ P i deg_f ( P, f(x) ) = k(x). Dokazatel~stvo. Tak kak stepen~ deg_f^(P, f(x)^) opredelena, to

(sm. opredelenie i dokazatel~stvo punktov 2 i 3 teoremy 2) su-

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 181 westvuet ε_{f (x)} > 0 takoe, qto pri 0 < ε < ε_{f (x)} spravedlivy sootnoxeniØ f(x) /∈ f ( ∂K_ε(P ) ) i deg_f ( P, f(x) ) = deg_f ( K_ε(P ), f(x) ) . Pust~ x ≠ x^′, x^′ ∈ f^{−1} ( f(x) ) . Togda f(x^′) = f(x) /∈ f ( ∂K_ε(P ) ) , t.e. x^′ /∈ ∂K_ε(P ). Dokaßem, qto x^′ /∈ Int K_ε(P ).

Predpoloßim, qto x^′ ∈ Int K_{ε0} (P ) dlØ nekotorogo ε_0, 0 < ε_0 <

ε_{f (x)} , t.e. a_i − ε_0 < x^′_i < b_i − ε_0 dlØ l¸bogo i = 1, . . . , n. Po uslovi¸

lemmy x^′ /∈ P , pofftomu ne vypolneno hotØ by odno iz neravenstv

a_i 6 x^′_i < b_i. Tak kak x^′_i < b_i − ε_0 < b_i dlØ l¸bogo i = 1, . . . , n,

to suwestvuet indeks i_0, dlØ kotorogo a_{i0} > x^′_{i0}, a togda ε_1 = max 16i6n^{{ai − x′i} > 0} i ∀i = 1, . . . , n (a_i −ε_0 < x^′_i) ⇒ ∀i = 1, . . . , n (ε_0 > a_i −x^′_i) ⇒ ε_0 > ε_1. Po opredeleni¸ qisla ε_1, dlØ l¸bogo i = 1, . . . , n verno neravenstvo a_i − x^′_i 6 ε_1 (t.e. a_i − ε_1 6 x^′_i) i a_{i0} − ε_1 = x^′_{i0} . Krome togo,

x^′_i < b_i − ε_0 < b_i − ε_1 pri i = 1, . . . , n. Poluqili:

∀i = 1, . . . , n (a_i − ε_1 6 x^′_i < b_i − ε_1 i a_{i0} − ε_1 = x^′_{i0}) ⇒ x^′ ∈ ∂K_{ε1} (P ).

No 0 < ε_1 < ε_0 < ε_{f (x)}, pofftomu x^′ /∈ ∂K_{ε1} (P ). Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet, qto x^′ /∈ Int K_ε(P ).

S drugoæ storony, x ∈ P , pofftomu a_i − ε < x_i < b_i − ε dlØ dostatoqno malyh ε > 0 (sm. p. 1a dokazatel~stva teoremy 2), t.e.

x ∈ Int K_ε(P ) pri 0 < ε < ε_{f (x)}, x^′ /∈ ∂K_ε(P )∪Int K_ε(P ) = K_ε(P ) dlØ

l¸boæ toqki x^′ ≠ x, x^′ ∈ f^{−1} ( f(x) ) , t.e. x – izolirovannaØ toqka v f^{−1} ( f(x) ) i edinstvennaØ toqka iz fftogo mnoßestva vnutri parallelepipeda K_ε(P ). Oqevidno, qto v kaqestve okrestnosti

V (x) iz lemmy 3 moßno vzØt~ l¸boe mnoßestvo Int K_ε(P ) pri 0 < ε < ε_{f (x)} i deg_f ( P, f(x) ) = deg_f ( K_ε(P ), f(x) ) = k(x). • Sledstvie. Esli x – izolirovannaØ toqka v f^{−1(}f(x)^), to suwe-

stvuet V (x) – okrestnost~ toqki x takaØ, qto dlØ l¸boæ Øqeæki P ⊂ V (x), esli x ∈ P , to deg_f ( P, f(x) ) = k(x). Oqevidno, dostatoqno vzØt~ V (x) iz lemmy 3, togda x budet edinstvennoæ toqkoæ mnoßestva f^{−1} ( f(x) ) ∩ P . §3. Mery orientirovannyh qasteæ obraza mnoßestva Opredelenie. Pust~ x – izolirovannaØ toqka mnoßestva f^{−1} ( f(x) ) . Nazovem otobraßenie f poloßitel~no orientirovannym v toqke x, esli k(x) > 0, i otricatel~no orientirovannym v toqke x, esli k(x) < 0.

182 A. V. POTEPUN

Pust~ y ∈ R^n. Oboznaqim

f^{−1}_+ (y) = { x ∈ f^{−1} (y) | k(x) > 0 } , f^{−1}_− (y) = { x ∈ f^{−1} (y) | k(x) < 0 } . DlØ mnoßestva E ⊂ G oboznaqim

N^+_f (E, y) = { card(f^{−1}_+ (y)∩E), esli mnoßestvo f^{−1}_+ (y)∩E koneqno;

+∞, esli f^{−1}_+ (y) ∩ E – beskoneqno;

N^−_f (E, y) = { card(f^{−1}_− (y)∩E), esli mnoßestvo f^{−1}_− (y)∩E koneqno;

+∞, esli f^{−1}_− (y) ∩ E – beskoneqno .

Poskol~ku f^{−1}_+ (y) i f^{−1}_− (y) ne pereseka¸tsØ i f^{−1}_+ (y) ∪ f^{−1}_− (y) ⊂

f^{−1}(y), oqevidno, qto N^+_f (E, y) + N^−_f (E, y) 6 N_f (E, y).

Teorema 3. Esli f : G → R^n – otobraßenie s lokal~no koneqnoæ

variacieæ, P – Øqeæka, P ⊂ G, to funkcii N^+_f (P, y) i N^−_f (P, y) summiruemy na R^n po mere Lebega.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim f+ (P ) = {y ∈ R^n | deg_f (P, y) > 0}.

Po teoreme 2, funkciØ deg_f (P ) izmerima, pofftomu ffto mnoßestvo izmerimo. Esli τ = {P_k}^m_{k=1} – razbienie mnoßestva P na diz¨¸nktnye Øqeæki, to oboznaqim

N^+_τ = m∑ k=1 χ_{f+ (Pk)}. (Zdes~ χ_{f+ (Pk)} – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva f_+ (P_k)). Oqevidno, funkciØ N^+_τ izmerima.

1. Dokaßem, qto esli τ^′ – bolee melkoe razbienie, qem τ , to

N^+_τ0 (y) ¿ N^+_τ (y) dlØ poqti vseh y ∈ R^n. Poskol~ku razbienie τ^′

– bolee melkoe, qem τ , l¸baØ Øqeæka P_k ∈ τ predstavlØetsØ v vide P_k =^{mk} ⋃ i=1 P_{ki}, gde mnoßestva P_{ki} prinadleßat razbieni¸ τ^′

i diz¨¸nktny. Togda deg_f (P_k, y) =^{mk} ∑ i=1 deg_f (P_{ki}, y) dlØ poqti vseh

y ∈ R^n (v tom qisle dlØ poqti vseh y ∈ f_+(P_k)). Tak kak dlØ takih y deg_f (P_k, y) > 0, to suwestvuet i, 1 6 i 6 m_k, dlØ kotorogo

deg_f (P_{ki}, y) > 0, t.e. y ∈ f_+ (P_{ki}), sledovatel~no, y ∈^{mk} ⋃ i=1 f_+ (P_{ki}).

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 183

Poluqili, qto y ∈ f_+(P_k) ⇒ y ∈^{mk} ⋃ i=1 f_+ (P_{ki}) dlØ poqti vseh

y ∈ R^n, t.e.

χ_{f+ (Pk)}(y) 6 m_k∑

i=1 χ_{f+ (Pki)}(y). Togda

N^+_τ (y) = m∑ k=1 χ_{f+ (Pk)}(y) 6 m∑ k=1 m_k∑

i=1 χ_{f+(Pki )}(y) = N^+_τ0 (y) dlØ p. v. y ∈ R^n.

2. Dokaßem, qto χ_{f+ (P )}(y) 6 N^+_f (P, y) dlØ p. v. y ∈ R^n. V teoreme 2, p. 2 bylo dokazano, qto suwestvuet Øqeæka P_0 = n∏ i=1 [a_i − ε_0; b_i + ε_0) ⊂ P_0 ⊂ G takaØ, qto dlØ poqti vseh y ∈

Rn mnoßestvo f^{−1} (y) ∩ P_0 koneqno. Pust~ y – takaØ toqka i

χ_{f+ (P )}(y) = 1. Togda y ∈ f_+ (P ), t.e. deg_f (P, y) > 0. Poskol~ku f^{−1}(y) ∩ P_0 koneqno, vse toqki x ∈ f^{−1} (y) ∩ P – izolirovany. Oqe-

vidno, moßno razbit~ P na koneqnoe qislo diz¨¸nktnyh Øqeek

{P_k}^m_{k=1}, v kaßdoæ iz kotoryh soderßitsØ ne bolee odnoæ toqki iz f^{−1} (y) ∩ P . Togda deg_f (P, y) =^m ∑ k=1 deg_f (P_k, y) > 0, hotØ by

odno iz slagaemyh deg_f (P_k, y) strogo poloßitel~no i v sootvetstvu¸weæ edinstvennoæ toqke x ∈ f^{−1}(y) ∩ P_k vypolneno sootnoxenie k(x) = deg_f (P_k, y) > 0 (lemma 4), t.e. x ∈ f^{−1}_+ (y) ∩ P , i

N^+_f (P, y) = card(f^{−1}_+ (y) ∩ P ) ¿ 1 = χ_{f+ (P )} (y). Esli χ_{f+ (P )}(y) = 0, to N^+_f (P, y) ¿ 0, t.e. χ_{f+ (P )}(y) 6 N^+_f (P, y) dlØ poqti vseh y ∈ R^n.

3. Snova ispol~zuem razbieniØ τ_s na 2^{sn} ravnyh qasteæ (sm. teoremu 1). Togda τ_{s+1} – bolee melkoe razbienie, qem τ_s, dlØ poqti vseh y ∈ R^n imeem N^+_{τs+1} (y) ¿ N^+_{τs} (y) (p. 1), t.e. dlØ poqti vseh

y ∈ R^n posledovatel~nost~ { N^+_{τs} (y) }_∞ s=1 monotonno vozrastaet i suwestvuet predel lim_{s→∞} N^+_{τs} (y) (koneqnyæ ili ravnyæ +∞).

Dokaßem, qto lim_{s→∞} N^+_{τs} (y) 6 N^+_f (P, y) dlØ poqti vseh y ∈ R^n. Esli τ = {P_k}^m_{k=1} – razbienie mnoßestva P na diz¨¸nktnye Øqeæki, to

card(f^{−1}_+ (y)∩P ) = m∑ k=1 card(f^{−1}_+ (y)∩P_k), t.e. N^+_f (P, y) = m∑ k=1 N^+_f (P_k, y).

184 A. V. POTEPUN Po p. 2, dlØ l¸boæ Øqeæki P_k i poqti vseh y ∈ R^n spravedlivo neravenstvo χ_{f+(Pk)} (y) 6 N^+_f (P_k, y), a togda

N^+_τ (y) = m∑ k=1 χ_{f+(Pk)} (y) 6 m∑ k=1 N^+_f (P_k, y) = N^+_f (P, y)

dlØ poqti vseh y ∈ R^n. Pofftomu i lim_{s→∞} N^+_{τs} (y) 6 N^+_f (P, y) dlØ poqti vseh y ∈ R^n.

4. Dokaßem, qto lim_{s→∞} N^+_{τs} (y) ¿ N^+_f (P, y) dlØ poqti vseh y ∈ R^n. Pust~ N^+_f (P, y) = q (koneqnoe), togda f^{−1}_+ (y) ∩ P = {x_1, . . . , x_q}.

Po opredeleni¸ mnoßestva f^{−1}_+ (y) i sledstvi¸ iz lemmy 4 suwestvu¸t okrestnosti {V_m(x_m)}^q_{m=1} takie, qto deg_f (P_m, y) =

k(x_m) > 0 dlØ l¸boæ Øqeæki P_m ⊂ V_m(x_m), x_m ∈ P_m. Iz opre-

deleniØ veliqiny k(x_m) Øsno, qto moßno vybrat~ okrestnosti

V_m(x_m) poparno ne pereseka¸wimisØ. Pust~ xar B(x_m; r_m) so-

derßitsØ v V_m(x_m) i r_0 = min_16_m6_q{r_m}. Esli P_{si} – Øqeæki, obrazu- ¸wie razbienie τ_s, to diam P_{si} =^1_{2s} diam P → 0 pri s → ∞ i suwestvuet s_0 takoe, qto diam P_{si} < r_0 pri s > s_0. Togda, esli x_m ∈

P_{sim} , to P_{sim} ⊂ B(x_m; r_m) ⊂ V_m(x_m), deg_f (P_{sim} , y) = k(x_m) > 0,

t.e. y ∈ f_+ (P_{sim} ), a togda harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva

f_+ (P_{sim} ) v toqke y ravna 1. Poskol~ku okrestnosti V_m(x_m) popar-

no ne pereseka¸tsØ, sootvetstvu¸wie Øqeæki P_{sim} vse razliqny (ih koliqestvo ravno q) i

N^+_{τs} (y) = 2sn∑ i=1 χ_{f+ (Psi)}(y) ¿ q pri s > s_0, t.e. lim_{s→∞} N^+_{τs} (y) ¿ q = N^+_f (P, y).

Esli ße N^+_f (P, y) = +∞, to i N_f (P, y) = +∞, t.e. mnoßestvo takih

y ∈ R^n imeet meru 0 (sledstvie iz teoremy 1).

Poluqili: lim_{s→∞} N^+_{τs} (y) ¿ N^+_f (P, y) dlØ poqti vseh y ∈ R^n. Iz p. 3, 4 poluqaem: lim_{s→∞} N^+_{τs} (y) = N^+_f (P, y) dlØ poqti vseh y ∈ R^n, funkcii N^+_{τs} izmerimy, pofftomu i funkciØ N^+_f (P ) izmerima. Dokazatel~stvo izmerimosti funkcii N^−_f (P ) soverxenno analogiqno. Poskol~ku N^+_f (P, y) + N^−_f (P, y) 6 N_f (P, y), iz summiruemosti funkcii N_f (P ) sleduet summiruemost~ funkciæ N^+_f (P ) i N^−_f (P ). •

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 185

Lemma 5. Pust~ f : G → R^n – nepreryvnoe otobraßenie. Togda

1) Esli E = ⋃ k E_k ⊂ G (ob¨edinenie ne bolee qem sqetnogo semeæ-

stva poparno diz¨¸nktnyh mnoßestv), to N_f (E) = ∑ k N_f (E_k).

2) Esli E_1 ⊂ E_2, to N_f (E_1) 6 N_f (E_2).

3) Esli E_1 ⊂ E_2 ⊂ . . . ⊂ E_k ⊂ E_{k+1} ⊂ . . . i E =^∞ ⋃ k=1 E_k, to dlØ

l¸bogo y ∈ R^n spravedliva formula N_f (E, y) = lim_{k→∞} N_f (E_k, y).

4) Esli E_1 ⊃ E_2 ⊃ . . . ⊃ E_k ⊃ E_{k+1} ⊃ . . . , E =^∞ ⋂ k=1 E_k i

N_f (E_1, y) < ∞, to N_f (E, y) = lim_{k→∞} N_f (E_k, y).

Esli f, krome togo, – otobraßenie s lokal~no koneqnoæ variacieæ, to analogiqnye utverßdeniØ verny dlØ funkciæ N^+_f (E) i N^−_f (E).

Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo y ∈ R^n imeet mesto ravenstvo

f^{−1}(y) ∩ E = ⋃ k ( f^{−1} (y) ∩ E_k ) , mnoßestva sprava diz¨¸nktny, pofftomu

card ( f^{−1} (y)∩E ) = ∑ k card ( f^{−1}(y)∩E_k ) , t.e. N_f (E, y) = ∑ k N_f (E_k, y). Takim obrazom, N_f (E, y) kak funkciØ mnoßestva E ØvlØetsØ meroæ (mera s ediniqnymi nagruzkami, sosredotoqennaØ na mnoßestve f^{−1} (y)), opredelennoæ dlØ vseh podmnoßestv mnoßestva G. Togda utverßdeniØ 2, 3, 4 sledu¸t iz obwih svoæstv mery (sqetnoæ additivnosti i monotonnoæ nepreryvnosti) na σ-algebre. Analogiqno, N^+_f (E, y) i N^−_f (E, y) kak funkcii ot E – ffto mery s ediniqnymi nagruzkami, sosredotoqennye, sootvetstvenno, na mnoßestvah f^{−1}_+ (y) i f^{−1}_− (y), pofftomu dlØ nih utverßdeniØ 2, 3, 4 toße verny. •

Esli f – otobraßenie s lokal~no koneqnoæ variacieæ, to dlØ Øqeæki P takoæ, qto P ⊂ G, oboznaqim

ν^+_f (P ) = ∫ Rn^{N +f (P ) dλn, ν−f (P ) =} ∫ Rn^{N −f (P ) dλn} (mery poloßitel~no i otricatel~no orientirovannyh qasteæ obraza Øqeæki P s uqetom kratnosti pokrytiØ).

186 A. V. POTEPUN

Iz lemmy 5 i svoæstv integrala Lebega sleduet, qto funkcii

ν^+_f , ν^−_f i V_f (P ) = ∫ Rn^{Nf (P ) dλn sqetno additivny na polukol~-}

ce Øqeek {P | P ⊂ G}, a togda processom Karateodori ih moßno rasprostranit~ na nekotorye σ-algebry podmnoßestv mnoßestva G. Oboznaqim ffti σ-algebry, sootvetstvenno, qerez A^+_f , A^−_f , A_f . DlØ rasprostraneniæ mer sohranim oboznaqeniØ ν^+_f , ν^−_f i V_f (otmetim, qto σ-algebra A_f i mera V_f opredeleny, esli otobraßenie f vsego lix~ nepreryvno).

Lemma 6. Pust~ f : G → R^n – otobraßenie s lokal~no koneqnoæ

variacieæ. Togda:

1) Mery V_f , ν^+_f , ν^−_f σ-koneqny.

2) Esli K ⊂ G, K – borelevskoe mnoßestvo, to K izmerimo po otnoxeni¸ ko vsem meram V_f , ν^+_f , ν^−_f .

3) Mery V_f , ν^+_f , ν^−_f regulØrny, t.e. dlØ l¸bogo E ⊂ G vnexnØØ mera E zadaetsØ formuloæ

V^∗_f (E) = inf { V_f (Q) | Q otkryto, E ⊂ Q ⊂ G } i mnoßestvo E ⊂ G izmerimo po mere V_f togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t mnoßestva K, H ⊂ G tipa G_δ takie, qto E ⊂ K, K \ E ⊂ H, V_f (H) = 0 (oqevidno, togda V_f (E) = V_f (K)). Analogiqno dlØ ν^+_f , ν^−_f .

Dokazatel~stvo. 1), 2). Esli Q ⊂ G, Q – otkryto, to, kak iz-

vestno (sm., naprimer, [6, gl.V, §4]), suwestvuet predstavlenie

Q =^∞ ⋃ k=1 P_k, gde P_k – diz¨¸nktnye Øqeæki, pri fftom Øqeæki vho-

dØt v Q vmeste s ih zamykaniØmi. Pofftomu mnoßestvo Q izmerimo po otnoxeni¸ ko vsem meram V_f , ν^+_f , ν^−_f . Po opredeleni¸ otobraßeniØ s lokal~no koneqnoæ variacieæ i po teoreme 3 znaqeniØ mer V_f (P_k), ν^+_f (P_k), ν^−_f (P_k) koneqny, t.e. mery V_f , ν^+_f , ν^−_f σ-koneqny. Poskol~ku otkrytye mnoßestva izmerimy, oqevidno, izmerimy i borelevskie mnoßestva (v qastnosti, kompaktnye, a takße mnoßestva tipa G_δ i F_σ).

3). Pust~ P =^n ∏ i=1 [a_i; b_i), P ⊂ G. Kak otmeqalos~ v hode do-

kazatel~stva teoremy 2, suwestvuet ε_0 > 0 takoe, qto P_0 = n∏ i=1 [a_i − ε_0; b_i + ε_0) ⊂ P_0 ⊂ G. Pust~ Δ_k =^n ∏ i=1 ( a_i −^{ε0}_{2k} ; b_i ) , to-

gda Δ_k ⊂ P_0, pofftomu V_f (Δ_k) 6 V_f (P_0) < ∞. Oqevidno, qto

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 187

Δ_1 ⊃ Δ_2 ⊃ . . . ⊃ Δ_k ⊃ . . . i P =^∞ ⋂ k=1 Δ_k. V silu monotonnoæ

nepreryvnosti mery V_f (Δ_k) → V_f (P ), t.e. dlØ l¸boæ Øqeæki P takoæ, qto P ⊂ G, i l¸bogo ε > 0 suwestvuet otkrytyæ parallelepiped Δ, Δ ⊂ P ⊂ G, dlØ kotorogo V_f (Δ) < V_f (P ) + ε. Dalee, doslovno povtorØØ dokazatel~stvo teoremy V.5.5 iz [6] (vmesto mery Lebega provodim rassußdenie dlØ mery V_f ), poluqim, qto dlØ l¸bogo E ⊂ G vnexnØØ mera mnoßestva E vyraßaetsØ qerez mery otkrytyh mnoßestv:

V^∗_f (E) = inf { V_f (Q) | Q otkryto, E ⊂ Q ⊂ G } Teper~, ispol~zuØ σ-koneqnost~ mery V_f , dokazyvaem (povtorØØ dokazatel~stvo sledstviØ 1 iz teoremy V.5.5 i teoremy V.5.6 iz [6]), qto dlØ l¸bogo E ∈ A_f suwestvu¸t takie mnoßestva K i H tipa G_δ, qto E ⊂ K, K \ E ⊂ H, V_f (H) = 0. Poskol~ku vse mnoßestva, uqastvu¸wie v dokazatel~stve, soderßatsØ v G, Øsno, qto K ⊂ G, H ⊂ G.

Pust~ teper~ E ⊂ K ⊂ G, K \ E ⊂ H, V_f (H) = 0, K i H — tipa G_δ. Poskol~ku prodolßenie mery po Karateodori daet polnu¸ meru, K \E izmerimo, a togda i E = K \(K \E) izmerimo.

DlØ mer ν^+_f , ν^−_f dokazatel~stvo vpolne analogiqno. •

Teorema 4. Pust~ f : G → R^n – otobraßenie s lokal~no koneqnoæ

variacieæ. Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

I) Esli E izmerimo po mere V_f , to funkciØ N_f (E) izmerima po mere Lebega i V_f (E) = ∫ Rn^{Nf (E) dλn (analogiqno dlØ mer ν +f , ν−f ).}

II) A_f ⊂ A^+_f ∩ A^−_f .

III) DlØ l¸bogo E ∈ A_f verno neravenstvo ν^+_f (E) + ν^−_f (E) 6 V_f (E).

IV) Esli E ⊂ G, E kompaktno, to V_f (E), ν^+_f (E), ν^−_f (E) koneq- ny. V) Pust~ G^′ ⊂ G, G^′ otkryto v R^n, f_1 = f|_G0. Togda ( E ∈ A^+_{f1} ) ⇐⇒ ( E ⊂ G^′ i E ∈ A^+_f ) i dlØ takih mnoßestv ν^+_{f1} (E) = ν^+_f (E). Analogiqno dlØ E ∈ A^−_{f1} i E ∈ A_{f1} .

Dokazatel~stvo. I.1. Esli E ⊂ G, E – otkryto, to E =^{∞⋃}_{k=1} Pk

(ob¨edinenie diz¨¸nktnyh Øqeek takih, qto P_k ⊂ G). Togda

188 A. V. POTEPUN

N_f (E) =^∞ ∑ k=1 N_f (P_k) (po lemme 5). Po teoreme 1, funkcii N_f (P_k)

izmerimy po mere Lebega, togda i funkciØ N_f (E) izmerima i

V_f (E) = ∞∑ k=1 V_f (P_k) = ∞∑ k=1 ∫ Rn^{Nf (Pk) dλn =} ∫ Rn^{Nf (E) dλn.} DlØ mer ν^+_f i ν^−_f dokazatel~stvo analogiqno, so ssylkoæ na teoremu 3.

2. Pust~ E – mnoßestvo tipa G_δ i V_f (E) < ∞. Togda E = ∞⋂ k=1 G_k, G_k – otkryty i po p. 3 lemmy 6 suwestvuet otkrytoe

mnoßestvo G^′ ⊂ G takoe, qto E ⊂ G^′, V_f (G^′) < V_f (E) + 1 < ∞.

Rassmotrim otkrytye mnoßestva Q_k =^k ⋂ p=1 G_p ∩ G^′. Oqevidno, qto G ⊃ G^′ ⊃ Q_1 ⊃ Q_2 ⊃ . . .⊃ Q_k ⊃ . . . , ∞⋂ k=1 Q_k = E i V_f (Q_1) 6 V_f (G^′) < ∞.

V_f (Q_1) = ∫ Rn^{Nf (Q1) dλn < ∞, pofftomu Nf (Q1, y) < ∞ dlØ poqti}

vseh y ∈ R^n. Po p. 2 i 4 lemmy 5, togda dlØ poqti vseh y ∈ R^n spravedlivy ravenstva

N_f (E, y) = lim_{k→∞} N_f (Q_k, y) i 0 6 N_f (E, y) 6 N_f (Q_1, y).

FunkciØ N_f (E) izmerima (dlØ poqti vseh y ∈ R^n ØvlØetsØ predelom posledovatel~nosti izmerimyh funkciæ N_f (Q_k)) i po teoreme Lebega o maßorirovannoæ shodimosti ∫ Rn^{Nf (E) dλn = limk→∞} ∫ Rn^{Nf (Qk) dλn = limk→∞ Vf (Qk).} Po monotonnoæ nepreryvnosti mery, lim_{k→∞} V_f (Q_k) = V_f (E).

3. Pust~ V_f (E) = 0. Po p. 4 lemmy 6, suwestvuet takoe mnoßestvo K tipa G_δ, qto E ⊂ K, V_f (K) = 0 = ∫ Rn^{Nf (K) dλn. Poskol~ku}

N_f (K) ¿ 0, dlØ poqti vseh y ∈ R^n imeem N_f (K, y) = 0.

Po lemme 6, 0 6 N_f (E, y) 6 N_f (K, y), t.e. N_f (E, y) = 0 dlØ poqti vseh y ∈ R^n, funkciØ N_f (E) izmerima i ∫ Rn^{Nf (E) dλn = 0 = Vf (E).}

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 189 4. Pust~ V_f (E) < ∞. Po lemme 6, suwestvuet takoe mnoßestvo K tipa G_δ, qto E ⊂ K, V_f (K \ E) = 0. Togda K = E ∪ (K \

E), E ∩ (K \ E) = ⊥, po lemme 5 N_f (K) = N_f (E) + N_f (K \ E). Po

dokazannomu v p. 2 i 3, funkcii N_f (K) i N_f (K \ E) izmerimy, sledovatel~no i funkciØ N_f (E) izmerima. Poskol~ku funkciØ

N_f (K \ E) ravna nul¸ poqti vs¸du, N_f (K) i N_f (E) poqti vs¸du

ravny. Poluqaem: ∫ Rn^{Nf (E) dλn =} ∫ Rn^{Nf (K) dλn = Vf (K) = Vf (E).} 5. Pust~ E – proizvol~noe mnoßestvo, izmerimoe po mere V_f .

Poskol~ku mera V_f σ-koneqna, suwestvuet posledovatel~nost~

diz¨¸nktnyh mnoßestv { E_k }_∞ k=1 takih, qto E =^∞ ⋃ k=1 E_k, V_f (E_k) <

∞. Po lemme 5, N_f (E) =^∞ ∑ k=1 N_f (E_k), vse N_f (E_k) izmerimy i, po

dokazannomu ranee, ∫ Rn^{Nf (Ek) dλn = Vf (Ek). Togda funkciØ Nf (E)}

izmerima i ∫ Rn^{Nf (E) dλn =} ∞∑ k=1 ∫ Rn^{Nf (Ek) dλn =} ∞∑ k=1 V_f (E_k) = V_f (E).

Dokazatel~stvo p. 2 – 5 dlØ mer ν^+_f i ν^−_f – bukval~noe povtorenie dokazatel~stva dlØ V_f .

II. Pust~ E ∈ A_f , togda, po lemme 6, E = K \ E_1, gde K – mnoßestvo tipa G_δ, a V_f (E_1) = 0. Po toæ ße lemme 6, E_1 ⊂ H, mnoßestvo H – tipa G_δ, i V_f (H) = ∫ Rn^{Nf (H) dλn = 0, a togda}

N_f (H, y) = 0 dlØ poqti vseh y ∈ R^n.

Po zameqani¸ pered teoremoæ 3 posle opredeleniØ funkciæ

N^+_f (H) i N^−_f (H) imeem: N^+_f (H) + N^−_f (H) 6 N_f (H), t.e. funk-

cii N^+_f (H) i N^−_f (H) toße ravny nul¸ poqti vs¸du, a togda

ν^+_f (H) = ∫ Rn^{N +f (H) dλn = 0, ν−f (H) = ∫}Rn^{N −f (H) dλn = 0. Stan-}

dartnoe prodolßenie – polnaØ mera, E_1 ⊂ H, pofftomu E_1 ∈ A + f ∩ A^−_f =⇒ E = K \ E_1 ∈ A^+_f ∩ A^−_f .

III. Esli E ∈ A_f , to E ∈ A^+_f ∩ A^−_f , a togda N^+_f (E) + N^−_f (E) 6 N_f (E); po dokazannomu utverßdeni¸ I, funkcii

190 A. V. POTEPUN N_f (E), N^+_f (E), N^−_f (E) izmerimy, pofftomu

ν^+_f (E)+ν^−_f (E) = ∫ Rn^{N +f (E) dμn +} ∫ Rn^{N −f (E) dλn 6} ∫ Rn^{Nf (E)dλn = Vf (E).} IV. Pust~ E ⊂ G, E – kompaktno, togda legko proverØetsØ, qto rasstoØnie ot E do R^n \ G poloßitel~no, t.e. d_0 = inf{ρ(x, z) |

x ∈ E, z ∈ R^n \ G} > 0. Esli Δ_x – otkrytyæ kub diametrom d_0 s

centrom v toqke x, Δ^′_x – Øqeæka s temi ße granØmi, to oqevidno, qto esli x ∈ E, to Δ^′_x ⊂ G, t.e. E ⊂ ⋃ x∈E Δ_x ⊂ ⋃ x∈E Δ^′_x ⊂ G. Vyberem iz pokrytiØ {Δ_x}_{x∈E} koneqnoe podpokrytie {Δ_{xk} }^p_{k=1}. Tak kak otobraßenie f – s lokal~no koneqnoæ variacieæ, to

V_f (Δ^′_{xk} ) < ∞ pri k = 1, . . . , p, a togda

V_f (E) 6 p∑ k=1 V_f (Δ^′_{xk} ) < ∞.

Iz p. III sleduet, qto i ν^+_f (E) < ∞, ν^−_f (E) < ∞.

V. Poskol~ku kratnost~ toqki x pri otobraßenii f opredelØetsØ lokal~no (sm. lemmu 3), dlØ l¸boæ toqki x ∈ G^′ imeem

k_{f1} (x) = k_f (x). Togda

f^{−1}_{1+} (y) = {x ∈ f^{−1}_1 (y) | k_{f1} (x) > 0} = = {x ∈ f^{−1}(y) ∩ G^′ | k_f (x) > 0} = f^{−1}_+ (y) ∩ G^′

i dlØ l¸bogo E ⊂ G^′

card(f^{−1}_{1+} (y) ∩ E) = card(f^{−1}_+ (y) ∩ E), =⇒ N^+_{f1} (E, y) = N^+_f (E, y).

1) Pust~ E ∈ A^+_{f1} , togda E ⊂ dom f_1 = G^′. Po lemme 6 (p. 3) suwestvu¸t mnoßestva K, H ⊂ G^′, K i H – tipa G_δ, takie, qto

E ⊂ K, K \ E ⊂ H i ν^+_{f1} (H) = 0. Togda

ν^+_f (H) = ∫ Rn^{N +f (H) dλn =} ∫ Rn^{N +f1 (H) dλn = ν +f1 (H) = 0}

i, snova po lemme 6, poluqaem: E ∈ A^+_f .

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 191 2) Pust~ E ∈ A^+_f , E ⊂ G^′. Po lemme 6 suwestvu¸t mnoßestva

K, H ⊂ G, K, H – tipa G_δ, takie, qto E ⊂ K, K \ E ⊂ H i ν^+_f (H) = 0. Poloßim K_1 = K ∩ G^′, H_1 = H ∩ G^′. Oqevidno, K_1, H_1

— tipa G_δ i, poskol~ku E ⊂ G^′, Øsno, qto E ⊂ K_1, K_1 \ E ⊂

H_1, ν^+_f (H_1) = 0. Kak i vyxe, togda i ν^+_{f1} (H_1) = 0, t.e. E ∈ A^+_{f1} po

lemme 6. DlØ takih E

ν^+_f (E) = ∫ Rn^{N +f (E) dλn =} ∫ Rn^{N +f1 (E) dλn = ν +f1 (E).} Dokazatel~stvo dlØ A^−_{f1} vpolne analogiqno, a v dokazatel~stve dlØ A_{f1} ispol~zuetsØ oqevidnoe ravenstvo f^{−1}_1 (y)∩E = f^{−1} (y)∩E (dlØ E ⊂ G^′). •

Pust~ G_1, G_2 – otkrytye svØznye mnoßestva v R^n, φ – gomeomorfizm mnoßestva G_1 na G_2. Togda, kak izvestno ([5, gl. VIII,

§4]), libo deg φ = deg_φ ( K, φ(x) ) = 1 dlØ l¸boæ toqki x ∈ G_1 i l¸bogo n-mernogo kompakta s kraem K ⊂ G_1 takogo, qto x ∈ Int K, libo deg φ = deg_φ ( K, φ(x) ) = −1 dlØ takih ße x i K. V pervom

sluqae gomeomorfizm φ nazyvaetsØ sohranØ¸wim orientaci¸, a vo vtorom – obrawa¸wim orientaci¸.

Teorema 5. Pust~ G1, G2 – otkrytye svØznye mnoßestva v

Rn, φ – gomeomorfizm mnoßestva G_1 na G_2, f – nepreryvnoe otobraßenie G_2 v R^n. Togda:

1) (f – otobraßenie s lokal~no koneqnoæ variacieæ)⇐⇒ (f ∘ φ – otobraßenie s lokal~no koneqnoæ variacieæ);

2) (E ∈ A_{f∘φ}) ⇐⇒ (φ(E) ∈ A_f ), pri fftom V_{f∘φ}(E) = V_f (φ(E)); 3) esli φ sohranØet orientaci¸, to (E ∈ A^+_{f∘φ}) ⇐⇒ (φ(E) ∈ A^+_f ), (E ∈ A^−_{f∘φ}) ⇐⇒ (φ(E) ∈ A^−_f ), pri fftom

ν^+_{f∘φ}(E) = ν^+_f (φ(E)) ν^−_{f∘φ}(E) = ν^−_f (φ(E));

4) esli φ obrawaet orientaci¸, to (E ∈ A^+_{f∘φ}) ⇐⇒ (φ(E) ∈ A^−_f ), (E ∈ A^−_{f∘φ}) ⇐⇒ (φ(E) ∈ A^+_f ), pri fftom

ν^+_{f∘φ}(E) = ν^−_f (φ(E)) ν^−_{f∘φ}(E) = ν^+_f (φ(E)).

192 A. V. POTEPUN

Dokazatel~stvo. 1.1. Dokaßem vnaqale, qto Nf∘φ(E) = Nf^(φ(E)^)

dlØ l¸bogo E ⊂ G_1. Poskol~ku φ – biekciØ, legko proverØetsØ, qto φ ( (f ∘ φ)^{−1}(y) ∩ E ) = f^{−1} (y) ∩ φ(E) =⇒

card ( (f ∘ φ)^{−1}(y) ∩ E ) = card ( f^{−1}(y) ∩ φ(E) ) =⇒ N_{f∘φ}(E, y) = N_f ( φ(E), y ) . 1.2. Pust~ f – s lokal~no koneqnoæ variacieæ, P – Øqeæka,

P ⊂ G_1. Tak kak P – mnoßestvo tipa G_δ, φ – gomeomorfizm,

to mnoßestvo φ(P ) – toße tipa G_δ, t.e. izmerimo po mere V_f (lemma 6). Poskol~ku φ(P ) kompaktno, V_f (φ(P )) < ∞, a togda i

V_f (φ(P )) < ∞. Ispol~zuØ p. 1.1 i teoremu 4, poluqaem: V_{f∘φ}(P ) = ∫ Rn^{Nf∘φ(P ) dλn =} ∫ Rn^{Nf (φ(P )) dλn = Vf (φ(P )) < ∞,} t.e. f ∘φ – toße s lokal~no koneqnoæ variacieæ. Obratnoe utverßdenie sleduet iz togo, qto φ^{−1} – toße gomeomorfizm.

2. Pust~ E ∈ A_{f∘φ}, togda po lemme 6 imeem E = K \ E_1, E_1 ⊂

H, K ⊂ G_1 i H ⊂ G_1 – mnoßestva tipa G_δ, V_{f∘φ}(H) = 0.

Poskol~ku φ – biekciØ, verny sootnoxeniØ φ(E) = φ(K) \

φ(E_1), φ(E_1) ⊂ φ(H) ⊂ G_2, φ(K) ⊂ G_2 i, poskol~ku φ – gomeo-

morfizm, φ(K), φ(H) – toße mnoßestva tipa G_δ, t.e. izmerimy po mere V_f . Po teoreme 4 i po dokazannomu v p. 1.1 i 1.2 togda

V_f (φ(H)) = ∫ Rn^{Nf (φ(H)) dλn =} ∫ Rn^{Nf∘φ(H) dλn = Vf∘φ(H) = 0.} Tak kak φ(E_1) ⊂ φ(H) i mera V_f – polna, to φ(E_1) ∈ A_f i φ(E) ∈ Af (poskol~ku φ(E) = φ(K) \ φ(E_1)). Snova po teoreme 4 i p. 1.1 i 1.2

V_f (φ(E)) = ∫ Rn^{Nf (φ(E)) dλn =} ∫ Rn^{Nf∘φ(E) dλn = Vf∘φ(E).} Tak kak φ^{−1} – toße gomeomorfizm, to φ(E) ∈ A_f = A_{f∘φ∘φ}�1 =⇒ E = φ^{−1} ( φ(E) ) ∈ A_{f∘φ} i utverßdenie 2 dokazano.

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 193

3. Dokaßem, qto kratnost~ toqki x ∈ G_1 pri otobraßenii f ∘φ opredelena togda i tol~ko togda, kogda opredelena kratnost~ toqki φ(x) ∈ G_2 pri otobraßenii f i k_{f∘φ}(x) = deg φ · k_f ( φ(x) ) . Pust~ opredelena kratnost~ k_f ( φ(x) ) , t.e., soglasno lemme 3, suwestvuet okrestnost~ V toqki φ(x) so svoæstvom: dlØ l¸bogo kompaktnogo n-mernogo mnogoobraziØ K s kraem takogo, qto

K ⊂ V, φ(x) ∈ Int K, stepen~ deg_f ( K, f(φ(x) ) ravna k_f ( φ(x) ) (ne zavisit ot K). Tak kak φ – gomeomorfizm, to φ^{−1}(V ) = V_1 – okrestnost~ toqki x. Esli K_1 — kompaktnoe n-mernoe mnogoobrazie s kraem, K_1 ⊂ V_1, x ∈ Int K_1, to K = φ(K_1) – toße kompaktnoe n-mernoe mnogoobrazie s kraem, K ⊂ φ(V_1) = V i φ(x) ∈ φ ( Int K_1 ) = Int φ(K_1) = Int K.

Po zameqani¸ pered lemmoæ 3 deg_{f∘φ} ( K_1, (f ∘ φ)(x) ) = deg_{f∘φ} ( Int K_1, (f ∘ φ)(x) ) , deg_f ( φ(K_1), f(φ(x)) ) = deg_f ( Int φ(K_1), f(φ(x)) ) . Tak kak deg_{f∘φ} ( Int K_1, (f ∘ φ)(x) ) = deg φ · deg_f ( Int φ(K_1), f(φ(x)) ) (sm. [5], gl. VIII, §4, sledstvie 4.6) i po svoæstvam mnoßestva

K = φ(K_1) veliqina deg_f ( K, f(φ(x)) ) = k_f ( φ(x) ) ne zavisit ot K,

to deg_{f∘φ} ( K_1, (f ∘ φ)(x) ) = deg φ · k_f ( φ(x) ) ne zavisit ot K_1 ⊂ V_1,

t.e. opredelena kratnost~ k_{f∘φ}(x) = deg φ · k_f ( φ(x) ) . Analogiqno, esli opredelena kratnost~ k_{f∘φ}(x), to opredelena i kratnost~ k_f ( φ(x) ) (φ^{−1} – toße gomeomorfizm).

4. Pust~ φ sohranØet orientaci¸, t.e. deg φ = 1 i k_f ( φ(x) ) = k_{f∘φ}(x). Togda

x ∈ (f ∘ φ)^{−1}_+ (y) ∩ E ⇐⇒ x ∈ E x ∈ (f ∘ φ)^{−1}(y) k_{f∘φ}(x) > 0 ⇐⇒

⇐⇒ φ(x) ∈ φ(E) f(φ(x)) = y k_f ( φ(x) ) > 0 ⇐⇒ φ(x) ∈ f^{−1}_+ (y) ∩ φ(E) t.e. f^{−1}_+ (y) ∩ φ(E) = φ ( (f ∘ φ)^{−1}_+ (y) ∩ E ) , a togda

card ( f^{−1}_+ (y) ∩ φ(E) ) = card ( (f ∘ φ)^{−1}_+ (y) ∩ E ) , t.e. N^+_f ( φ(E), y ) = N^+_{f∘φ}(E, y).

194 A. V. POTEPUN

Analogiqno dokazyvaetsØ, qto N^−_f ( φ(E), y ) = N^−_{f∘φ}(E, y). Esli ße φ obrawaet orientaci¸, to deg φ = −1, k_f ( φ(x) ) = −k_{f∘φ}(x) i f^{−1}_+ (y) ∩ φ(E) = φ ( (f ∘ φ)^{−1}_− (y) ∩ E ) , f^{−1}_− (y) ∩ φ(E) = φ ( (f ∘ φ)^{−1}_+ (y) ∩ E ) , t.e. N^+_f ( φ(E), y ) = N^−_{f∘φ}(E, y), N^−_f ( φ(E), y ) = N^+_{f∘φ}(E, y). 5. Pust~ E ∈ A^+_{f∘φ}, togda po lemme 6 imeem E ⊂ K, K \ E ⊂

H, K ⊂ G_1 i H ⊂ G_1 – mnoßestva tipa G_δ i ν^+_{f∘φ}(H) = 0. Poskol~-

ku φ – gomeomorfizm, φ(K) ⊂ G_2 i φ(H) ⊂ G_2 – toße mnoßestva tipa G_δ, t.e. izmerimy po meram ν^+_f i ν^−_f . Po dokazannomu v p. 4 i po teoreme 4, esli φ sohranØet orientaci¸, to

ν^+_f ( φ(H) ) = ∫ Rn^{N +f (φ(H)) dλn =} ∫ Rn^{N +f∘φ(H) dλn = ν +f∘φ(H) = 0,} a esli φ obrawaet orientaci¸, to ν^−_f ( φ(H) ) = ∫ Rn^{N −f (φ(H)) dλn =} ∫ Rn^{N +f∘φ(H) dλn = ν +f∘φ(H) = 0.} Poskol~ku K \ E ⊂ H i φ biektivno, φ(K \ E) = φ(K) \ φ(E) ⊂

φ(H). Vvidu polnoty mery ν^+_f , esli φ sohranØet orientaci¸, to

φ(K) \ φ(E) ∈ A^+_f . Togda i φ(E) = φ(K) \ ( φ(K) \ φ(E) ) ∈ A^+_f i po p. 4

ν^+_f ( φ(E) ) = ∫ Rn^{N +f (φ(E)) dλn =} ∫ Rn^{N +f∘φ(E) dλn = ν +f∘φ(E).} Vvidu polnoty mery ν^−_f , esli φ obrawaet orientaci¸, to φ(K)\ φ(E) ∈ A^−_f =⇒ φ(E) ∈ A^−_f i ν^−_f ( φ(E) ) = ∫ Rn^{N −f (φ(E)) dλn =} ∫ Rn^{N +f∘φ(E) dλn = ν +f∘φ(E).} Esli E ∈ A^−_{f∘φ}, dokazatel~stvo vpolne analogiqno. Utverßde- niØ φ(E) ∈ A^+_f =⇒ E ∈ A^+_{f∘φ}, φ(E) ∈ A^+_f =⇒ E ∈ A^−_{f∘φ} sledu¸t iz togo, qto φ^{−1} – gomeomorfizm. •

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 195

§4. MnogoobraziØ s lokal~no koneqnymi variaciØmi Opredelenie. Pust~ mnoßestvo G otkryto v R^n, f : G →

Rm (m ¿ n) – nepreryvnoe otobraßenie, f_1, . . . , f_m — ego koordinatnye funkcii. Esli 1 6 i_1 < i_2 < . . . < i_n 6 m, α = {i_1, . . . , i_n}, to oboznaqim qerez f_α otobraßenie s koordinatnymi funkciØmi f_{i1} , . . . , f_{in} :

f_α :

x_{i1} = f_{i1} (t_1, . . . , t_n), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x_{in} = f_{in} (t_1, . . . , t_n) (t_1, . . . , t_n) ∈ G. Nazovem otobraßenie f otobraßeniem s lokal~no koneqnymi variaciØmi, esli kaßdoe iz otobraßeniæ f_α : G → R^n budet otobraßeniem s lokal~no koneqnoæ variacieæ.

Opredelenie. Pust~ M ⊂ R^m, M – n-mernoe mnogoobrazie v to-

pologii, inducirovannoæ iz R^m. Nazovem M mnogoobraziem s lokal~no koneqnymi variaciØmi, vloßennym v R^m, esli dlØ l¸boæ toqki x ∈ M suwestvuet U – okrestnost~ toqki x v M i f – gomeomorfizm R^n na U s lokal~no koneqnymi variaciØmi (lokal~naØ parametrizaciØ okrestnosti U ).

Zameqanie. Esli nekotoraØ lokal~naØ parametrizaciØ okrest-

nosti U – otobraßenie s lokal~no koneqnymi variaciØmi, to i l¸baØ drugaØ ee parametrizaciØ toße ØvlØetsØ otobraßeniem s lokal~no koneqnymi variaciØmi. V samom dele, esli f : R^n → U i g : R^n → U – gomeomorfizmy, to φ = f^{−1} ∘ g – gomeomorfizm pro-

stranstva R^n na sebØ, g = f ∘ φ, dlØ l¸bogo α = {i_1, . . . , i_n} verna formula g_α = f_α ∘ φ i po teoreme 5 g_α i f_α odnovremenno budut (ili ne budut) otobraßeniØmi s lokal~no koneqnoæ variacieæ.

Esli U ⊂ R^m i suwestvuet gomeomorfizm f : R^n → U , to horoxo izvestno, qto na U moßet byt~ vvedena orientaciØ, naprimer, sledu¸wim sposobom: pust~ g – l¸boæ drugoæ gomeomorfizm prostranstva R^n na U, g = f ∘ φ. Esli deg φ = 1, to g otnesem k klassu I, a esli deg φ = −1, to g otnesem k klassu II. OrientaciØ na U opredelØetsØ vyborom odnogo iz fftih dvuh klassov v kaqestve “poloßitel~nyh” parametrizaciæ.

Pust~ M – mnogoobrazie, U, V ⊂ M, U ∩ V ≠ ⊥ i f : R^n →

U, g : R^n → V – poloßitel~nye parametrizacii orientirovan-

nyh okrestnosteæ U i V . Togda φ = f^{−1} ∘ g – gomeomorfizm otkrytogo mnoßestva G_1 = g^{−1}(U ∩V ) ⊂ R^n na G_2 = f^{−1}(U ∩V ) ⊂ R^n.

196 A. V. POTEPUN Okrestnosti U i V orientirovany soglasovanno, esli deg φ = 1, i mnogoobrazie M orientiruemo, esli vozmoßno vybrat~ soglasovannu¸ orientaci¸ dlØ vseh ego parametrizovannyh okrestnosteæ.

Opredelenie. Pust~ M – orientirovannoe n-mernoe mnogoobra-

zie, vloßennoe v R^m (m ¿ n), s lokal~no koneqnymi variaciØmi, pust~ i_1, . . . , i_n ∈ N, 1 6 i_1 < . . . < i_n 6 m, α = {i_1, . . . , i_n}. Mnoßestvo E ⊂ M nazovem malym α^+-izmerimym, esli suwestvu¸t U – okrestnost~ nekotoroæ toqki v M, f : R^n → U – poloßitel~naØ parametrizaciØ U , takie, qto E ⊂ U, f^{−1}(E) ∈ A^+_{fα} . DlØ takogo mnoßestva E poloßim po opredeleni¸ μ^+_α (E) = ν^+_{fα} ( f^{−1}(E) ) . Lemma 7. Svoæstvo mnoßestva E byt~ malym α^+-izmerimym

i veliqina μ^+_α (E) ne zavisØt ni ot okrestnosti U ⊃ E, ni ot poloßitel~noæ parametrizacii f.

Dokazatel~stvo. DlØ E = ⊥ utverßdenie oqevidno.

Pust~ E ≠ ⊥, E ⊂ U ∩ V, f – poloßitel~naØ parametrizaciØ mnoßestva U, g – poloßitel~naØ parametrizaciØ V . Togda φ = f^{−1} ∘ g – gomeomorfizm mnoßestva G_1 = g^{−1}(U ∩ V ) na

G_2 = f^{−1}(U ∩ V ) i deg φ = 1. Oboznaqim f_α = f_α|_{G2} , g_α = g_α|_{G1} ,

togda oqevidno, qto g_α = f_α ∘ φ.

Esli E_1 = g^{−1}(E) ∈ A^+_{gα} , to, poskol~ku E_1 ⊂ G_1, po teoreme 4 (utverßdenie V) poluqaem, qto E_1 ∈ A^+_{gα} = A^+_{f α∘φ}. Oqevidno, qto E_2 = f^{−1}(E) = φ(E_1) i, poskol~ku deg φ = 1, po teoreme 5 (utverßdenie 3) ots¸da sleduet, qto φ(E_1) = E_2 ∈ A^+_{f α} . Snova

po teoreme 4 poluqaem, qto E_2 ∈ A^+_{fα} . Analogiqno, E_2 ∈ A^+_{fα} =⇒

E_1 ∈ A^+_{gα} . Pri fftom ν^+_{gα} ( g^{−1}(E) ) = ν^+_{gα} (E_1) (teorema 4);

ν^+_{gα} (E_1) = ν^+_{f α∘φ}(E_1) = ν^+_{f α} ( φ(E_1) ) (teorema 6); ν^+_{fα} ( φ(E_1) ) = ν^+_{fα} (E_2) = ν^+_{fα} ( f^{−1} (E) ) (teorema 4).

Poluqili: ν^+_{gα} ( g^{−1}(E) ) = ν^+_{fα} ( f^{−1} (E) ) . • Opredelenie. Mnoßestvo E ⊂ M nazovem α^+ -izmerimym, esli

dlØ l¸boæ parametrizuemoæ okrestnosti U ⊂ M mnoßestvo E ∩ U – maloe α^+ -izmerimoe.

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 197

Lemma 8. α^+ -izmerimye podmnoßestva orientirovannogo n-

mernogo mnogoobraziØ M ⊂ R^m s lokal~no koneqnymi variaciØmi obrazu¸t σ-algebru, soderßawu¸ vse borelevskie podmnoßestva v M . Dokazatel~stvo. 1) Pust~ f : R^n → U – poloßitel~naØ para-

metrizaciØ okrestnosti U ⊂ M . Po opredeleni¸ malogo α^+- izmerimogo mnoßestva

(E ⊂ U, E – maloe α^+-izmerimoe) ⇐⇒ f^{−1}(E) ∈ A^+_{fα} .

Poskol~ku A^+_{fα} – σ-algebra, s pomow~¸ operaciæ nad proobrazami legko proverØetsØ, qto malye α^+-izmerimye podmnoßestva okrestnosti U toße obrazu¸t σ-algebru.

2) Pust~ E ⊂ M, E – α^+-izmerimoe mnoßestvo. Togda dlØ l¸boæ parametrizuemoæ okrestnosti U mnoßestvo E ∩ U – maloe

α^+-izmerimoe, sledovatel~no, po p. 1, (M \ E) ∩ U = U \ (E ∩ U )

– toße maloe α^+ -izmerimoe, t.e. M \ E – α^+-izmerimo.

3) Pust~ {E_k} – ne bolee qem sqetnoe semeæstvo, vse mnoßestva

E_k – α^+-izmerimye, E = ⋃ k E_k. Togda vse E_k ∩ U – malye α^+-

izmerimye, E ∩ U = ⋃ k (E_k ∩ U ) – toße maloe α^+-izmerimoe (p. 1),

t.e. E = ⋃ k E_k — α^+-izmerimo.

4) Pust~ mnoßestvo G otkryto v M , togda dlØ parametrizuemoæ okrestnosti U ⊂ M mnoßestvo G ∩ U toße otkryto i

f^{−1}(G ∩ U ) otkryto v R^n. V hode dokazatel~stva lemmy 6 by-

lo pokazano, qto otkrytye podmnoßestva oblasti opredeleniØ otobraßeniØ iz formulirovki lemmy 6 (v naxem sluqae ffto otobraßenie f_α : R^n → R^n) izmerimy po mere ν^+_{fα} , t.e. f^{−1}(G ∩ U ) ∈ A + f_α , mnoßestvo G ∩ U – maloe α

+-izmerimoe, znaqit, mnoßestvo

G α^+-izmerimo. Po p. 2, 3, α^+-izmerimy vse borelevskie mno-

ßestva. •

Oboznaqim σ-algebru α^+-izmerimyh podmnoßestv v M qerez A+α . Poskol~ku u topologii v M suwestvuet sqetnyæ bazis parametrizuemyh okrestnosteæ, l¸boe mnoßestvo E ∈ A^+_α moßet byt~ predstavleno v vide ob¨edineniØ ne bolee qem sqetnogo semeæstva malyh α^+-izmerimyh mnoßestv: E = ⋃ k E_k, E_k ⊂ U_k. Mnoßestva E_k moßno sqitat~ poparno diz¨¸nktnymi (esli ffto

198 A. V. POTEPUN

ne tak, to E^′_1 = E_1, E^′_2 = E_2 \ E_1, . . . , E^′_k = E_k \^{k−1} ⋃ p=1 E_p, . . . – toße

malye α^+-izmerimye i poparno diz¨¸nktnye).

Opredelenie. Esli E =^⋃_k Ek (diz¨¸nktnoe ob¨edinenie ne bolee

qem sqetnogo semeæstva malyh α^+-izmerimyh mnoßestv), to poloßim μ^+_α (E) = ∑ k μ^+_α (E_k).

Lemma 9. FunkciØ μ^+_α korrektno opredelena na σ-algebre A^+_α ,

ØvlØetsØ σ-koneqnoæ polnoæ meroæ, pri fftom, esli K ⊂ M, K – kompaktno, to μ^+_α (K) < ∞.

Dokazatel~stvo. 1) Korrektnost~ opredeleniØ.

Po opredeleni¸ mery malogo izmerimogo mnoßestva, dlØ l¸- bogo izmerimogo E ⊂ U = f(R^n) verna formula μ^+_α (E) = ν^+_{fα} ( f^{−1}(E) ) . Poskol~ku ν^+_{fα} – mera, legko proverØetsØ, qto μ^+_α – toße mera na podmnoßestvah v U (po lemme 7, ona ne zavisit ot f). Pust~ E = ⋃ k E_k = ⋃ p E^′_p, E_k ⊂ U_k, E^′_p ⊂ U^′_p (diz¨¸nktnye

ob¨edineniØ ne bolee qem sqetnyh semeæstv malyh izmerimyh mnoßestv). Togda E_{kp} = E_k ∩ E^′_p – toße malye izmerimye poparno diz¨¸nktnye mnoßestva i E_k = ⋃ p E_{kp} =⇒ μ^+_α (E_k) = ∑ p μ^+_α (E_{kp})

(sqetnaØ additivnost~ mery μ^+_α na podmnoßestvah v U_k).

Analogiqno, μ^+_α (E^′_p) = ∑ k μ^+_α (E_{kp}) i ∑ k μ^+_α (E_k) = ∑ k ∑ p μ^+_α (E_{kp}) = ∑ p ∑ k μ^+_α (E_{kp}) = ∑ p μ^+_α (E^′_p),

t.e. veliqina μ^+_α (E) ne zavisit ot predstavleniØ E v vide diz¨- ¸nktnogo ob¨edineniØ malyh α^+-izmerimyh mnoßestv (po svoæstvam summ neotricatel~nyh semeæstv, moßno summirovat~ ih gruppami i perestavlØt~ porØdok summirovaniØ).

2) SqetnaØ additivnost~. Pust~ E = ⋃ k E_k (diz¨¸nktnoe ne bolee qem sqetnoe semeæstvo),

vse E_k prinadleßat A^+_α . Togda E_k = ⋃ p E_{kp}, vse E_{kp} – malye po-

parno diz¨¸nktnye α^+-izmerimye mnoßestva, i E = ⋃ k ( ⋃ p E_{kp} )

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 199 (vse E_{kp} diz¨¸nktny). Po opredeleni¸, μ^+_α (E) = ∑ k,p μ^+_α (E_{kp}).

Vvidu vozmoßnosti summirovaniØ gruppami, poluqim:

μ^+_α (E) = ∑ k,p μ^+_α (E_{kp}) = ∑ k ( ∑ p μ^+_α (E_{kp}) ) = ∑ k μ^+_α (E_k),

qto i trebovalos~.

3) Polnota i σ-koneqnost~ mery μ^+_α na podmnoßestvah parametrizuemoæ okrestnosti U sledu¸t iz analogiqnyh svoæstv mery

ν^+_{fα} (lemma 6), a te ße svoæstva mery μ^+_α na A^+_α — iz predstavle-

niØ l¸bogo E ∈ A^+_α v vide ob¨edineniØ ne bolee qem sqetnogo semeæstva malyh α^+-izmerimyh mnoßestv.

4) Pust~ K ⊂ M, K kompaktno. L¸baØ toqka x ∈ K soderßitsØ v nekotoroæ okrestnosti U = f(R^n), f – poloßitel~naØ parametrizaciØ okrestnosti U . Rassmotrim proizvol~nu¸ Øqeæku P_x ⊂ R^n taku¸, qto f^{−1}(x) ∈ Int P_x. Poskol~ku f – gomeomorfizm, mnoßestvo G_x = f(Int P_x) otkryto i G_x ⊂ U . Togda

μ^+_α (G_x) = ν^+_{fα} ( f^{−1}(G_x) ) = ν^+_{fα} (Int P_x) 6 ν^+_{fα} (P_x) < ∞, poskol~ku

zamykanie P_x kompaktno i otobraßenie f_α imeet lokal~no koneqnu¸ variaci¸ (teorema 4). DlØ l¸bogo x ∈ K imeem x ∈ G_x, t.e. K ⊂ ⋃ x∈K G_x. Vyberem koneqnoe podpokrytie:

K ⊂ p⋃ k=1 G_{xk} =⇒ μ^+_α (K) 6 p∑ k=1 μ^+_α (G_{xk} ) < ∞.• Analogiqno opredelØ¸tsØ α^−-izmerimye podmnoßestva v M i dokazyvaetsØ, qto oni obrazu¸t σ-algebru (oboznaqaemu¸ qerez A−α ), soderßawu¸ vse borelevskie podmnoßestva mnogoobraziØ M , na kotoroæ opredelØetsØ polnaØ σ-koneqnaØ mera μ^−_α . Pri fftom dlØ kompaktnyh mnoßestv K ⊂ M spravedlivo neravenstvo μ^−_α (K) < ∞. Esli E ∈ A^+_α ∩ A^−_α i oba qisla μ^+_α (E), μ^−_α (E) koneqny, obozna- qim μ_α(E) = μ^+_α (E) − μ^−_α (E) (orientirovannaØ mera

α-proekcii mnoßestva E), RM = {E ⊂ M | E ∈ ⋂ α (A^+_α ∩ A^−_α ),

dlØ l¸bogo α veliqiny μ^+_α (E), μ^−_α (E) koneqny}.

200 A. V. POTEPUN Poskol~ku A^+_α i A^−_α – σ-algebry, legko proverØetsØ, qto R_M ØvlØetsØ δ-kol~com podmnoßestv mnoßestva M (soderßit raznosti, ob¨edineniØ koneqnyh semeæstv i pereseqeniØ ne bolee qem sqetnyh semeæstv mnoßestv iz R_M ).

Pust~ e_i – koordinatnye orty v R^m. Esli n 6 m, 1 6 i_1 < . . . <

i_n 6 m, to e_α = e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{in} – prostye n-vektory v R^m, kotorye

obrazu¸t bazis prostranstva n-vektorov v R^m.

Opredelenie. Standartnoæ vektornoæ meroæ na n-mernom ori-

entirovannom mnogoobrazii M s lokal~no koneqnymi variaciØmi, vloßennom v R^m (pri m ¿ n), budem nazyvat~ sledu¸wee otobraßenie, opredelennoe na R_M so znaqeniØmi v prostranstve nvektorov: μ_M (E) = ∑ α μ_α(E) e_α, E ∈ R_M . Teorema 6. Pust~ M – orientirovannoe n-mernoe mnogoobrazie s

lokal~no koneqnymi variaciØmi, vloßennoe v R^m (m ¿ n). Togda 1) kompaktnye podmnoßestva mnogoobraziØ M prinadleßat RM ; 2) funkciØ μ_M sqetno additivna na R_M ;

3) esli M^′ – mnogoobrazie s tem ße nositelem, no s protivopoloßnoæ orientacieæ, to R_M0 = R_M , μ_M0 = −μ_M .

Dokazatel~stvo. 1) Po lemmam 8 i 9 dlØ l¸bogo α = {i1, i2, ..., in}

kompaktnye mnoßestva K ⊂ M α^+- i α^−-izmerimy, pri fftom veliqiny μ^+_α (K), μ^−_α (K) koneqny, t.e. K ∈ R_M .

2) Poskol~ku prostranstvo n-vektorov v R^m koneqnomerno, shodimost~ rØdov v prostranstve n-vektorov ravnosil~na pokoordinatnoæ shodimosti v proizvol~nom bazise. Poskol~ku vse funkcii μ^+_α i μ^−_α sqetno additivny na R_M , takova ße i vektorfunkciØ μ_M .

3) Pust~ f : R^n → U ⊂ M —poloßitel~naØ parametrizaciØ mnoßestva U . Togda esli φ : R^n → R^n – nekotoryæ gomeomorfizm, obrawa¸wiæ orientaci¸ (naprimer, φ(x_1, x_2, . . . , x_n) =

(−x_1, x_2, . . . , x_n)), to g = f ∘ φ budet poloßitel~noæ parametri-

zacieæ mnoßestva U v M^′, poskol~ku orientaciØ v M^′ protivopoloßna orientacii v M . Esli E ⊂ U – maloe α^+-izmerimoe mnoßestvo v M , to (sm. opredelenie) f^{−1}(E) ∈ A^+_{fα} , μ^+_{α,M} (E) = ν^+_{fα} ( f^{−1}(E) ) . Po teoreme 5 togda g^{−1}(E) = φ^{−1} ( f^{−1} (E) ) ∈ A^−_{fα∘φ} =

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 201 A−g_α i μ^+_{α,M} (E) = ν^+_{fα} ( f^{−1} (E) ) = ν^−_{fα∘φ} ( φ^{−1} ( f^{−1}(E) )) = ν^−_{gα} ( g^{−1}(E) ) = μ^−_{α,M}0(E), (1)

t.e. E ØvlØetsØ malym α^−-izmerimym mnoßestvom v M^′. Ispol~zuØ gomeomorfizm φ^{−1}, poluqim, qto klassy malyh α^+- izmerimyh mnoßestv v M i malyh α^−-izmerimyh mnoßestv v

M^′ sovpada¸t, a togda, oqevidno, A^+_{α,M} = A^−_{α,M}0. Ispol~zuØ ra-

venstvo (1) i razbivaØ proizvol~noe mnoßestvo E ∈ A^+_{α,M} na ne bolee qem sqetnoe semeæstvo malyh izmerimyh mnoßestv, dokaßem, qto μ^+_{α,M} (E) = μ^−_{α,M}0(E). Analogiqno dokazyvetsØ, qto A − α,M = A^+_{α,M}0 i dlØ α^−-izmerimogo E imeet mesto formula μ^−_{α,M} (E) = μ^+_{α,M}0(E).

Esli teper~ E ∈ R_M , to E ∈ ⋂ α ( A + α,M ∩ A^−_{α,M} ) = ⋂ α ( A − α,M0 ∩ A^+_{α,M}0 )

i vse qisla μ^+_{α,M} (E) = μ^−_{α,M}0(E), μ^−_{α,M} (E) = μ^+_{α,M}0(E) koneqny. �to ravnosil~no tomu, qto E ∈ R_M0, μ_{α,M}0(E) = μ^+_{α,M}0(E) − μ^−_{α,M}0(E) = μ^−_{α,M} (E) − μ^+_{α,M} (E) = −μ_{α,M} (E) dlØ l¸bogo α, t.e. μ_M0 (E) = −μ_M (E). •

Zameqanie. Esli M orientiruemo i nesvØzno, to na nem suwe-

stvuet bolee dvuh orientaciæ (orientaciØ M opredelØetsØ orientacieæ ego komponent svØznosti). Poskol~ku na kaßdoæ komponente svØznosti suwestvuet rovno dve orientacii, primenØØ uße dokazannyæ rezul~tat k komponentam, legko dokazat~, qto

RM = R_M0 i v sluqae, kogda M^′ snabßeno kakoæ-libo drugoæ

orientacieæ (ne obØzatel~no protivopoloßnoæ).

§5. Integrirovanie differencial~nyh

form po vektornoæ mere Opredelenie. Pust~ m ¿ n i M – orientirovannoe n-mernoe

mnogoobrazie v R^m s lokal~no koneqnymi variaciØmi. FunkciØ ω : M × (R^m)^n → R nazyvaetsØ stupenqatoæ differencial~noæ

202 A. V. POTEPUN

n-formoæ na M , esli suwestvu¸t koneqnye semeæstva mnoßestv {E_k}^p_{k=1}, E_k ∈ R_M , i vnexnih n-form {φ_k}^p_{k=1} takie, qto ω = p∑ k=1 φ_kχ_{Ek} (χ_{Ek} – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva E_k).

Poskol~ku R_M – δ-kol~co, moßno sqitat~, qto mnoßestva E_k diz¨¸nktny ([7, gl. II, §6, p. 1]).

Kak izvestno ([8, gl. III, §5, p. 5, sholiØ]), vnexnØØ n-forma φ poroßdaet lineænyæ funkcional φ̃ na prostranstve n-vektorov, pri fftom dlØ bazisnyh n-vektorov φ̃(e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ . . . ∧ e_{in} ) = φ(e_{i1} , e_{i2}, . . . , e_{in} ). (1) Pofftomu moßno opredelit~ integral ot stupenqatoæ differencial~noæ formy po vektornoæ mere μ_M ([7, gl. II, §7, p. 1]):

esli ω = p∑ k=1 φ_kχ_{Ek} , to ∫ ω dμ_M = p∑ k=1 φ̃_k ( μ_M (E_k) ) . (2)

DlØ opredeleniØ integrala ne tol~ko ot stupenqatyh differencial~nyh form nußny dopolnitel~nye svoæstva vektornoæ mery. Kak izvestno ([7, gl. I, §3]), esli m – additivnaØ vektorfunkciØ, zadannaØ na kol~ce R podmnoßestv mnoßestva T i prinima¸waØ znaqeniØ v normirovannom prostranstve X, ee variacieæ nazyvaetsØ sledu¸waØ funkciØ: |m|(A) = sup {^p∑ k=1 |m(A_k)| | | | p⋃ k=1 A_k ⊂ A, A_k prinadleßat R i diz¨¸nktny } (zdes~ |m(A_k)| – norma vektora m(A_k) v prstranstve X). GovorØt, qto vektor-funkciØ m imeet koneqnu¸ variaci¸, esli |m|(A) <

∞ dlØ l¸bogo A ∈ R.

Lemma 10. Mera μM imeet koneqnu¸ variaci¸.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku prostranstvo n-vektorov v R^m ko-

neqnomerno, vse normy v fftom prostranstve ffkvivalentny i moß-

no rassmatrivat~ proizvol~nu¸ normu. Pust~ A ∈ R_M ,^p ⋃ k=1 A_k ⊂

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 203

A, A_k prinadleßat R_M i diz¨¸nktny. Togda

μ_M (A_k) = ∑ α μ_α(A_k)e_α, e_α = e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{in} . Po svoæstvam normy p∑ k=1 |μ_M (A_k)| 6 p∑ k=1 ∑ α |μ_α(A_k)| · |e_α| =

= p∑ k=1 ∑ α |μ^+_α (A_k) − μ^−_α (A_k)| · |e_α| 6

6^{p∑}_{k=1} max_α |eα|^∑_α (μ^+_α (Ak) + μ^−_α (Ak)) 6

6 max_α |eα|^∑_α^{( p∑}_{k=1} μ^+_α (Ak) +^{p∑}_{k=1} μ^−_α (Ak)^) 6

6 max_α |eα|^∑_α^(μ^+_α (A) + μ^−_α (A)^)

(poskol~ku^p ⋃ k=1 A_k ⊂ A, A_k prinadleßat R_M i diz¨¸nktny). To-

gda, poskol~ku A ∈ R_M , qisla μ^+_α (A), μ^−_α (A) koneqny i

|μ_M |(A) = sup {^p∑ k=1 |μ_M (A_k)| } 6 max_α |eα|^∑_α^(μ^+_α (A) + μ^−_α (A)^) < ∞.•

Esli rassmotret~ soprØßennye normy v prostranstvah vnexnih n-form i n-vektorov, to dlØ l¸boæ vnexneæ n-formy φ i n-vektora v imeet mesto neravenstvo |φ̃(v)| 6 |φ||v| (φ̃ – lineænyæ funkcional, sootvetstvu¸wiæ forme φ). Krome togo, R_M ØvlØetsØ δ-kol~com i mera μ_M imeet koneqnu¸ variaci¸. Takim obrazom, primenima teoriØ integrirovaniØ vektor-funkciæ po vektornoæ mere (sm. [7, gl. II, §8]). Sledu¸wee opredelenie ØvlØetsØ pereformulirovkoæ obwego opredeleniØ iz [7] dlØ sluqaØ differencial~nyh form i mery μ_M .

Opredelenie. Pust~ M – orientirovannoe n-mernoe mnogoobra-

zie s lokal~no koneqnymi variaciØmi, vloßennoe v R^m (m ¿

204 A. V. POTEPUN

n). Differencial~naØ forma ω : M × (R^m)^n → R nazyvaetsØ μ_M -integriruemoæ, esli suwestvuet posledovatel~nost~ {ω_k}^∞_{k=1} stupenqatyh differencial~nyh form takaØ, qto:

1) {ω_k}^∞_{k=1} – posledovatel~nost~ Koxi, t.e. lim k,l→∞ ∫ |ω_k − ω_l| d|μ_M| = 0; 2) ω_k shodØtsØ k ω poqti vs¸du po mere |μ_M |.

Togda polagaem ∫ ω dμ_M = lim_{k→∞} ∫ ω_k dμ_M . Esli A ∈ ⋂ α (A^+_α ∩ A^−_α ) i differencial~naØ forma ω · χ_A integriru-

ema, to govorØt, qto forma ω integriruema na mnoßestve A i ∫ A ω dμ_M = ∫ ωχ_A dμ_M . Teorema 7. Pust~ M – orientirovannoe n-mernoe mnogoobrazie

v R^m s lokal~no koneqnymi variaciØmi, mnoßestvo K ⊂ M kompaktno i sußenie differencial~noæ formy ω|_K nepreryvno na K. Togda forma ω integriruema na K.

Dokazatel~stvo. Budem sqitat~, qto ω(x) = 0 pri x /∈ K, poffto-

mu ω = ωχ_K . Pust~ K – kol~co podmnoßestv v M , poroßdennoe kompaktnymi podmnoßestvami. Po teoreme 6 K ⊂ R_M . Poskol~- ku forma ω|_K nepreryvna na K, suwestvuet posledovatel~nost~

{ω_k}^∞_{k=1} K-stupenqatyh form (postoØnnyh na mnoßestvah iz K) takaØ, qto ω_k(x) = 0 pri x /∈ K i ω_k ravnomerno shodØtsØ k ω na K ([7, gl. III, §14, p. 5, sledstvie 1]). Ots¸da sleduet ravnomernaØ shodimost~ v sebe na K: ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀k, l > N, ∀x ∈ K |ω_k(x) − ω_l(x)| < ε (zdes~ |ω_k(x) − ω_l (x)| – norma vnexneæ formy ω_k(x) − ω_l (x), soprØßennaØ k norme v prostranstve n-vektorov). Togda ∫ |ω_k−ω_l| d|μ_M | = ∫ K |ω_k(x)−ω_l(x)| d|μ_M| 6 ε|μ_M |(K) pri k, l > N, t.e. {ω_k}^∞_{k=1} – posledovatel~nost~ Koxi, pri fftom ω_k(x) → ω(x) dlØ l¸bogo x ∈ M , znaqit, forma ω = ωχ_K integriruema na K.•

INTEGRIROVANIE DIFFERENCIAL^NYH FORM 205

§6. Nekotorye nerexennye voprosy

1) Avtor predpolagaet, qto opredeleniØ mnogoobraziØ s lokal~no koneqnymi variaciØmi i standartnoæ n-vektornoæ mery na samom dele ne zavisØt ot vybora bazisa v ob¨eml¸wem prostranstve. VeroØtno, mnogoobraziØ s lokal~no koneqnymi variaciØmi — ffto mnogoobraziØ s lokal~no koneqnoæ meroæ Favara ([2, gl. III, §3.2]) ili lokal~no koneqnoæ meroæ Hausdorfa. Kak budet dokazano vo vtoroæ qasti stat~i, mnogoobraziØ, gladko vloßennye v R^n, ime¸t lokal~no koneqnye variacii, a dlØ gladko vloßennyh mnogoobraziæ nezavisimost~ integrala ot vybora bazisa – horoxo izvestnyæ fakt.

2) Avtor predpolagaet, qto primerom (voobwe govorØ, ne gladkogo) (n − 1)-mernogo mnogoobraziØ s lokal~no koneqnymi variaciØmi slußit granica l¸bogo n-mernogo vypuklogo tela v R^n, a dlØ men~xih razmernosteæ – kraæ k-mernogo vypuklogo mnoßestva (pri k < n).

Literatura

1. G. Grauffrt, I. Lib, V. Fixer, Differencial~noe i integral~noe isqislenie. M. (1971).

2. G. Federer, GeometriqeskaØ teoriØ mery. M. (1987). 3. I. P. Natanson, TeoriØ funkciæ vewestvennoæ peremennoæ. M. (1957). 4. L. Xvarc, Analiz. t. II. M. (1972).

5. A. Dol~d, Lekcii po algebraiqeskoæ topologii. M. (1976). 6. B. Z. Vulih, Kratkiæ kurs teorii funkciæ vewestvennoæ peremennoæ. M.

(1973).

7. N. Dinculeanu, Vector measures. Berlin (1966).

8. N. Burbaki, Algebra. Algebraiqeskie struktury. LineænaØ i polilineænaØ algebra. M. (1962).

Potepun A. V. Integration of differential forms on manifolds with locally finite variations.

It is well known that one can integrate any compactly supported continuous differential n-form over n-dimensional C^1-manifolds in R^m

(m ¿ n). For n = 1 the integral may be defined over any locally rectifi-

able curve. Another generalization is the theory of currents (linear functionals on the space of compactly supported C^∞-differential forms). The theme of the article is integration of measurable differential n-forms over n-dimensional C^0-manifolds in R^m with locally finite n-dimensional variations (a generalization of locally rectifiable curves to dimension n > 1).

206 A. V. POTEPUN The main result states that any such manifold generates an n-dimensional current in R^m (i.e., any compactly supported C^∞ n-form may be integrated over a manifold with the properties mentioned above).

Postupilo 3 oktØbrØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet