Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 327, 2005 g.

S. P. Hffkalo

POTENCIALY RISSA, ASSOCIIROVANNYE SO SLOȷNO` STEPENNO` FUNKCIE` NA PROSTRANSTVE PR˚MOUGOL^NYH MATRIC 0. Vvedenie. Pust~ φ – beskoneqno differenciruemaØ funkciØ

s bystro ubyva¸wimi proizvodnymi na prostranstve M_{n,m} vewestvennyh prØmougol~nyh (n × m)-matric (n ¿ m ¿ 1), x ∈ M_{n,m},^′x – transponirovannaØ matrica, α ∈ C, |x|^α = (det^′xx)^{α/2} i H_{n,m}(α) = 2^{αm} π^{nm/2} Γ_m (_α 2 ) Γ_m (_{n−α} 2 ) , Γ_m(α) = π^{m(m−1)}4 m∏ i=1 Γ ( α − i − 1 2 )

sootvetstvenno gamma-funkcii prostranstva M_{n,m} i konusa V_m poloßitel~no opredelennyh vewestvennyh simmetriqeskih (m× m)-matric, Γ(·) – standartnaØ gamma-funkciØ �ælera.

DlØ odnomernogo parametra α ∈ C potencialy Rissa na M_{n,m} ( I^α_{|·|}φ ) (x) = 1 H_{n,m}(α) ∫ M_{n,m} |y|^{α−n}φ(x − y)dy, (0.1)

Re α > m − 1, α ≠ n − m + k, k ∈ N, associirovannye so stepennoæ funkcieæ |x|^α, oblada¸t sledu¸- wimi svoæstvami [1–5]:

1. Potencial ( I^α_{|·|}φ ) (x) analitiqeski prodolßaetsØ kak meromorfnaØ funkciØ na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~ s pol¸sami v teh ße toqkah i togo ße porØdka, qto i u funkcii Γ_m((n − α)/2). 2. ( I^0_{|·|}φ ) (x) = φ(x). ( I^α_{|·|} (Δ_mφ) ) (x) = ( Δ_m ( I^α_{|·|}φ )) (x) = (−1)^m ( I^{α−2}_{|·|} φ ) (x), Rabota vypolnena pri podderßke “Fonda sodeæstviØ oteqestvennoæ nauke”. 207

208 S. P. H�KALO

Δ_m = det(^′∂∂), ∂ = (_∂ ∂x_{ij} ) i=1,...,n;j=1,...,m . 3. ( I^α_{|·|} ( I^β_{|·|}φ )) (x) = ( I^{α+β}_{|·|} φ ) (x), n ¿ 3m − 2. (0.2)

Dokazatel~stvo polugruppovogo svoæstva (0.2) v rabote [4] osnovano na svØzi potencialov Rissa (0.1) i Ødra teploprovodnosti. �ta svØz~ daet vozmoßnost~ dokazat~ svoæstvo (0.2) tol~- ko pri n ¿ 3m − 2.

V rabote [6] vvedena dzeta-funkciØ Iguzy, svØzannaØ so sloßnoæ stepennoæ funkcieæ na prostranstve M_{n,m} i, tem samym, zavisØwaØ ot mnogomernogo kompleksnogo parametra λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m. Izuqenie dzeta-funkcii pokazalo, qto v sluqae mnogomernogo kompleksnogo parametra v C^m naxlas~ otkrytaØ oblast~, v kotoroæ glavnoe funkcional~noe ravenstvo zadaetsØ odnovremenno absol¸tno shodØwimisØ integralami (a ne ih analitiqeskimi prodolßeniØmi, kak v klassiqeskom sluqae dzetafunkcii odnogo kompleksnogo parametra [4]). Pri fftom sußenie parametra λ ∈ C^m na odnomernu¸ diagonal~ λ_1 = ... = λ_m dalo vypolnenie klassiqeskogo ravenstva dlØ dzeta-funkcii Iguzy odnogo kompleksnogo parametra bez ograniqeniæ na razmery n i m prØmougol~noæ matricy [1, 4].

Takim obrazom, estestvenno rassmotret~ potencialy Rissa s mnogomernym kompleksnym parametrom λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m i associirovannye so sloßnoæ stepennoæ funkcieæ r^λ(x), x ∈ M_{n,m}. Pri fftom moßno nadeØt~sØ, qto vyhod v oblast~ mnogomernogo parametra λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m s posledu¸wim sußeniem na odnomernu¸ diagonal~ λ = (α, ..., α) pozvolit ustanovit polugruppovoe svoæstvo (0.2) dlØ potencialov Rissa (0.1) s odnomernym kompleksnym parametrom α ∈ C pri bolee slaboæ zavisimosti meßdu parametrami n i m.

Pust~ λ^∗ = (λ_m, ..., λ_1) ∈ C^m, n̄ = (n, ..., n) ∈ N^m, |λ| = λ_1 + ... + λ_m ∈ C i

Γ_{Vm} (λ) = π^{m(m−1)4} m∏ i=1 Γ ( λ_i + i − m 2 ) ,

Γ_{n,m}(λ) = 2^{|λ|} π^{nm/2} Γ_{Vm} (λ) Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) ,

POTENCIALY RISSA 209

sootvetstvenno gamma-funkcii konusa V_m i prostranstva M_{n,m}, zavisØwie ot mnogomernogo kompleksnogo parametra.

Potencialy Rissa na M_{n,m} zada¸tsØ formuloæ ( I^λ_r φ ) (x) = 1 Γ_{n,m}(α) ∫ M_{n,m} r^{λ−n̄}(y)φ(x − y)dy, (0.3)

λ ∈ C^m, Re λ_i > m − i, λ_i ≠ n − i − 1 + 2k, k ∈ N. Zadaqa stat~i sostoit v ustanovlenii dlØ potencialov (0.3) analogov svoæstv 1–3 potencialov Rissa (0.1) odnogo kompleksnogo parametra i v uluqxenii ocenki na parametry n i m dlØ polugruppovogo svoæstva (0.2).

Metod raboty, sostoØwiæ v analitiqeskom prodolßenii potencialov pri pomowi vyhoda v oblast~ mnogomernogo kompleksnogo parametra, kak uße otmeqeno, ispol~zovalsØ v rabote [6] dlØ dokazatel~stva funkcional~nogo svoæstva dzeta-funkcii Iguzy i pozdnee v [7] dlØ obobweniØ ponØtiØ dzeta integrala.

Opixem kratko soderßanie raboty. V punkte 1 privodØtsØ svedeniØ o sloßnoæ stepennoæ funkcii Gindikina na konuse poloßitel~no opredelennyh vewestvennyh simmetriqeskih matric i na prostranstve vewestvennyh prØmougol~nyh matric [6, 8]. Punkt 2 posvØwen vvedeni¸ ponØtiØ beta-funkcii na M_{n,m}. V punkte 3 da¸tsØ osnovnye svedeniØ iz [6] o dzeta integrale, associirovannom so sloßnoæ stepennoæ funkcieæ na prostranstve prØmougol~nyh matric. V punkte 4 vvoditsØ opredelenie potencialov Rissa (0.3) i privodØtsØ ih prosteæxie svoæstva. V punkte 5, po sheme monografii [9] (str. 55), ustanavlivaetsØ polugruppovoe svoæstvo potencialov Rissa. V zakl¸qitel~nom, 6-m punkte, stroitsØ rexenie integral~nogo uravneniØ so sloßnym stepennym Ødrom.

1. Sloßnye stepennye funkcii Gindikina na Vm i Mn,m.

Pust~ g ∈ GL(m) i^′g – matrica, transponirovannaØ k g. Na konuse V_m tranzitivno deæstvuet gruppa preobrazovaniæ V_m ∋ a →^′gag ∈ V_m. InvariantnaØ mera na V_m imeet vid μ(da) = da (det a)^{(m+1)/2} , da = ∏ 16i6j6m^{daij.}

210 S. P. H�KALO

Oboznaqim qerez ∇_i(a) glavnyæ nißniæ uglovoæ minor i-go porØdka matricy a, i = 1, ..., m, ∇_0(a) ≡ 1. SloßnaØ stepennaØ funkciØ Gindikina [8], svØzannaØ s konusom V_m, s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ imeet vid

a^λ = m∏ i=1 [ ∇_{m−i+1}(a) ∇_{m−i}(a) ]_{λi/2} , λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m. Otnositel~no operacii soprØßeniØ na V_m V ∋ a = (a_{ij}) → a^∗ = (a^∗_{ij}) ∈ V, a^∗_{ij} = a_{m−j+1,m−i+1}, i = 1, ..., m, dvoæstvennaØ sloßnaØ stepennaØ funkciØ Gindikina [8] na V_m imeet vid

a^λ_∗ = m∏ i=1 [ ∇^∗_i (a) ∇^∗_{i−1}(a) ]_{λi/2} , λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m. Zdes~ ∇^∗_i (a) – glavnyæ verhniæ uglovoæ minor i-go porØdka matricy a, ∇^∗_0(a) ≡ 1.

Pust~ T^+_m – mnoßestvo nißnih treugol~nyh (m × m)-matric t s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami. Ime¸t mesto sledu¸wie svoæstva [8, 6, 7]: pust~ a, b ∈ V_m, togda a^λa^μ = a^{λ+μ}, λ, μ ∈ C^m; (^′τ aτ )^λ = a^λ(^′τ τ )^λ, τ ∈ T^+_m ;

(a^{−1})^λ = a^{−λ}_∗ ; a^λ_∗ = (a^∗)^{λ∗} , λ^∗ = (λ_m, ..., λ_1); ∫ V_m e^{− tr (ab−1 )} a^λμ(da) = Γ_{Vm} (λ) b^λ; ∫ V_m e^{− tr ab} a^λ μ(da) = Γ_{Vm} (λ) b^{−λ}_∗ .

Pust~ dalee M^∗_{n,m} = {x ∈ M_{n,m} | det^′xx ≠ 0} podmnoßestvo v M_{n,m} , sostoØwee iz matric maksimal~nogo ranga m; O(n) – gruppa ortogonal~nyh (n×n)-matric. Na M^∗_{n,m} tranzitivno deæstvuet gruppa preobrazovaniæ x → ρxτ, ρ ∈ O(n), τ ∈ T^+_m , otnositel~no kotoroæ invariantnaØ mera imeet vid μ(dx) = dx (det^′xx)^{n/2} , dx = m∏ i=1 n∏ j=1 dx_{ij}.

POTENCIALY RISSA 211

Vyroßdennye matricy v M_{n,m} sostavlØ¸t mnoßestvo mery nul~. Pofftomu sloßnu¸ stepennu¸ funkci¸ Gindikina na M_{n,m} moßno opredelit~ ravenstvom [6]: r^λ(x) = (^′xx)^λ, λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m.

Otnositel~no operacii soprØßeniØ na M_{n,m} x = (x_1, ..., x_m) → x^∗ = (x_m, ..., x_1), x_i ∈ R^n, dvoæstvennaØ sloßnaØ stepennaØ funkciØ Gindikina imeet vid r^λ_∗ (x) = (^′xx)^λ_∗ .

Oqevidno, qto imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 1.1. SloßnaØ stepennaØ funkciØ obladaet pere-

qislennymi niße svoæstvami:

r^λ(x)r^μ(x) = r^{λ+μ}(x); r^λ_∗ (x)r^μ_∗ (x) = r^{λ+μ}_∗ (x), λ, μ ∈ C^m; r^{(λ,...,λ)}(x) = r^{(λ,...,λ)}_∗ (x) = (det^′xx)^{λ/2}, λ ∈ C; (1.1) r^λ(ρxτ ) = π_λ(τ )r^λ(x), r^λ_∗ (ρx^′τ ) = π_λ(τ )r^λ_∗ (x), ρ ∈ O(n), τ ∈ T^+_m .

Zdes~ π_λ(τ ) = m∏ i=1 τ^{λi}_{ii} , λ = (λ_1, ..., λ_m) ∈ C^m, est~ mul~tiplikativnyæ harakter gruppy T^+_m .

2. Beta-funkciØ na Mn,m. Pust~ a ∈ Vm, em – ediniqnaØ (m×m)-

matrica i a > e_m ⇔ a − e_m ∈ V_m, a < e_m ⇔ e_m − a ∈ V_m. Na prostranstve M_{n,m} rassmotrim integral B_{n,m}(λ, μ) = ∫ M_{n,m} r^{λ−n̄}(x) r^{μ−n̄}(e^∗ − x)dx, (2.1)

λ ∈ C^m, μ ∈ C^m, n̄ = (n, ..., n) ∈ N^m, e^∗ = ( e_m 0 ) ∈ M_{n,m}.

212 S. P. H�KALO

Teorema 2.1. V oblasti {(λ, μ) ∈ C^m ×C^m | Re λ_i > m − i, Re μ > m − i, Re(λ_i + μ_i) < n−i+1} (kotoraØ nepusta pri n ¿ 2m − 1) integral B_{n,m}(λ, μ) absol¸tno shoditsØ i imeet mesto ravenstvo B_{n,m}(λ, μ) = B_{n,m}(μ, λ). Dokazatel~stvo. Vvedem oboznaqeniØ

I^λ_0 = ∫ M_0 r^λ(x)μ(dx), I^λ_∞ = ∫ M_∞ r^λ(x)μ(dx),

M_0 = {x ∈ M_{n,m}|^′xx < e_m}, M_∞ = {x ∈ M_{n,m}|^′xx > e_m}, V_0 = {a ∈ V_m|a < e_m}, V_∞ = {a ∈ V_m|a > e_m}, T_0 = {t ∈ T^+_m |^′tt < e_m}. Ustanovim svØz~ meßdu I^λ_0 i I^λ_∞. Pust~ x ∈ M_{n,m}, a ∈ V_m, ω ∈ U_{n,m} = {x ∈ M_{n,m}|^′xx = e_m}. Togda [10, 3] x = ωa^{1/2}, μ(dx) = 2^m dω μ(da) i, takim obrazom, I^λ_∞ = c ∫ V_∞ a^λμ(da) = c ∫ V_0

(a^{−1})^λμ(da)

= c ∫ V_0 a^{−λ}_∗ μ(da) = c ∫ V_0 (a^∗)^{−λ∗} μ(da^∗)

= c ∫ V_0 a^{−λ∗} μ(da) = I^{−λ∗}_0 . Pust~ teper~ x = ωt, ω ∈ U_{n,m}, t ∈ T^+_m , togda [3] μ(dx) = m∏ i=1 t^{i−m−1} ii dωdt

POTENCIALY RISSA 213 i I^λ_0 = c ∫ T_0 m∏ i=1 t^{λi+i−m−1} ii dt. V rezul~tate, integral I^λ_0 absol¸tno shoditsØ v oblasti {λ ∈ C^m| Re λ_i > m − i}, a integral I^λ_∞ – v oblasti {λ ∈ C^m| Re λ_i < 1 − i}. Takim obrazom, integral (2.1) absol¸tno shoditsØ v oblasti, kotoraØ opredelØetsØ trebovaniem shodimosti integralov I^λ_0 , I^μ_0 i I^{λ+μ−n̄} ∞ , to est~ v oblasti {(λ, μ) ∈ C^m ×C^m | Re λ_i > m − i, Re μ_i > m − i, Re(λ_i + μ_i) < n−i+1} . Oqevidno, qto ffta oblast~ nepusta, esli dlØ vseh i = 1, ..., m vypolnØetsØ neravenstvo (m − i) + (m − i) < n − i + 1 ⇔ i > −n + 2m − 1. Takim obrazom, integral B_{n,m}(λ, μ) absol¸tno shoditsØ v ukazannoæ oblasti, esli n ¿ 2m − 1. Pri fftom v ukazannoæ oblasti vypolnenie ravenstva B_{n,m}(λ, μ) = B_{n,m}(μ, λ) oqevidno. Dokazatel~stvo zaverxeno.

Teorema pozvolØet vvesti sledu¸wee opredelenie.

Opredelenie. Beta-funkcieæ na Mn,m, n ¿ 2m − 1, nazyvaetsØ

funkciØ, kotoraØ poluqaetsØ analitiqeskim prodolßeniem integrala (2.1) iz oblasti ego shodimosti.

3. Dzeta integral na Mn,m. Pust~ S(Mn,m) – prostranstvo

Xvarca beskoneqno differenciruemyh funkciæ s bystro ubyva¸wimi proizvodnymi na M_{n,m}. DlØ φ(x) ∈ S(M_{n,m}) poloßim Z_{|x|}(φ, α − n) = ∫ M_{n,m} |x|^{α−n} φ(x) dx, |x| = (det^′xx)^{1/2}, α ∈ C. (3.1)

214 S. P. H�KALO

�tot integral nazyvaetsØ dzeta integralom, associirovannym so stepennoæ funkcieæ |x|, a sootvetstvu¸waØ emu funkciØ α → Z_{|x|}(φ, α − n) nazyvaetsØ dzeta-funkcieæ Iguzy na C [4].

V monografii [1] dlØ proizvol~nyh n i m 6 n bylo ustanovleno funkcional~noe sootnoxenie Z_{|x|}(φ, α − n) Γ_m(α/2) = π^{−nm/2} 2^{m(α−n)} Z_{|x|}(Fφ, −α) Γ_m((n − α)/2) , α ∈ C, levaØ i pravaØ qasti kotorogo na C ponima¸tsØ v smysle analitiqeskogo prodolßeniØ. Zdes~ Fφ(y) = ∫ M_{n,m} e^{−i tr ′yx} φ(x)dx (3.2) – preobrazovanie Fur~e funkcii φ.

Soglasno [3, 6], dzeta integralom, associirovannym so sloßnoæ stepennoæ funkcieæ r^λ(x), λ ∈ C^m, nazyvaetsØ integral Z_r (φ, λ − n̄) = ∫ M_{n,m} r^λ(x)φ(x) μ(dx), n̄ = (n, ..., n) ∈ N^m.

Pri λ = (α, ..., α) ≃ C i Re α > m − 1 imeet mesto ravenstvo Z_r (φ, λ − n̄) = Z_{|x|}(φ, α − n) (sm. formuly (3.1) i (1.1)).

Predloßenie 3.1 ([6]). V oblasti {λ ∈ C^m| Re λ_i > m − i, i = 1, ..., m} dzeta integral absol¸tno shoditsØ i moßet byt~ prodolßen na C^m kak meromorfnaØ funkciØ s pol¸sami v teh toqkah λ, dlØ kotoryh λ_i = m − i − 2k, k ∈ Z_+, hotØ by pri odnom i = 1, ..., m.

V rezul~tate normirovannaØ dzeta-funkciØ Iguzy λ → Z^{norm}_r (φ, λ − n̄) ≡ Z_r (φ, λ − n̄) Γ_{Vm} (λ) ØvlØetsØ celoæ po parametru λ ∈ C^m.

POTENCIALY RISSA 215

Ime¸t mesto sledu¸wie prosteæxie svoæstva dzeta-funkcii [6]: Z^{norm} r (φ, −n̄) = Z^{norm}_{r∗} (φ, −n̄) = π^{nm/2}φ(0) Γ_m (_n 2 ) ;

Z^{norm} r (φ, −n̄) = Z^{norm} r_∗ (Fφ, 0) (4π)^{nm/2} . Teorema 3.1 ([6]). V oblasti {λ ∈ C^m| m − i < Re λ_i < n − i + 1, i = 1, ..., m} imeet mesto ravenstvo PlanxerelØ π^{nm/2} Γ_{Vm} (λ) ∫ M_{n,m} r^{λ−n̄}(x)φ(x)dx = 2^{|λ|−nm} Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) ∫ M_{n,m} r^{−λ}_∗ (x)Fφ(x)dx dvuh absol¸tno shodØwihsØ integralov i, takim obrazom, na vsem C^m dzeta-funkciØ Iguzy udovletvorØet funkcional~nomu ravenstvu Z^{norm} r (φ, λ − n̄) = 2^{|λ|} (4π)^{nm/2} Z^{norm} r_∗ (Fφ, −λ), (3.3) levaØ i pravaØ qasti kotorogo vne ukazannoæ oblasti ponima¸tsØ na C^m v smysle analitiqeskogo prodolßeniØ.

Sledstvie 3.1. V oblasti {λ ∈ C^m| λ_i ≠ −n + m − i − 2k, i = 1, ..., m, k ∈ Z_+} preobrazovanie Fur~e F(r^λ) obobwennoæ funkcii r^λ, otveqa¸weæ r^λ(x), imeet vid

F(r^λ) = Γ_{n,m}(λ + n̄) r^{−λ−n̄}_∗ . (3.4)

4. Potencialy Rissa. Prosteæxie svoæstva. Iz funkcio-

nal~nogo svoæstva (3.3) dlØ dzeta integrala imeem Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) 2^{|λ|}π^{nm/2}Γ_{Vm} (λ) Z_r (φ, λ − n̄) = 1 (2π)^{nm} Z_r (Fφ, −λ), φ ∈ S(M_{n,m}), gde Fφ – preobrazovanie Fur~e funkcii φ (3.2).

Oboznaqim φ_x(y) = φ(x − y) i v sootvetstvii s [3] vvedem sledu¸wee opredelenie.

216 S. P. H�KALO

Opredelenie 4.1. Potencialom Rissa, associirovannym so slo-

ßnoæ stepennoæ funkcieæ na M_{n,m}, nazovem funkci¸ ( I^λ_r φ ) (x) =

Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) 2^{|λ|}π^{nm/2}Γ_{Vm} (λ) Z_r (φ_x, λ − n̄) ≡ 1 Γ_{n,m}(λ) Z_r (φ_x, λ − n̄), (4.1) gde λ ∈ C^m, φ ∈ S(M_{n,m}).

Iz opredeleniØ 4.1 i predloßeniØ 3.1 sleduet, qto v oblasti {λ ∈ C^m| Re λ_i > m − i, λ_i ≠ n − i − 1 + 2k, k ∈ N} potencial Rissa moßet byt~ zapisan v vide absol¸tno shodØwegosØ integrala ( I^λ_r φ ) (x) = 1 Γ_{n,m}(λ) ∫ M_{n,m} r^λ(y) φ(x − y) μ(dy). V silu predloßeniØ 3.1 potencial Rissa ( I^λ_r φ ) (x) est~ meromorfnaØ po argumentu λ ∈ C^m funkciØ s pol¸sami v teh ße toqkah i togo ße porØdka, qto i u funkcii Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄).

Rassmotrim polugruppu lineænyh differencial~nyh operatorov na M_{n,m}, poroßdennu¸ operatorami Kffli–Laplasa [11]

Δ_i = det

′∂_1∂_1 · · ·^′∂_1∂_i . . ... . . ′∂_i∂_1 · · ·^′∂_i∂_i , i = 1, ..., m. Zdes~ ∂_i – vektor-stolbec qastnyh proizvodnyh takoæ, qto ′∂_i = ( ∂ ∂x_{1i} , ..., ∂ ∂x_{ni} ) . Pust~ Δ^p = r^p_∗(∂_x), ∂_x = ( ∂ ∂x_{ij} ) , gde p = m∑ i=1 p_iq_i, p_i ∈ Z_+, q_i = (2, ..., 2_i, 0, ..., 0) (simvol 2_i oznaqaet, qto cifra 2 stoit na i-oæ pozicii).

Togda, s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ, ukazannaØ polugruppa sostoit iz operatorov vida [11] Δ^p = Δ^{p1}_1 ...Δ^{pm}_m .

POTENCIALY RISSA 217

Utverßdenie 4.1. DlØ potencialov Rissa^(I^λ_r φ^) (x) ime¸t me-

sto sledu¸wie ravenstva: ( Δ^pI^λ_r φ ) (x) = ( I^λ_r Δ^pφ ) (x) = (−1)^{|p|/2} ( I^{λ−p}_r φ ) (x), (4.2) ( I^0_r φ ) (x) = φ(x). (4.3)

Dokazatel~stvo. Pust~ obyqnoæ funkcii^(I^λ_r φ^) (x) sootvetstvu-

et obobwennaØ funkciØ

I^λ_r φ = r^{λ−n̄} Γ_{n,m}(λ) ∗ φ, gde ∗ – operaciØ svertki. Togda po formule (3.4) imeem F ( I^λ_r φ ) = r^{−λ}_∗ Fφ. (4.4) V rezul~tate F ( I^0_r φ ) = F (φ) . Dalee, poskol~ku funkcii φ i F (φ) iz prostranstva Xvarca, iz rezul~tatov stat~i [12] poluqaetsØ, qto poslednee ravenstvo verno i v smysle obyqnyh funkciæ. Takim obrazom, ravenstvo (4.3) dokazano.

Analogiqno, v smysle obobwennyh funkciæ

Δ^pI^λ_r φ = Δ^p ( Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) 2^{|λ|}π^{nm/2} r^{λ−n̄} Γ_{Vm} (λ) ∗ φ )

= Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) 2^{|λ|}π^{nm/2} r^{λ−n̄} Γ_{Vm} (λ)

∗ (Δ^pφ) = I^λ_r (Δ^pφ).

Dalee, iz ravenstva (3.4) imeet mesto formula Kffli Δ^pdifferencirovaniØ [11]

Δ^p r^λ = (−4)^{|p|/2}

Γ_{Vm} (λ + n̄) Γ_{Vm} (−λ^∗ + p^∗) Γ_{Vm} (λ + n̄ − p) Γ_{Vm} (−λ^∗) r^{λ−p} i Δ^pI^λ_r φ = Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) 2^{|λ|}π^{nm/2} (−4)^{|p|/2} Γ_{Vm} (λ) Γ_{Vm} (−λ^∗ + p^∗ + n̄) Γ_{Vm} (λ − p) Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) r^{λ−p−n̄} Γ_{Vm} (λ) ∗ φ = (−1)^{|p|/2} Γ_{Vm} (−λ^∗ + p^∗ + n̄) 2^{|λ−p|}π^{nm/2} r^{λ−p−n̄} Γ_{Vm} (λ − p) ∗ φ = (−1)^{|p|/2}I^{λ−p}_r φ.

218 S. P. H�KALO

Togda Δ^pI^λ_r φ = I^λ_r (Δ^pφ) = (−1)^{|p|/2}I^{λ−p}_r φ

v smysle obobwennyh funkciæ. OstaetsØ otmetit~, qto v oblasti regulØrnosti funkcionala I^{λ−p}_r φ funkcional I^λ_r φ takße regulØren i ravenstvo (4.2) spravedlivo v obyqnom smysle. Dokazatel~stvo zaverxeno.

5. Polugruppovoe svoæstvo potencialov Rissa. V fftom punk-

te dokazyvaetsØ sledu¸wiæ fakt.

Teorema 5.1. Pri n ¿ 2m − 1 v oblasti {(λ, μ) ∈ C^m ×C^m| Re λ_i > m − i, Re μ_i > m−i, Re(λ_i +μ_i) < n+1−i} imeet mesto polugruppovoe svoæstvo dlØ potencialov Rissa (4.1) ( I^λ_r (I^μ_r φ) ) (x) = ( I^{λ+μ}_r φ ) (x). (5.1)

Dokazatel~stvo provoditsØ po sheme iz [9] (str. 55). Napo-

mnim, qto

Γ_{n,m}(λ) = 2^{|λ|}π^{nm/2} Γ_{Vm} (λ) Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄) ,

Γ_{Vm} (λ) = π^{m(m−1)4} m∏ i=1 Γ ( λ_i + i − m 2 ) , λ^∗ = (λ_m, ..., λ_1). Togda ( I^λ_r (I^μ_r φ) ) (x) = 1 Γ_{n,m}(λ) ∫ M_{n,m} r^λ(z) (I^μ_r φ) (x − z) μ(dz)

= 1 Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) ∫ M_{n,m} r^λ(z) μ(dz) ∫ M_{n,m} r^μ(y)φ(x − y − z) μ(dy)

= 1 Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) ∫ M_{n,m} r^{λ−n̄}(z) dz ∫ M_{n,m} r^{μ−n̄}(x − y − z)φ(y) dy. Pereædem v poslednem ravenstve (poka formal~no) k drugomu povtornomu integralu. Togda ( I^λ_r (I^μ_r φ) ) (x)

POTENCIALY RISSA 219 = 1 Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) ∫ M_{n,m} φ(y) dy ∫ M_{n,m} r^{λ−n̄}(z) r^{μ−n̄}(x − y − z) dz. Oboznaqim J^{λ,μ}_{n,m}(x) = ∫ M_{n,m} r^{λ−n̄}(y) r^{μ−n̄}(x − y) dy i poloßim x − y = zt, gde matrica t ∈ T^+_m ØvlØetsØ matriceæ razloßeniØ x = ωt, ω ∈ U_{n,m}. V rezul~tate dy = (det t)^n dz = (det^′xx)^{n/2} dz = r^{n̄}(x) dz i J^{λ,μ}_{n,m}(x) = ∫ M_{n,m} r^{λ−n̄}(x − zt) r^{μ−n̄}(zt) r^{n̄}(x) dz. Poskol~ku iz formul (1.1) sleduet sootnoxenie r^μ(zt) = r^μ(z) r^μ(x), imeem J^{λ,μ}_{n,m}(x) = r^{λ+μ−n̄}(x) ∫ M_{n,m} r^{λ−n̄}(xt^{−1} − z) r^{μ−n̄}(z) dz. Dalee, iz levoæ O(n)-invariantnosti sloßnoæ stepennoæ funkcii r^λ(x) dlØ ρ ∈ O(n) poluqaem J^{λ,μ}_{n,m}(x) = r^{λ+μ−n̄}(x) ∫ M_{n,m} r^{λ−n̄}(ρxt^{−1} − ρz) r^{μ−n̄}(ρz) d(ρz)

= r^{λ+μ−n̄}(x) ∫ M_{n,m} r^{λ−n̄}(ρωtt^{−1} − ρz) r^{μ−n̄}(ρz) d(ρz)

= r^{λ+μ−n̄}(x) ∫ M_{n,m} r^{λ−n̄}(ρω − z) r^{μ−n̄}(z) d(z). OstaetsØ podobrat~ ρ ∈ O(n) po ω ∈ U_{n,m} tak, qtoby ρω = ( e_m 0 ) = e^∗ ∈ U_{n,m} ⊂ M_{n,m}.

220 S. P. H�KALO

Takim obrazom, iz formuly (2.1) i teoremy 2.1 v oblasti {(λ, μ) ∈ C^m ×C^m | Re λ_i > m−i, Re μ_i > m−i, Re(λ_i +μ_i) < n+1−i} (kotoraØ nepusta pri n ¿ 2m − 1) integral J^{λ,μ}_{n,m}(x) absol¸tno shoditsØ i imeet mesto formula J^{λ,μ}_{n,m}(x) = r^{λ+μ−n̄}(x) B_{n,m}(λ, μ). V rezul~tate ( I^λ_r (I^μ_r φ) ) (x) = B_{n,m}(λ, μ) Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) ∫ M_{n,m} r^{λ+μ−n̄}(x − y)φ(y) dy i ( I^λ_r (I^μ_r φ) ) (x) = Γ_{n,m}(λ + μ) Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) B_{n,m}(λ, μ) ( I^{λ+μ}_r φ ) (x). Otmetim teper~, qto absol¸tnaØ shodimost~ beta integrala i absol¸tnaØ shodimost~ integrala ( I^{λ+μ}_r φ ) (x) v oblasti {(λ, μ) ∈ C^m ×C^m | Re λ_i > m−i, Re μ_i > m−i, Re(λ_i +μ_i) < n+1−i} vlekut po teoreme Fubini absol¸tnu¸ shodimost~ ishodnogo povtornogo integrala.

OstaetsØ dokazat~, qto konstanta c_{n,m}(λ, μ) = Γ_{n,m}(λ + μ) Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) B_{n,m}(λ, μ) toßdestvenna ravna 1.

DlØ fftogo v prostranstve Xvarca S(M_{n,m}) vvedem podprostranstvo funkciæ S_0(M_{n,m}) SemØnistogo–Samko [3, 13] takih, qto dlØ funkcii φ_0 ∈ S_0(M_{n,m}) ee preobrazovanie Fur~e Fφ_0 vmeste so vsemi svoimi proizvodnymi obrawaetsØ v nul~ na matricah x ∈ M_{n,m}, rang kotoryh menee m.

Pust~ I^μ_r φ_0, φ_0 ∈ S_0(M_{n,m}), – obobwennaØ funkciØ, otveqa¸- waØ v oblasti {μ ∈ C^m | Re μ_i > m − i, i = 1, ..., m} obyqnoæ funkcii (I^μ_r φ_0) (x). Togda v silu (3.4)

F (I^μ_r φ_0) = r^{−μ}_∗ F(φ_0). (5.2)

POTENCIALY RISSA 221

Po predloßeni¸ 3.1 v oblasti {μ ∈ C^m | Re μ_i < n + 1 − i, i = 1, ..., m} funkcional r^{−μ}_∗ F(φ_0) regulØren. Togda iz rezul~tatov monografii [12] poluqaetsØ, qto v oblasti {μ ∈ C^m| Re μ_i > m − i} ∩ {μ ∈ C^m| Re μ_i < n + 1 − i} (kotoraØ vsegda nepusta) ravenstvo (5.2) imeet mesto v obyqnom smysle. A tak kak r^{−μ}∗ (x)F(φ_0)(x) ∈ S(M_{n,m}), to iz (5.2) funkciØ (I^μ_r φ_0) (y) leßit v S(M_{n,m}).

Togda v oblasti {(λ, μ) ∈ C^m × C^m| Re λ_i > m − i, m − i < Re μ_i < n + 1 − i} v smysle obobwennyh funkciæ imeet mesto ravenstvo F ( I^λ_r (I^μ_r φ_0) ) = r^{−λ}_∗ F (I^μ_r φ_0) = r^{−λ}_∗ r^{−μ}_∗ F(φ_0) = r^{−(λ+μ)}_∗ F(φ_0).

Takim obrazom, v oblasti {(λ, μ) ∈ C^m ×C^m|m−i < Re λ_i < n+1−i, m−i < Re μ_i < n+1−i} imeet mesto ravenstvo funkciæ iz prostranstva S_0(M_{n,m}) F ( I^λ_r (I^μ_r φ_0) ) (y) = r^{−(λ+μ)} ∗ (y) F(φ_0)(y). (5.3) OstaetsØ zametit~, qto dlØ obobwennoæ funkcii, otveqa¸weæ obyqnoæ funkcii ( I^{λ+μ}_r φ_0 ) (x) v oblasti {(λ, μ) ∈ C^m × C^m| Re(λ_i + μ_i) > m − i}, imeet mesto ravenstvo F ( I^{λ+μ}_r φ_0 ) = r^{−(λ+μ)} ∗ F(φ_0). Sledovatel~no, v oblasti {(λ, μ) ∈ C^m × C^m|m − i < Re(λ_i + μ_i) < n + 1 − i} imeet mesto ravenstvo osnovnyh funkciæ F ( I^{λ+μ}_r φ_0 ) (y) = r^{−(λ+μ)} ∗ (y) F(φ_0)(y). (5.4) Nakonec, iz ravenstv (5.3) i (5.4) v oblasti {(λ, μ) ∈ C^m ×C^m| Re λ_i > m−i, Re μ_i > m−i, Re(λ_i +μ_i) < n+1−i}

222 S. P. H�KALO

poluqaem F ( I^λ_r (I^μ_r φ_0) ) (y) = F ( I^{λ+μ}_r φ_0 ) (y) i na podprostranstve funkciæ SemØnistogo–Samko ( I^λ_r (I^μ_r φ_0) ) (x) = ( I^{λ+μ}_r φ_0 ) (x). Takim obrazom, c_{n,m}(λ, μ) ≡ 1. Dokazatel~stvo teoremy 5.1 zaverxeno.

Sledstvie 5.1. Beta-funkciØ (2.1) na Mn,m svØzana s gamma-

funkcieæ Γ_{n,m}(λ) formuloæ B_{n,m}(λ, μ) = Γ_{n,m}(λ)Γ_{n,m}(μ) Γ_{n,m}(λ + μ) . V sluqae, kogda λ_1 = ... = λ_m i μ_1 = ... = μ_m, ffto ravenstvo bylo dokazano v [5].

6. Integral~noe uravnenie so sloßnym stepennym Ødrom na M_{n,m}. Pust~ ψ(x) ∈ S(M_{n,m}), n > 2m. Opredelenie 6.1. Integral~nym uravneniem so sloßnym ste-

pennym Ødrom na M_{n,m}, n > 2m, nazyvaetsØ uravnenie vida ∫ M_{n,m} r^λ(y)φ(x − y)μ(dy) = ψ(x), (6.1)

{λ ∈ C^m| Re λ_i > m − i, λ_i ≠ n − i − 1 + k, k ∈ N, i = 1, ..., m}. (6.2)

˚sno, qto v oblasti (6.2) uravnenie (6.1) moßet byt~ zapisano v vide ( I^λ_r φ ) (x) = 1 Γ_{n,m}(λ) ψ(x), (6.3)

gde po neobhodimosti (v silu formuly (4.4)) (Fφ)(x) = r^λ_∗ (x)(Fψ)(x). Teorema 6.1. Pri n > 2m v oblasti {λ ∈ C^m|m − i < Re λ_i < m − i + 2, i = 1, ..., m} (6.4)

POTENCIALY RISSA 223 rexenie uraveniØ (6.1) imeet vid φ(x) = C_{n,m}(λ, p) ∫ M_{n,m} r^{p−λ}(y) (Δ^pψ) (x − y)μ(dy), (6.5)

C_{n,m}(λ, p) = (−1)^{m(m+1)/2} 2^{m(m+1)/2} π^{nm}

Γ_{Vm} (−λ^∗ + n̄)Γ_{Vm} (λ^∗ − p^∗ + n̄) Γ_{Vm} (λ)Γ_{Vm} (p − λ) , p = m∑ i=1 q_i, q_i = (2, ..., 2_i, 0, ..., 0) ∈ N^m, i analitiqeski prodolßaetsØ na vs¸ oblast~ (6.2) v vide potenciala Rissa

φ(x) = (−1)^{m(m+1)2} 1 Γ_{n,m}(λ) ( I^{p−λ}_r (Δ^pψ) ) (x). (6.6)

Dokazatel~stvo. Tak kak pk = 1, k = 1, ..., m, to

Re(p)_i = 2 m∑ k=i p_k = 2(m − i + 1).

Togda v oblasti {λ ∈ C^m | Re(p − λ)_i > m − i, i = 1, ..., m} , to est~ v oblasti {λ ∈ C^m | Re λ_i < m − i + 2, i = 1, ..., m}, ravenstvo (6.6) moßet byt~ zapisano v vide (6.5). Pri fftom v silu neravenstva n > 2m imeem Re(p)_i = 2m − 2i + 2 < n − i + 1 + (1 − i) 6 n − i + 1, i = 1, ..., m. Takim obrazom, pri n > 2m v oblasti (6.4) vypolneny neravenstva Re λ_i > m − i, Re(p − λ)_i > m − i, Re(p)_i < n − i + 1, i = 1, ..., m. Dalee, podstavim (6.6) v (6.3) i primenim v oblasti (6.4) polugruppovoe svoæstvo potencialov Rissa (5.1), togda I = ( I^λ_r ( (−1)^{m(m+1)2} 1 Γ_{n,m}(λ) ( I^{p−λ}_r (Δ^pψ) ) )) (x) = (−1)^{m(m+1)2} 1 Γ_{n,m}(λ) (I^p_r (Δ^pψ)) (x).

224 S. P. H�KALO

Teper~ po formule (4.2) poluqaem I = 1 Γ_{n,m}(λ) ψ(x). FunkciØ, opredelennaØ ravenstvom (6.5), udovletvorØet uravneni¸ (6.3), a sledovatel~no, i uravneni¸ (6.1). Teorema dokaza- na. Literatura

1. J. Faraut and A. Koranyi, Analysis on symmetric cones. — Clarendon Press, Ox-

ford (1994).

2. S. P. Hffkalo, Potencialy Rissa v prostranstve prØmougol~nyh matric i izog¸ægensova deformaciØ operatora Kffli–Laplasa. — DAN 376, No. 2 (2001), 168–170.

3. E. Ournycheva and B. Rubin, An analogue of the Fuglede formula in integral geometry on matrix space. — Preprint, Math. FA/0401127, 1 (2004), 1–20.

4. B. Rubin, Zeta integrals and integral geometry in the spase of rectangular matrices.

— Preprint, The Hebrew Univ. of Jerusalem, Feb. (2004), 1–48.

5. S. P. Hffkalo, Differencial~nyæ operator Kffli–Laplasa na prostranstve prØmougol~nyh matric. — IzvestiØ AN, ser. mat., 69, No. 1 (2005), 195–224.

6. S. P. Hffkalo, Dzeta-funkciØ Iguzy, associirovannaØ so sloßnoæ stepennoæ funkcieæ na prostranstve prØmougol~nyh matric. — Preprint POMI, 10 (2004).

7. E. Ournycheva and B. Rubin, The Composite Cosine Transform on the Stiefel Manifold and Generalized Zeta Integrals. — Preprint, The Hebrew Univ. of Jerusalem, Feb. (2005), 1–21.

8. S. G. Gindikin, Analiz v odnorodnyh oblastØh. — UMN, 19, 4(118) (1964), 3–92.

9. S. Helgason, Preobrazovanie Radona. — Mir, M. (1983). 10. C. Herz, Bessel function of matrix argument. — Ann. of Math. 61, 3 (1955), 474–

523.

11. S. P. Hffkalo, Sil~no odnorodnye differencial~nye operatory na prostranstve prØmougol~nyh matric. — Preprint POMI RAN, 11 (2004), 1–13.

12. I. M Gel~fand i G. E. Xilov, Prostranstva osnovnyh i obobwennyh funkciæ. Vyp. 2. — Fizmatgiz, M. (1958).

13. G. S. Samko, Hypersingular integrals and their applications. — Analytical Methods

and Special Functions, 5. Taylor and Francis, Ltd., London (2002).

Khekalo S. P. Riesz potentials associated with the composite power function on the space of rectangular matrices.

On the space of real rectangular matrices, Riesz potentials depending on a multidimensional complex parameter are studied. These potentials

POTENCIALY RISSA 225 are in relationship with the composite power function of a matrix argument. For the potentials indicated, analogs of classical equalities are established. In particular, the semigroup property for the Riesz potentials with multidimensional complex parameter is proved under less restrictive limitations on the parameters of a rectangular matrix than the corresponding semigroup property for the Riesz potentials of one complex parameter.

Postupilo 15 sentØbrØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: khekalo@pdmi.ras.ru