Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 327, 2005 g.

XamoØn F. A.

O CIKLIQESKIH �LEMENTAH OPERATORA SDVIGA V VESOVYH ANIZOTROPNYH PROSTRANSTVAH ANALITIQESKIH V POLIKRUGE FUNKCI` 1. Pust~ D^n = {z = (z1, z2, . . . , zn), |zj| < 1, j = 1, . . . , n} – edi-

niqnyæ polikrug v n-mernom kompleksnom prostranstve C^n, T^n – ego ostov, X – nekotoroe topologiqeskoe prostranstvo golomorfnyh v D^n funkciæ, v kotorom mnoßestvo vseh mnogoqlenov ot z_1, z_2, . . . , z_n vs¸du plotno, pri fftom operatory

S(f)(z) = z_1 . . . z_nf(z_1, z_2, . . . , z_n), Φ_z(f) = f(z),

z = (z_1, z_2, . . . , z_n) ∈ D^n

ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi v X.

Opredelenie. FunkciØ f ∈ X nazyvaetsØ cikliqeskim fflemen-

tom operatora S, esli suwestvuet posledovatel~nost~ mnogoqlenov {P_k}^{+∞}_{k=1} takaØ, qto lim k→+∞ P_k(z)f(z) = 1, z ∈ D^n, priqem shodimost~ imeet mesto v topologiqeskom prostranstve X. ˚sno, qto cikliqnost~ funkcii f ravnosil~na polnote sistemy {S^k(f)}_{k∈Z}n_+ v prostranstve X.

Problematika cikliqnosti tesneæxim obrazom svØzana s zadaqami polnoty algebraiqeskih mnogoqlenov v vesovyh prostranstvah analitiqeskih funkciæ (sm. [1–5]) i imeet suwestvennye priloßeniØ v teorii operatorov i garmoniqeskom analize v celom (sm. [7, 8]).

Voprosy cikliqnosti issledovalis~, v osnovnom, v prostranstvah analitiqeskih funkciæ odnoæ peremennoæ (sm. [3–9]). V sluqae funkciæ neskol~kih peremennyh ffti zadaqi vpervye issledovalis~ v rabotah avtora (sm. [10, 11]). V ukazannyh rabotah ustanovleno, qto v nekotoryh aspektah imeetsØ suwestvennoe razliqie meßdu odnomernym i mnogomernym sluqaØmi. V 226

O CIKLIQESKIH �LEMENTAH OPERATORA 227 rabote [11] naædeno neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie na vesovye funkcii, pri kotoryh kaßdaØ ograniqennaØ analitiqeskaØ funkciØ, ne ime¸waØ korneæ v D^n, ØvlØetsØ cikliqnoæ v sootvetstvu¸wem vesovom prostranstve. Odnako ukazannoe opisanie poluqeno lix~ v terminah sootvetstvu¸wih “nißnih” i “verhnih” funkciæ Karlemana–Ostrovskogo. Estestvenno voznikaet vopros o takoæ ße harakterizacii v terminah samih vesovyh funkciæ.

Pri nekotoryh obwih ograniqeniØh na regulØrnost~ rosta vesov ustanavliva¸tsØ neobhodimoe i dostatoqnoe usloviØ neposredstvenno v terminah vesovyh funkciæ, pri kotoryh kaßdaØ golomorfnaØ funkciØ ukazannogo vyxe klassa cikliqna v sootvetstvu¸wem vesovom L^p-prostranstve. DlØ bolee podrobnogo izloßeniØ osnovnyh rezul~tatov raboty vvedem oboznaqeniØ.

Pust~ H(D^n) – mnoßestvo vseh golomorfnyh v D^n funkciæ, H^∞(D^n) = H^∞ – mnoßestvo vseh ograniqennyh analitiqeskih v D^n funkciæ, φ_j (r_j) – poloßitel~nye, monotonno rastuwie funkcii na R_+, φ(r) = (φ_1(r_1), φ_2(r_2), . . . , φ_n(r_n)) – n-mernaØ vektorfunkciØ, r = (r_1, r_2, . . . , r_n) ∈ R^n_+, priqem lim x→+∞ φ_j (x) ln x = +∞, j = 1, . . . , n. (1) Takie vektor-funkcii φ my nazovem vesovymi. Simvolom A^p(φ), 0 < p < +∞, oboznaqim sledu¸wee prostranstvo golomorfnyh v D^n funkciæ:

A^p(φ) = { f ∈ H(D^n) : ||f||_Ap_{(φ)} =

= ( ∫

Dn |f(z)| exp ( − φ ( 1 1 − |z| )) dm_{2n}(z) ) 1_p < +∞ } ,

gde exp ( − φ ( 1 1 − |z| )) = n∏ j=1 exp ( − φ_j ( 1 1 − |z_j| )) , z = (z_1, z_2, . . . , z_n) ∈ D^n,

dm_{2n} – 2n-mernaØ mera Lebega na D^n, φ – proizvol~naØ vesovaØ vektor-funkciØ.

Osnovnym rezul~tatom raboty ØvlØetsØ sledu¸wee utverßdenie.

228 XAMO˚N F. A.

Teorema. Pust~ φ = (φ1, φ2, . . . , φn) – vesovaØ vektor-funkciØ,

priqem φ_j – nepreryvno-differenciruemye funkcii, xφ_j (x) (j = 1, . . . , n) monotonno rastut na R_+. Togda sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny.

1. KaßdaØ funkciØ f ∈ H^∞(D^n), f(z) ≠ 0, z ∈ D^n, cikliqna v prostranstve A^p(φ), 1 6 p < +∞.

2._{+∞} ∫ 1 ( φ_j(x) x^3

) 1_2 dx = +∞, j = 1, . . . , n. (2)

Esli pri nekotorom j_0, 1 6 j_0 6 n, posledniæ integral shoditsØ, to moßno postroit~ funkci¸ f ∈ H^∞(D^n) taku¸, qto f(z) ≠ 0, z ∈ D^n, i f ne ØvlØetsØ cikliqnoæ ni v odnom prostranstve A^p(φ), 1 6 p < +∞.

Dokazatel~stvo teoremy my privedem tol~ko pri n = 2, poskol~ku pri n > 2 poØvlØ¸tsØ lix~ tehniqeskie usloßneniØ, a osnovnaØ ideØ takaØ ße, kak i pri n = 2.

2. DlØ dokazatel~stva teoremy snaqala ustanovim neskol~ko

vspomogatel~nyh utverßdeniæ. Pust~ f ∈ A^p(φ). Oboznaqim qerez E(f) zamykanie mnoßestva ℑf v prostranstve A^p(φ), gde ℑ – mnoßestvo vseh algebraiqeskih mnogoqlenov ot z_1 i z_2. Sledu- ¸wie dve lemmy ustanovleny v rabote avtora [11].

Lemma 1. Pust~ φ – vesovaØ vektor-funkciØ, 1 6 p < +∞, f ∈

H^∞(D^2),

D_j f(z_1, z_2) = D_{zj} (f)(z_1, z_2)^{def}= ∂ ∂z_j (z_j f(z_1, z_2)) (j = 1, 2)

z = (z_1, z_2) ∈ D^2.

Togda pri proizvol~nyh k = (k_1, k_2) ∈ Z^2_+ funkcii

D^kf = D^{k1}_1 D^{k2}_2 (f) i ∂^{k1+k2} ∂z^{k1}_1 ∂z^{k2}_2 f(z_1, z_2)

prinadleßat mnoßestvu E(f).

O CIKLIQESKIH �LEMENTAH OPERATORA 229

Lemma 2. Pust~ φ = (φ1, φ2) – vesovaØ vektor-funkciØ, i pust~

Φ ∈ (A^p(φ))^∗, 1 6 p < +∞. Togda esli f ∈ A^p(φ) i

f(z_1, z_2) = +∞∑ k1=0 +∞∑ k2=0

a_{k1,k2} z^{k1}_1 z^{k2}_2 , z = (z_1, z_2) ∈ D^2, (3)

to spravedlivo predstavlenie

Φ(f) = lim_{ρ→1−0} +∞∑ k1=0 +∞∑ k2=0

a_{k1,k2} Φ(δ_{k1,k2})ρ^{k1+k2} , (4) gde δ_{k1,k2} (z_1, z_2) = z^{k1}_1 · z^{k2}_2 , z = (z_1, z_2) ∈ D^2, k = (k_1, k_2) ∈ Z^2_+. (5)

Lemma 3. Pust~ φ = (φ1, φ2) – vesovaØ vektor-funkciØ, pust~

Φ ∈ (A^p(φ))^∗, i

m^{(j)}_k = sup { r^k exp ( − 1 p φ_j ( 1 1 − r ))} , j = 1, 2. (6)

Togda spravedliva ocenka |Φ(δ_{k1,k2} )| 6 ||Φ||m^{(1)}_{k1} · m^{(2)}_{k2} . (7)

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ |Φ(δ_{k1,k2} )| 6 ||Φ|| · ||δ_{k1,k2} ||_Ap_{(φ)}. (8) Ocenim normu ||δ_{k1,k2} ||_Ap_{(φ)}. Imeem ||δ_{k1,k2} ||_Ap_{(φ)} = ( ∫

D2 exp ( − φ ( 1 1 − |z| )) |δ_{k1,k2} (z_1, z_2)|^pdm_4(z)

) 1_p =

= ( 4 π^2 1∫ 0 r^{k1p+1} 1 exp ( − φ_1 ( 1 1 − r_1 )) dr_1 ) 1_p ×

× (_1∫ 0 r^{k2p+1} 2 exp ( − φ_2 ( 1 1 − r_2 )) dr_2 ) 1_p

6 m^{(1)}_{k1} · m^{(2)}_{k2} .

Ots¸da, uqityvaØ ocenku (8), poluqaem utverßdenie lemmy.

230 XAMO˚N F. A.

Lemma 4. Pust~ f ∈ H^∞(D^2) i f – razloßenie vida (3). Togda +∞∑ k1=0,k2=0 |a_{k1,k2} | (k_1 + 1)(k_2 + 1) 6 π^2||f||_∞. (9) Dokazatel~stvo neposredstvenno sleduet iz neravenstva Hardi dlØ sluqaØ bikruga (sm. [12]): +∞∑ k1=0,k2=0 |a_{k1,k2} | (k_1 + 1)(k_2 + 1) 6 π^2 ∫ T 2 |f(ζ)|dm_2(ζ) 6 π^2||f||_∞. Qto i trebovalos~ dokazat~.

Sledu¸waØ lemma vytekaet iz rezul~tatov rabot [4] i [11].

Lemma 5. Pust~ φ = (φ1, φ2) – vektor-funkciØ, udovletvorØ¸waØ

usloviØm teoremy, m^{(j)}_{kj} , j = 1, 2, opredelØ¸tsØ po formulam (6),

M^{(j)}_k = sup_s ¿1^{{m} (j) s s^k}, T_j (r) = sup_k ¿1 r^k M^{(j)}_k

, j = 1, 2, r ∈ R_+. (10)

Togda integraly +∞∫ 1 log T_j(r) r^{3/2} dr i +∞∫ 1 ( φ_j (x) x^3

) 1_2 dx, j = 1, 2, ØvlØ¸tsØ ravnorashodØwimisØ.

3. Dokazatel~stvo teoremy. Snaqala otmetim, qto implika-

ciØ 1) ⇒ 2) sleduet iz lemmy 5 i iz rezul~tatov raboty [11]. Pofftomu pristupim k dokazatel~stvu implikacii 2) ⇒ 1). Pust~ Φ ∈ (A^p(φ))^∗ – takoæ funkcional, qto Φ(g) = 0 pri g ∈ E(f). Napomnim, qto E(f) – zamykanie mnoßestva ℑf v prostranstve A^p(φ), f ∈ H^∞(D^2), f(z) ≠ 0, z ∈ D^2. Pust~ dalee

f(z_1, z_2) = +∞∑ k1=0,k2=0 a_{k1,k2}z^{k1}_1 z^{k2}_2 , z = (z_1, z_2) ∈ D^2. (11)

Togda iz lemm 1 i 2 sleduet ravenstvo Φ(D^{n1}_1 , D^{n2}_2 f)

= lim_{ρ→1−0} +∞∑ k1=0,k2=0 a_{k1,k2}ρ^{k1+k2} (k_1 + 1)^{m1} (k_2 + 1)^{m2} Φ(δ_{k1,k2} ) = 0

O CIKLIQESKIH �LEMENTAH OPERATORA 231 pri vseh m = (m_1, m_2) ∈ Z^2_+. UqityvaØ rezul~taty raboty [11], imeem +∞∑ k1=0,k2=0 a_{k1,k2} (k_1 + 1)^{m1} (k_2 + 1)^{m2} Φ(δ_{k1,k2} ) = 0, (12)

pri fftom, kak ustanovleno v [11], posledniæ rØd absol¸tno shoditsØ pri vseh m = (m_1, m_2) ∈ Z^2_+. Teper~ zafiksiruem m_2 = n_2 i vvedem v rassmotrenie funkci¸

F_1(z) = +∞∑ k1=0 +∞∑ k2=0

a_{k1,k2} (k_2 + 1)^{n2} k_1 + 1 + z^2

Φ(δ_{k1,k2} ). (13)

Netrudno zametit~, qto funkciØ F_1 golomorfna v oblasti C \ {iZ}, priqem toqki im, m ∈ Z, ØvlØ¸tsØ pol¸sami pervogo porØdka dlØ funkcii F_1(z). UqityvaØ prostoe ravenstvo 1 k_1 + 1 + z^2 = n1∑ p=0 (−1)^p(k_1 + 1)^p z^{2(p+1)} + (−1)^{n1+1}(k_1 + 1)^{n1+1} z^{2(n1+2)}(k_1 + 1 + z^2)

, n_1 ∈ Z^1_+,

(14) iz (13) i (14) poluqaem:

F_1(z) = +∞∑ k1=0 +∞∑ k2=0 (_{n1} ∑ p=0 (−1)^p(k_1 + 1)^p z^{2(p+1)} ) a_{k1,k2} (k_2 + 1)^{n2} Φ(δ_{k1,k2} )

+ (−1)^{n1+1} z^{2(n1+2)} +∞∑ k1=0 +∞∑ k2=0

a_{k1,k2} (k_1 + 1)^{n1+1}(k_2 + 1)^{n2}

k_1 + 1 + z^2

Φ(δ_{k1,k2} ). (15)

Teper~, ispol~zuØ ravenstvo (12), netrudno ubedit~sØ, qto

F_1(z) =

(−1)^{n1+1} z^{2(n1+1)} +∞∑ k1=0 +∞∑ k2=0

(k_1 + 1)^{n1+1}(k_2 + 1)^{n2} a_{k1,k2} Φ(δ_{k1,k2} ) k_1 + 1 + z^2 . (16) Pristupim k ocenke funkcii F_1(z) v poluploskosti Π_1 = {z : Re z ¿ 1}. Imeem

|F_1(z)| 6 sup_{k1} ¿0 { (k_1 + 1)^{n1+2}(k_2 + 1)^{n2+1}|Φ(δ_{k1,k2} )| } |z|^{2(n1+2)}

232 XAMO˚N F. A. × +∞∑ k1=0 +∞∑ k2=0 |a_{k1,k2} | (k_1 + 1)(k_2 + 1) 6^{π2||f||∞||Φ||} |z|^{2(n1+2)} sup_{k1} ¿0 { (k_1 + 1)^{n1+2}(k_2 + 1)^{n2+1}m^{(1)}_{k1} · m^{(2)}_{k2} } . (17) V poslednem neravenstve my vospol~zovalis~ lemmami 3 i 4. Takim obrazom, |F_1(z)| 6 (eπ)^2||f||_∞||Φ||_∞M^{(2)}_{n2+1} M^{(1)}_{n1+2} |z|^{2(n1+2)} 6 C(f, Φ, n2)^{M (1)n1+2}_{|z|2(n1+2)} , z ∈ Π1. (18)

UqityvaØ teoremu edinstvennosti Karlemana (sm. [13]), iz posledneæ ocenki i iz lemmy 5 poluqaem: F_1(z) = 0 pri z ∈ Π_1 i, sledovatel~no, pri vseh z ∈ C \ {iZ}. Takim obrazom, +∞∑ k1=0 +∞∑ k2=0

(k_2 + 1)^{n2} a_{k1,k2} Φ(δ_{k1,k2} )

k_1 + 1 + z^2 = 0, z ∈ C \ {iZ}. (19) ZapisyvaØ poslednee ravenstvo v vide +∞∑ k1=0 b_{k1} k_1 + 1 + z^2 = 0, z ∈ C \ {iZ},

gde b_{k1} = +∞∑ k2=0

(k_2 + 1)^{n2}a_{k1,k2} Φ(δ_{k1,k2} ),

ots¸da legko vyvesti, qto b_{k1} = 0, k_1 = 0, 1, 2, . . .. Sledovatel~no, +∞∑ k2=0

(k_2 + 1)^{n2}a_{k1,k2} Φ(δ_{k1,k2} ) = 0 pri vseh n_2 = 0, 1, 2, . . . .

Toqno takim ße obrazom, kak vyxe, issleduØ funkci¸

F_2(z) = +∞∑ k2=0

a_{k1,k2} Φ(δ_{k1,k2} ) k_2 + 1 + z^2

, z ∈ Π_1,

O CIKLIQESKIH �LEMENTAH OPERATORA 233 ubedimsØ, qto F_2(z) = 0 pri vseh z ∈ C \ {iZ} i potomu a_{k1,k2} Φ(δ_{k1,k2} ) = 0 pri vseh k = (k_1, k_2) ∈ Z^2_+. Poloßiv k_1 = k_2 = 0, prihodim k ravenstvu a_{0,0}Φ(δ_{0,0}) = f(0)Φ(1) = 0. Tak kak po uslovi¸ teoremy f(0) ≠ 0, to Φ(1) = 0. Po teoreme Hana– Banaha f ØvlØetsØ cikliqeskim fflementom v prostranstve A^p(φ),

1 6 p < +∞. Teorema dokazana.

Zameqanie 1. Otmetim, qto pri n = 1 i pri bolee ßestkih ogra-

niqeniØh na φ_1 analogiqnoe utverßdenie ustanovleno v rabotah [4, 9].

Zameqanie 2. Netrudno ubedit~sØ, qto dokazatel~stvo teoremy

prohodit ne tol~ko dlØ funkcii iz klassa H^∞(D^2), no i dlØ proizvol~noæ funkcii f ∈ H(D^2), dopuska¸weæ ocenku

|f(z_1, z_2)| 6 C_f exp ( αφ_1 ( 1 1 − |z_1| ) + βφ_2 ( 1 1 − |z_2| )) , (z_1, z_2) ∈ D^2, 0 6 α < 1, 0 6 β < 1,

C_f – nekotoraØ konstanta, zavisØwaØ tol~ko ot f. V qastnosti, teorema sohranØet silu, esli f iz klassa Hardi H^p(D^2) ili iz vesovyh prostranstv Bergmana B^p(α), 0 < p < +∞.

Literatura

1. M. V. Keldyx, Sur l’aproximation en moyenne par polynômes, des fonctions

d’une variable complexe. — Mat.sb. 16 (18) (1945), 1–20.

2. S. N. MergelØn, Vesovye priblißeniØ mnogoqlenami. — Uspehi mat. nauk 9, No. 5 (1956), 107–152.

3. H. S. Shapiro, Weakly invertible elements in cartain function spaces and generaters

in l1. — Mich. Math. Journal 11, No. 2 (1964), 161–169.

4. N. K. Nikol~skiæ, Izbrannye zadaqi vesovoæ approksimacii i spektral~- nogo analiza. — Trudy MIAN SSSR 120, 270.

5. F. A. XamoØn, Opisanie zamknutyh idealov i nekotorye voprosy faktorizacii v algebrah rastuwih funkciæ v kruge. — Izv. AN Arm.SSR, SeriØ Matem. 5 (1970), 419–433.

6. F. A. XamoØn, O slaboæ obratimosti v vesovyh prostranstvah analitiqeskih funkciæ. — Izv. RAN, SeriØ Matem. 60, No. 5 (1996), 190–212.

7. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga. Nauka, M. (1980). 8. N. K. Nikolski, Operators, Functions and Systems v. 1. — Amer. Math. Soc.

(2002).

9. A. Beurling, A critical topology in harmonic analysis on semigroups. — Acta Math.

112, No. 3–4 (1964), 215–228.

234 XAMO˚N F. A.

10. F. A. XamoØn, O slaboæ obratimosti v vesovyh anizotropnyh prostranstvah golomorfnyh v polikruge funkciæ. — Uspehi mat. nauk 5, No. 2 (2000), 152–154.

11. F. A. XamoØn, Slabo obratimye fflementy v vesovyh anizotropnyh prostranstvah golomorfnyh v polikruge funkciæ. — Matem. sb. 193, No. 6 (2002), 141–160.

12. U. Rudin, TeoriØ funkciæ v polikruge. Mir, M. (1974). 13. S. Mandel~broæt, Primyka¸wie rØdy. RegulØrizaciØ posledovatel~nosteæ. PrimeneniØ. Izd. inostr. lit., M. (1955).

Shamoyan F. A. On the cyclic elements of the shift operator in a weighted anisotropic space of holomorphic function in the polydisc.

Let φ(r) = (φ_1(r_1), . . . , φ_n(r_n)) be a vector-valued function on R^n_+. A necessary and sufficiently condition is obtained for every f ∈ H^∞(D^n), f(z) ≠ 0, z ∈ D^n to be cyclic in the corresponding L^p(φ) weighted space, where D^n is unit polydisc in C^n.

Postupilo 22 sentØbrØ 2005 g. BrØnskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: root@shamoyan.bitmcnit.bryansk.su