Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 328, 2005 g.

A. G. Berlinkov

RAZMERNOSTI SLUQA`NYH REKURSIVNYH MNOȷESTV

Pust~ n ∈ ▲ ∪ {∞}, n > 2, Δ = {1, 2, . . ., n}, esli n ∈ ▲, i Δ = ▲,

esli n = ∞, Δ^∗ =^∞ ⋃ j=0 Δ^j ØvlØetsØ mnoßestvom vseh koneqnyh po-

sledovatel~nosteæ fflementov Δ, a ΔNmnoßestvom vseh ih beskoneqnyh posledovatel~nosteæ. Rezul~tat sostavleniØ iz dvuh posledovatel~nosteæ σ i τ iz Δ^∗ odnoæ putœm vypisyvaniØ ih v sootvetstvu¸wem porØdke oboznaqaetsØ σ ∗ τ . Dlina koneqnoæ posledovatel~nosti σ oboznaqaetsØ |σ|. Esli k ∈ ▲ i σ ØvlØetsØ posledovatel~nost~¸ dliny ne men~xe k, to posledovatel~nost~, sostavlennaØ iz pervyh k fflementov σ oboznaqaetsØ σ|_k.

SluqaænaØ rekursivnaØ konstrukciØ byla vpervye opredelena v stat~e [7]. Predpoloßim, qto J ØvlØetsØ kompaktnym podmnoßestvom ⋛^d, takim qto J = Cl (Int (J)), bez poteri obwnosti ego diametr moßno predpolagat~ ravnym 1. SluqaænaØ rekursivnaØ konstrukciØ sostoit iz veroØtnostnogo prostranstva (Ω, Σ, P ) i semeæstva sluqaænyh kompaktnyh podmnoßestv ⋛^d, {J_σ(w)|w ∈ Ω, σ ∈ Δ^∗}, takih qto

(i) J_∅ = J poqti navernoe,

(ii) OtobraßeniØ w → J_σ(w) izmerimy otnositel~no Σ,

(iii) Mnoßestva J_σ , esli oni ne ØvlØ¸tsØ pustymi, geometriqeski podobny J, (iv) J_{σ∗i} ØvlØetsØ sobstvennym podmnoßestvom J_σ dlØ vseh σ ∈ Δ^∗ i i ∈ Δ pri uslovii, qto J_σ ≠ ∅,

(v) KonstrukciØ udovletvorØet uslovi¸ sluqaænogo otkrytogo mnoßestva: esli ω i τ ØvlØ¸tsØ dvumØ posledovatel~nostØmi odinakovoæ dliny, to Int (J_ω) ∩ Int (J_τ ) = ∅, i, nakonec, (vi) Esli my opredelim dlØ koneqnoæ posledovatel~nosti σ ∈ Δ^∗, diam (J_{σ∗i}) = diam (J_σ )T_{σ∗i}, to sluqaænye vektora τ_σ = (T_{σ∗1}, . . . , T_{σ∗n}) ØvlØ¸tsØ nezavisimymi i ime¸t to ße raspredelenie, qto i (T_1, . . . , T_n) pri uslovii, qto J_σ ≠ ∅. 20

RAZMERNOSTI SLUQA`NYH REKURSIVNYH MNOȷESTV 21 Ob¨ektom issledovaniØ ØvlØetsØ sluqaænoe rekursivnoe mno-

ßestvo (fraktal) K(w) =^∞ ⋂ k=1 ⋃ σ∈Δ^k J_σ (w). Dannoe vyxe oprede-

lenie ne uqityvaet raspoloßenie mnoßestv J_{σ∗i} v J_σ. Pust~ l_σ = diam(J_σ ), S^β_k = ∑ |σ|=k l^β_σ . Primem standartnoe oboznaqenie

razmernosteæ Hausdorfa, nißneæ i verhneæ razmernosti Minkovskogo, upakovoqnoæ razmernosti mnoßestva A qerez dim_H A, dim_B A, dim_B A i dim_P A sootvetstvenno, opredeleniØ kotoryh moßno naæti v knige [4]. Tam ße moßno naæti opredeleniØ i svoæstva upakovoqnyh mer i mer Hausdorfa v razmernosti α, oboznaqaemye P^α i H^α, sootvetstvenno.

Sledu¸wee predloßenie obobwaet teoremu 1 iz stat~i [1]. Vvidu togo, qto dokazatel~stvo poqti celikom sohranØetsØ, ono ne privoditsØ.

Predloßenie 1. Predpoloßim, qto sluqaænaØ rekursivnaØ kon-

strukciØ J s parametrom n < ∞ udovletvorØet lix~ svoæstvam

ii, iii, iv, i dlØ nekotorogo β > 0

(1) dlØ poqti vseh w ∈ Ω lim_{k→∞} sup_{|σ|=k} l_σ = 0, i

(2) lim_{k→∞}^{log E[Sβk ]}_k < 0.

Togda dim_B K(w) 6 β p.n.

Dannoe predloßenie pozvolØet naæti razmernost~ Minkovskogo i upakovoqnu¸ razmernost~ sluqaænyh rekursivnyh konstrukciæ s koneqnoæ pamØt~¸, rassmotrennyh DrØhlovym i Tempel~manom v [2]. V ih konstrukcii n < ∞, no ona opredelØetsØ drugimi svoæstvami:

(1) J_σ ØvlØ¸tsØ podmnoßestvami polnogo metriqeskogo prostranstva △ i dlØ poqti vseh w ∈ Ω i σ ∈ Δ^∗, J_σ(w) ≠ ∅, (2) lim_{k→∞} max_{|σ|=k} diam (J_σ) = 0,

(3) esli η ≺ σ, to J_σ ⊂ J_η, (4) diam(J_σ (w)) ≤ l_σ(w) dlØ nekotorogo semeæstva poloßitel~- nyh sluqaænyh veliqin {l_σ |σ ∈ Δ^∗}, udovletvorØ¸wih sledu¸wim usloviØm dlØ p.v. w ∈ Ω:

(a) dannoe semeæstvo monotonno, t.e. l_{σ∗p}(ω) < l_σ (ω) dlØ vseh σ ∈ Δ^∗ i vseh p ∈ Δ,

22 A. G. BERLINKOV

(b) dlØ vseh π ∈ ΔN lim_{k→∞} l_{π|k} (w) = 0, i

(c) dlØ vseh π ∈ ΔN lim_{k→∞}^{log lπjk+1 (w)}_{log lπjk (w)} = 1,

(5) sluqaænye vektora (T_{σ∗1}, . . . , T_{σ∗n}), σ ∈ Δ^∗, nezavisimy, gde T_{σ∗i} = l_{σ∗i}/l_σ, (6) suwestvuet celoe m > 1, takoe qto dlØ vseh σ ∈ Δ^∗ i l¸bogo η ∈ Δ^{m−1} sluqaænye vektora (T_{σ∗η∗1}, . . . , T_{σ∗η∗n}) i (T_{η∗1}, . . . , T_{η∗n}) odinakovo raspredeleny, (7) esli ni σ < η, ni η < σ, to dlØ p.v. w ∈ Ω J_η(w) ∩ J_σ(w) ∩ K(w) = ∅, (8) suwestvuet b = b(ω) > 0, takoe qto indeks Morana konstrukcii J, sootvetstvu¸wiæ b, γ_w(b) < ∞.

Indeks Morana imeet sledu¸wee opredelenie. Rassmotrim posledovatel~nost~ π ∈ ΔNi poloßitel~nye qisla r i b. Esli bl_{π|m} > r, natural~noe qislo k(r, π, b) > m opredelØetsØ sle- du¸wim obrazom: bl_{π|k(r,π,b)+1} < r 6 bl_{π|k(r,π,b)} ; esli bl_{π|m} < r, my polagaem k(r, π, b) = m. γ_w(b) opredelØetsØ kak minimal~noe qislo, oblada¸wee sledu¸wim svoæstvom: dlØ l¸bogo x ∈ △, l¸bogo π ∈ ΔNi k > m suwestvuet ne bolee γ_w(b) poparno nepereseka¸wihsØ mnoßestv J_η(t)_{|k(blπjk ,η}(t)_{,b)}, t ∈ ▲, takih qto B(x, bl_{π|k} ) ∩ Cl (J_η(t)_{|k(blπjk) ,η}(t)_{,b)}) ≠ ∅; esli takoe qislo γ_w(b) ne suwestvuet, my polagaem γ_w(b) = ∞.

Teorema 2. V konstrukcii DrØhlova i Tempel~mana s koneqnoæ

pamØt~¸ dim_P K(w) = dim_BK(w) = dim_BK(w) = dim_H K(w) p.n.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim β > dim H K p.n. Soglasno dokaza-

tel~stvu teorem 3.1 i lemme 3.3 v [2], E[S^β_k ] 6 cγ^k dlØ k > m i nekotoryh konstant c > 0, 0 < γ < 1. Dokazatel~stvo zakanqivaetsØ primeneniem predloßeniØ 1. �

V stat~e [1] byl dokazan zakon nulØ ili edinicy dlØ sluqaænyh samopodobnyh mnoßestv, t.e. sluqaænyh rekursivnyh mnoßestv, v processe postroeniØ kotoryh raspoloßenie mnoßestv J_{σ∗i} v J_σ uqityvaetsØ. Zafiksiruem toqku a ∈ ⋛^d s dist (a, J) > 1. Zdes~ qislo 1 moßno zamenit~ l¸bym drugim poloßitel~nym qislom. DlØ vseh τ ∈ Δ^∗, oboznaqim S^τ_σ : ⋛^d → ⋛^d sluqaænoe otobraßenie podobiØ, takoe qto S^τ_σ (J_τ ) = J_{τ∗σ} . Esli J_τ = ∅ ili J_{τ∗σ} = ∅, to my polagaem S^τ_σ (⋛^d) = a. Daße esli n moßet byt~

RAZMERNOSTI SLUQA`NYH REKURSIVNYH MNOȷESTV 23 beskoneqnym, to sluqaænoe samopodobnoe mnoßestvo poluqaetsØ, kogda vektora (S^σ_1 , S^σ_2 , . . .) nezavisimy i odinakovo raspredeleny pri uslovii, qto J_σ ≠ ∅.

Gipoteza. Esli vektora (S^σ_1 , S^σ_2 , . . . ) nezavisimy pri uslovii,

qto J_σ ≠ ∅, to dlØ l¸bogo β > 0 P (P^β(K(w)) = 0|K(w) ≠ ∅) = 0 ili 1.

Zameqanie 3. Pri uslovii, qto dlØ l¸bogo i ∈ ▲ P (Ti > 0) =

1, dokazatel~stvo gipotezy estestvennym obrazom vytekaet iz zakona 0 ili 1 Kolmogorova.

Dalee rassmatriva¸tsØ sluqaænye raspredeleniØ na [0,1], poroßdennye soglasno sheme, predloßennoæ v stat~e [6], i dokazyvaetsØ, qto upakovoqnaØ razmernost~ sluqaænoæ veroØtnostnoæ mery, poroßdennoæ soglasno takoæ sheme, sovpadaet s ee razmernost~¸ Hausdorfa poqti navernoe. UpakovoqnaØ razmernost~ i razmernost~ Hausdorfa veroØtnostnoæ mery π na [0, 1] opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom:

dim_H (π) = inf{dim_H A|A ⊂ [0, 1], π(A) = 1},

dim_P (π) = inf{dim_P A|A ⊂ [0, 1], π(A) = 1}.

Pust~ P([0, 1]) oboznaqaet mnoßestvo vseh veroØtnostnyh mer na [0, 1]. Pust~ τ ØvlØetsØ otobraßeniem (ili Ødrom perehoda) iz mnoßestva racional~nyh qisel, v privedennoæ forme kotoryh v znamenatele stoit stepen~ 2, D v P([0, 1]). Moldin i Montisino v stat~e [6], v oboznaqeniØh i terminah kotoroæ dalee vedetsØ izloßenie, opredelili masxtabiru¸wee otobraßenie θ : [0, 1]^D → P([0, 1]) sledu¸wim obrazom. Pust~ D_n ØvlØetsØ mnoßestvom racional~nyh qisel, znamenatel~ privedennoæ formy kotoryh ØvlØetsØ n-oæ stepen~¸ 2. DlØ t = (t(1/2), t(1/4), t(3/4), . . .) ∈ [0, 1]^D, opredelim funkci¸ θ(t) na D po indukcii, polagaØ θ(t)(0) = 0, θ(t)(1) = 1, i dalee, esli θ(t)| nS i=1 D_i uße opredeleno, dlØ 0 6 j 6 2^n − 1 poloßim θ(t) ( 2j + 1 2^{n+1} ) = θ(t) ( j 2^n ) + ( θ(t) ( j + 1 2^n ) − θ(t) ( j 2^n )) t ( 2j + 1 2^{n+1} ) . VeroØtnostnaØ mera na prostranstve funkciæ raspredeleniØ, oboznaqaemaØ R_τ , induciruetsØ otobraßeniem θ i meroæ P_τ = ∏ d∈D τ (d).

24 A. G. BERLINKOV

Oboznaqim funkci¸ raspredeleniØ veroØtnostnoæ mery π na [0,1] qerez h_π . ˚dro perehoda τ : D → P([0, 1]) nazyvaetsØ centrirovannym, esli dlØ vseh ε > 0 suwestvuet δ ∈ (0, 1/2), takoe qto τ (d)(δ, 1 − δ) > 1 − ε dlØ vseh d ∈ D. Pust~ {0, 1}^∗ oboznaqaet mnoßestvo vseh koneqnyh posledovatel~nosteæ nuleæ i edinic, vkl¸qaØ pustu¸ posledovatel~nost~. Opredelim otobraßenie β : {0, 1}^∗ → D, polagaØ β(∅) = 1/2, a dlØ vseh ostal~nyh (b_1, . . ., b_n) ∈ {0, 1}^∗, β((b_1, . . . , b_n)) = 1/2 −^n ∑ i=1 (−1)^{bi} /2^{i+1}. DlØ Ødra perehoda τ : D → P([0, 1]) poloßim τ^∗ = τ β : {0, 1}^∗ → P([0, 1]). DlØ x ∈ [0, 1) i n > 0 opredelim α_n(x) = i/2^n 6 x < (i + 1)/2^n. I esli 0, b_1b_2 . . . b_n ØvlØetsØ dvoiqnym razloßeniem i/2^n, poloßim b_0(i/2^n) = ∅ i dlØ 1 6 k 6 n poloßim b_k(i/2^n) = (b_1, . . . , b_k). DlØ Ødra perehoda τ i b ∈ {0, 1}^∗, poloßim γ_b = ∫ [0,1]

y log(y) + (1 −

y) log(1 − y)dτ^∗(b)(y), i dlØ n > 1, poloßim

σ^2_n = sup b∈{0,1}� { ∫ y(log(y) − γ_b)^2 + (1 − y)(log(1 − y) − γ_b)^2dτ^∗(b)(y) } . Lemma 4. Predpoloßim, qto π ∈ P([0, 1]) nepreryvno i lim_{n→∞} 1 n ( log ( h_π(α_n(x) + 1/2^n) − h_π(α_n(x)) )) = γ_x dlØ h_π -poqti vseh x ∈ [0, 1]. Esli γ_1 = inf{γ_x|x ∈ [0, 1]}, to dim_P (π) 6 −γ_1/ log 2.

Dokazatel~stvo. Poloßim η = −γ1/ log 2+ε, i predpoloßim, qto

x takaØ toqka iz [0,1], gde vypolneno uslovie lemmmy. Poskol~ku lim_{n→∞} 1 n ( log ( h_π (α_n(x) + 1/2^n) − h_π (α_n(x)) )) = γ_x > γ_1, to lim_{n→∞} ( h_π (α_n(x) + 1/2^n) − h_π (α_n(x)) )_{1/n}

> e^{γ1} ,

i suwestvuet N , takoe qto dlØ vseh n > N ( h_π (α_n(x) + 1/2^n) − h_π(α_n(x)) )_{1/n}

> e^{γ1 −ε log 2/2},

iz qego sleduet, qto dlØ vseh n > N (h_π(α_n(x) + 1/2^n) − h_π(α_n(x))2^{−nγ1/ log 2}2^{nε/2} > 1.

RAZMERNOSTI SLUQA`NYH REKURSIVNYH MNOȷESTV 25 Zametim, qto dlØ vseh x ∈ [0, 1] i 0 < r < 1, esli 2^{−k+1} > r > 2^{−k}, to x + r > α_k(x) + 1/2^k i x − r 6 α_k(x). Pofftomu dlØ h_π -poqti vseh x ∈ [0, 1]

lim_{r→0} π(B(x, r)) r^η = lim_{r→0} h_π(x + r) − h_π (x − r) r^η >

> lim_{n→∞}^{hπ(αn(x) + 1/2n) − hπ (αn(x))}

2^{−nη} = = lim_{n→∞}(h_π (α_n(x) + 1/2^n) − h_π (α_n(x)))2^{−nγ1/ log 2}2^{nε} = ∞.

Takim obrazom po teoreme plotnosti my zakl¸qaem, qto suwestvuet A ⊂ [0, 1], π(A) = 1, takoe qto P^η (A) = 0, t.e. dim_P A 6 η, t.e. dim_P (π) 6 η, iz qego sleduet zakl¸qenie lemmy. � Sohranim za γ_1 oboznaqenie, vvedennoe v predyduweæ lemme, i oboznaqim γ_2 = sup{γ_x | [0, 1]}. Togda iz lemmy 5.1 i teoremy 5.2 v [6] i predyduweæ lemmy vytekaet sledu¸waØ teorema.

Teorema 5. Pust~ τ : D → P([0, 1]) ØvlØetsØ centrirovannym

Ødrom perehoda. Predpoloßim, qto (i) ∫ [0,1]

|y log y + (1 − y) log(1 − y)|dτ (d)(y) < ∞ dlØ vseh d ∈ D,

(ii)^∞ ∑ n=1 σ^2_n/n^2 < ∞, i

(iii) γ_x = lim_{n→∞}^1_n^{n−1} ∑ j=0 γ_{bj (αn(x))} suwestvuet dlØ vseh x ∈ [0, 1].

Togda dlØ R_τ -poqti vseh π γ_2/ log 2 6 dim_H (π) 6 dim_P (π) 6 −γ_1/ log 2.

Razmernost~ Hausdorfa (takße kak i upakovoqnaØ razmernost~) sluqaænoæ funkcii raspredeleniØ, poroßdennoæ soglasno vyxeopisannoæ sheme, ostaetsØ neizvestnoæ.

Literatura

1. A. Berlinkov and R. D. Mauldin, Packing measure and dimension of random frac-

tals. — J. Theoret. Probab. 15, No. 3 (2002) 695–713.

2. A. V. Dryakhlov and A. A. Tempelman, On Hausdorff dimension of random frac-

tals. — New York J. Math. 7 (2001), 99-115.

3. S. Graf, R. D. Mauldin, and S. C. Williams, The exact Hausdorff dimension in

random recursive constructions. — Mem. Amer. Math. Soc. 381, (1988).

4. S. Graf, R. D. Mauldin, and S. C. Williams, Random homeomorphisms. — Adv.

Math. 60 (1986), 239–259.

26 A. G. BERLINKOV 5. P. Mattilla, Geometry of sets and measures in Euclidean spaces. — Cambridge

University Press, Cambridge (1995).

6. R. D. Mauldin and G. M. Monticino, Randomly generated distributions. — Israel

J. Math. 91 (1995), 215–237.

7. R. D. Mauldin and S. C. Williams, Random recursive constructions: asymtotic

geometric and topological properties. Trans. Amer. Math. Soc. 295, No. 1 (1986),

325–346.

Berlinkov A. G. Dimensions of random recursive sets. We prove a theorem that generalizes equality among packing, Hausdorff and upper and lower Mikowski dimensions for a general type of random recursive construction and apply it to the constructions with finite memory. Further we prove an upper bound on the packing dimension of certain random distribution funstions on [0, 1].

Postupilo 7 oktØbrØ 2005 g. S.-Peterburskiæ gosudarstvennyæ �lektrotehniqeskiæ Universitet

E-mail: artemiberlinkov@pochtamt.ru