Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 328, 2005 g.

V. V. Litvinova, ˚. ı. Nikitin

DVA SEME`STVA KRITERIEV NORMAL^NOSTI, OSNOVANNYH NA HARAKTERIZACII PO`A, I IH ASIMPTOTIQESKA˚ �FFEKTIVNOST^

1. Vvedenie

Normal~nyæ zakon zanimaet central~noe mesto v teorii vero- Øtnosteæ i matematiqeskoæ statistike, a statistiqeskie modeli, predpolaga¸wie normal~nost~ nabl¸deniæ, qasto poØvlØ- ¸tsØ v prikladnyh oblastØh. Pofftomu proverka normal~nosti ØvlØetsØ odnoæ iz naibolee vaßnyh i interesnyh zadaq proverki gipotez.

NesmotrØ na mnoßestvo harakterizaciæ normal~nogo zakona, sm., naprimer, [11] i [16], suwestvuet oqen~ nemnogo rabot, posvØwennyh kriteriØm normal~nosti, osnovannym na harakterizaciØh. Primerami takih rabot ØvlØ¸tsØ [20, 7] i [8]. V qastnosti, v [17] byl postroen i izuqen invariantnyæ otnositel~no masxtaba kriteriæ normal~nosti, osnovannyæ na klassiqeskoæ harakterizacii Poæa [18]. Sama ße ideØ postroeniØ kriteriev soglasiØ, osnovannyh na harakterizaciØh, vpervye byla vyskazana ı. V. Linnikom v [3] i [4].

V dannoæ rabote my stroim dva novyh semeæstva kriteriev normal~nosti, osnovannyh na sledu¸weæ harakterizacii normal~nogo zakona, obobwa¸weæ harakterizaci¸ Poæa, sm. [1, 15].

Teorema 1. Pust~ X1, X2, . . . , Xm, m ≥ 2, centrirovannye neza-

visimye odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny s funkcieæ raspredeleniØ (f.r.) F , i pust~ postoØnnye a_1, . . . , a_m takovy, qto 0 < a_i < 1 i ∑_m i=1 a^2_i = 1. Togda dve statistiki X_1 i ∑_m i=1 a_iX_i odinakovo raspredeleny togda i tol~ko togda, kogda F ∈ N (0, σ^2) s nekotoroæ dispersieæ σ^2 > 0.

Teorema Poæa ØvlØetsØ qastnym sluqaem fftogo utverßdeniØ pri m = 2 i a_1 = a_2 = 1/ √ 2. Podderßano grantom RFFI 04-01-00716 i grantom UR-04.01.306. 147

148 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN

Pust~ X_1, . . . , X_n – vyborka ob¨ema n s f.r. G. Ispol~zuØ harakterizaci¸ iz teoremy 1, budem proverØt~ sloßnu¸ gipotezu H_0, sostoØwu¸ v tom, qto G ∈ N (0, σ^2) s nekotoroæ neopredelennoæ dispersieæ σ^2 > 0 protiv al~ternativy H_1, sosto- Øweæ v tom, qto G /∈ N (0, σ^2). Rassmotrim ffmpiriqesku¸ f.r.

G_n(t) = n^{−1} ∑_n i=1 I{Xi < t}, t ∈ R^1, i pri m ≥ 2 tak nazyvaemu¸

V -statistiqesku¸ ffmpiriqesku¸ f.r. R_{m,n}(t) = n^{−m} n∑ i1,... ,im=1 1 m! ( ∑ σ I{aσ(i_1)Xi_1 + . . . + aσ(i_m)Xi_m < t}^),

gde vnutrennee summirovanie beretsØ po vsem perestanovkam indeksov i_1, . . . , i_m, a t ∈ R^1.

Po teoreme GlivenkoKantelli, kotoraØ spravedliva i dlØ V -statistiqeskih ffmpiriqeskih f.r. [14], f.r. G_n ravnomerno blizka k f.r. X_1, a f.r. R_{m,n} ravnomerno blizka k f.r. ∑_m i=1 a_iX_i.

Pofftomu vvidu teoremy 1 my moßem postroit~ testovye statistiki dlØ proverki H_0 protiv H_1, ispol~zuØ podhodØwiæ funkcional ot raznosti G_n − R_{m,n}.

My budem rassmatrivat~ kriterii soglasiØ s H_0, osnovannye na sledu¸wih dvuh statistikah:

B^1_{2,n} = ∞∫ −∞ [G_n(t) − R_{2,n}(t)]dG_n(t),

C^1_{m,n} = ∞∫ −∞ [G_n(t) − R_{m,n}(t)]dG_n(t), m > 2. VtoraØ statistika budet izuqat~sØ tol~ko v prosteæxem sluqae

a_j = 1/ √ m, j = 1, . . . , m. �ti integral~nye statistiki mnogo prowe kvadratiqnyh statistik. My dokazyvaem niße, qto oni asimptotiqeski ffkvivalentny V -statistikam s nevyroßdennymi Ødrami i, stalo byt~, asimptotiqeski normal~ny.

Predlagaemye nami statistiki ne ØvlØ¸tsØ sostoØtel~nymi protiv l¸byh al~ternativ, odnako my dokazyvaem ih sostoØtel~nost~ dlØ rØda rasprostranennyh al~ternativ: sdviga, skoxennyh, lemanovskih i zagrØzneniØ. Mnogie klassiqe-

DVA SEME`STVA KRITERIEV NORMAL^NOSTI 149 skie statistiki sostoØtel~ny lix~ protiv opredelennogo klassa al~ternativ; fftot nedostatok qasto iskupaetsØ ih bolee vysokoæ ffffektivnost~¸ v sravnenii s tak nazyvaemymi “omnibustestami”.

Dalee my vyqislØem lokal~nu¸ bahadurovsku¸ ffffektivnost~ novyh testov i maksimiziruem ee po otnoxeni¸ k parametram a_1, a_2 i m. Neoßidannym obrazom obnarußivaetsØ, qto dlØ pervoæ statistiki pri al~ternative sdviga sluqaæ Poæa

a_1 = a_2 =^{1√}_2 naihudxiæ i qto naibol~xaØ ffffektivnost~ dosti-

gaetsØ pri a_1 blizkom k 0 ili 1. �ffektivnost~ kriteriØ pri fftom oqen~ vysoka. DlØ vtoroæ statitiki v tipiqnyh sluqaØh ffffektivnost~ stremitsØ k 1 pri roste m, tak qto my rekomenduem brat~ dostatoqno bol~xie m.

Moßno rassmatrivat~ pitmenovsku¸ ffffektivnost~ vmesto lokal~noæ bahadurovskoæ, qislenno rezul~taty poluqa¸tsØ te ße samye, no ih dokazatel~stvo trebuet inoæ tehniki, sm. [19, gl. 7].

2. Statistika B^1_{2,n}

Rassmotrim statistiku B^1_{2,n} i oboznaqim a_1 = a, a_2 = b,

a^2 + b^2 = 1. �ta statistika obobwaet statistiku iz [17], gde

rassmatrivalsØ lix~ sluqaæ Poæa a = 1/ √ 2. ˚sno, qto pri H_0 moßno sqitat~, qto σ = 1. Poskol~ku +∞∫ −∞ G_n(x)dG_n(x) = n^{−2} n∑ j,k=1 1{X_k < X_j } = 1 2 − 1 2n , naxa statistika asimptotiqeski ffkvivalentna V -statistike stepeni 3 s ograniqennym Ødrom h^a_1(X, Y, Z): h^a_1(X, Y, Z) = 1 2 − 1 6 I^{aX + bY < Z^} −^1_6 I^{aY + bX < Z^}− − 1 6 I^{aY + bZ < X^} −^1_6 I^{aZ + bY < X^}− − 1 6 I^{aX + bZ < Y^} −^1_6 I^{aZ + bX < Y^}.

DlØ statistiqeskoæ praktiki moßno pol~zovat~sØ asimptotiqeski ffkvivalentnoæ U -statistikoæ s tem ße Ødrom [2], kotoraØ vyqislØetsØ prowe.

150 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN

Qtoby naæti predel~noe povedenie fftih statistik, sleduet vyqislit~ (sm. [2, gl. 4]), proekci¸ Ødra h^a_1(X, Y, Z), a imenno

ψ^a_1 (t) = E(h^a_1(X, Y, Z)|Z = t), (1)

i naæti dispersi¸ fftoæ proekcii Δ^2_1(a) pri H_0:

Δ^2_1(a) = E(ψ^a_1 (Z))^2. (2)

˚sno, qto

ψ^a_1 (t) = 1 2 − 1 3 P^{aX +bY < t^}−^1_3 P^{aX +bt < Y^}−^1_3 P^{at+bX < Y^}.

Poskol~ku

P^{aX + bY < t^} = Φ(t), P^{aX + bt < Y^} = 1 − Φ^{( bt}√_{1 + a2}^),

P^{at + bX < Y^} = 1 − Φ^{( at}√_{1 + b2}^),

to proekciØ imeet vid

ψ^a_1 (t) = 1 3 Φ ( bt √ 1 + a^2 ) + 1 3 Φ ( at √ 1 + b^2 ) − 1 3 Φ(t) − 1 6 . Vidno, qto dlØ nahoßdeniØ Δ^2_1(a) neobhodimo vyqislit~ dlØ l¸byh deæstvitel~nyh α i β integraly:

h_1(α) := ∞∫ −∞ Φ(αt)dΦ(t), h_2(α) := ∞∫ −∞ Φ^2(αt)dΦ(t),

h_3(α) := ∞∫ −∞ Φ(αt)Φ(t)dΦ(t), h_4(α, β) := ∞∫ −∞ Φ(αt)Φ(βt)dΦ(t). Legko pokazat~, qto dlØ l¸bogo α h_1(α) =^1_2 , a v [17] naædeno, qto h_2(α) = 1 2 − 1 π arctan 1 √ 1 + 2α^2 , h_3(α) = 1 4 + 1 2π arctan α √ 2 + α^2 . Vyqislenie h_4(α, β) osnovano na sledu¸weæ lemme.

DVA SEME`STVA KRITERIEV NORMAL^NOSTI 151

Lemma 1._{∞∫} −∞ Φ(αt)Φ(βt)dΦ(t) = 1 4 + 1 2π arctan αβ √ 1 + α^2 + β^2 . Dokazatel~stvo. Posle differencirovaniØ integrala po α, po-

luqaem ∂ ∂α h_4(α, β) = ∞∫ −∞ tφ(αt)φ(t)Φ(βt)dt = β 2π(1 + α^2) √ α^2 + β^2 + 1 . Prointegriruem poluqennoe vyraßenie po α, togda

h_4(α, β) + C = 1 2π arctan αβ √ α^2 + β^2 + 1 , gde postoØnnaØ C moßet byt~ naædena iz usloviØ h_4(0, β) =^1_4 . Pofftomu C = −^1_4 , i my okonqatel~no poluqaem

h_4(α, β) = 1 4 + 1 2π arctan αβ √ 1 + α^2 + β^2 . � KombiniruØ znaqeniØ h_i(α), i = 1, 2, 3, i h_4(α, β), my nahodim:

Δ^2_1(a) = 7 108 − 1 9π ( arctan √ 1 + a^2 1 + a^2 + 2b^2

+ arctan √ 1 + b^2 1 + b^2 + 2a^2 + + arctan √ b^2 2 + 2a^2 + 2b^2

+ arctan √ a^2 2 + a^2 + 2b^2 − − arctan √ a^2b^2 a^4 + b^4 + 2a^2 + 2b^2 + a^2b^2 + 1 ) . (3)

DlØ a ∈ (0, 1) dispersiØ Δ^2_1(a) ravnomerno otdelena ot nulØ. �to nelegko pokazat~ analitiqeski, no vidno iz grafika funkcii

a → Δ^2_1(a). Pofftomu naxe semeæstvo U - i V -statistik nevyro-

ßdeno. Iz teoremy Heffdinga [13], [2, gl. 4], poluqaem sledu¸- wee utverßdenie.

Teorema 2. Pri spravedlivosti H0 vypolneno √ nB^1_{2,n}^d−→ N ( 0, 9Δ^2_1(a) ) ,

152 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN

gde Δ^2_1(a) daetsØ formuloæ (3).

Ispol~zuØ fftu teoremu, my moßem naæti dlØ l¸bogo a ∈

(0, 1) priblißennoe kritiqeskoe znaqenie, otveqa¸wee zadanno-

mu urovn¸ znaqimosti.

Perehodim k vyqisleni¸ lokal~noæ bahadurovskoæ ffffektivnosti posledovatel~nosti statistik B^1_{2,n}. Pust~ al~ternativa iz H_1 zavisit ot parametra θ i pri θ → 0 stremitsØ k osnovnoæ gipoteze. Oboznaqim qerez c_T (θ) toqnyæ bahadurovskiæ naklon posledovatel~nosti statistik T_n, sm. [10, 6] ob osnovnyh poloßeniØh teorii Bahadura. Odnoæ iz privlekatel~nyh storon fftoæ teorii ØvlØetsØ suwestvovanie verhneæ granicy dlØ toqnogo naklona v terminah informacii Kul~baka–Leæblera, sm. [10, §7]; [6, Gl. 1]. Imenno, c_T (θ) ≤ 2K(θ), gde K(θ) – ffto “rasstoØnie” Kul~baka–Leæblera meßdu al~ternativoæ i nulevoæ gipotezoæ. Lokal~naØ bahadurovskaØ ffffektivnost~ opredelØetsØ kak

eff_T = lim_{θ→0} c_T (θ) 2K(θ) . V sootvetstvii s [10, §7] i [7, teorema 2.1], my nahodim, qto toqnyæ naklon c_1(θ) posledovatel~nosti {B^1_{2,n}} imeet vid

c_1(θ) = 2h(b_1(θ)), (4) gde b_1(θ) = E_θ h^a_1(X, Y, Z), h(t) ∼ t^2/(18Δ^2_1(a)), t → 0. (5)

Al~ternativa sdviga. Vyqislim lokal~nyæ bahadurovskiæ na-

klon i lokal~nu¸ bahadurovsku¸ ffffektivnost~ pri prostoæ al~ternative sdviga, kogda f.r. nabl¸deniæ est~

G(x; θ) = Φ( x − θ τ ), θ > 0, τ > 0, (6)

DVA SEME`STVA KRITERIEV NORMAL^NOSTI 153 a τ^2 – nekotoraØ izvestnaØ dispersiØ. Zdes~ funkciØ b_1 ravna

b_{1.1}(a; θ) = 1 2 − Pθ^{aX + bY < Z^} = = 1 2 − Pθ^{a^{X − θ}_τ + b^{Y − θ}_τ −^{Z − θ}_τ < −^{θ(a + b − 1)}_τ^} = = 1 2 − Φ ( − θ(a + b − 1) τ √ 1 + a^2 + b^2 ) ∼ θ(a + b − 1) √ 2πτ √ 1 + a^2 + b^2 . Ots¸da vidno, qto kriteriæ sostoØtelen pri 0 < a < 1 (napomnim, qto b = √ 1 − a^2). Togda poluqaem sledu¸wu¸ formulu

dlØ lokal~nogo bahadurovskogo naklona

c_{1.1}(a; θ) ∼

(a + b − 1)^2θ^2 18πΔ^2_1(a)τ^2(a^2 + b^2 + 1) , a ∈ (0, 1). Iz [17] sleduet, qto K(θ) ∼ θ^2/2τ^2, θ → 0. Pofftomu lokal~naØ bahadurovskaØ ffffektivnost~ naxego kriteriØ imeet vid

eff_{1.1}(a) = ( a − 1 + √ 1 − a^2

)_2 / v(a), gde v(a) = 7 3 π−4 arctan √ 1 + a^2 3 − a^2

−4 arctan √ 2 − a^2 2 + a^2

−4 arctan √ 1 − a^2 3 + a^2 − − 4 arctan √ a^2 4 − a^2

+ 4 arctan √ a^2(1 − a^2) a^4 − a^2 + 4 . Privedem grafik fftoæ ffffektivnosti

My vidim, qto maksimum funkcii a → eff_{1.1}(a) na intervale [0, 1] raven 1 i dostigaetsØ pri a = 0 i a = 1. Odnako v fftih toqkah kriteriæ vyroßdaetsØ i nesostoØtelen. Minimum ffffektivnosti dostigaetsØ pri a =^1√_2 i raven 0.966. Takim obrazom, kriteriæ iz [17], osnovannyæ na harakterizacii Poæa, neoßidanno okazyvaetsØ naimenee ffffektivnym v semeæstve kriteriev, zavisØwih ot a.

Pofftomu testy s naibol~xeæ ffffektivnost~¸ poluqa¸tsØ pri a blizkom k 0 ili 1. Naprimer, my moßem vzØt~ a =^{24}_{25} i b =^7_{25} . DlØ takogo a kriteriæ sostoØtelen, a ffffektivnost~ ravna 0.990, qto ØvlØetsØ oqen~ vysokim znaqeniem. Vproqem, ona ves~ma vysoka i dlØ drugih znaqeniæ a.

154 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN

Ris. 1. Lokal~naØ ffffektivnost~ B12_{,n} pri al~ternative sdviga..

SkoxennaØ al~ternativa. Vyqislim lokal~nyæ bahadurov-

skiæ naklon dlØ skoxennoæ normal~noæ plotnosti g(x; θ) = 2φ(x)Φ(θx), θ ≥ 0. Takie al~ternativy vpervye byli predloßeny v [12] i vvedeny v statistiqesku¸ praktiku posle raboty [9]. Mnogie avtory sqita¸t, qto takie asimmetriqnye modeli bolee realistiqny, qem klassiqeskie al~ternativy tipa sdviga i masxtaba.

V sootvetstvii s (5), poluqaem dlØ funkcii b:

b_{1.2}(a; θ) = 1 2 − Pθ^{aX + bY < Z^} = = ∞∫ −∞ g(y; θ)dy ∞∫ −∞ G(ax + by; θ)g(x; θ)dx − 1 2 . UderßivaØ pervye dva qlena razloßeniØ v rØd dlØ G(ax+by; θ) i g(x; θ) s ostatoqnymi qlenami i pol~zuØs~ lemmoæ 1, poluqaem posle nekotoryh vyqisleniæ

b_{1.2}(a; θ) ∼ a + b − 1 π √ 1 + a^2 + b^2 θ, θ → 0.

DVA SEME`STVA KRITERIEV NORMAL^NOSTI 155 ˚sno, qto kriteriæ sostoØtelen pri 0 < a < 1.

Lokal~nyæ bahadurovskiæ naklon dopuskaet predstavlenie:

c_{1.2}(a; θ) ∼

(a + b − 1)^2θ^2 18π^2Δ^2_1(a)(a^2 + b^2 + 1) , a ∈ (0, 1). V [17] vyqislena informaciØ Kul~baka–Leæblera dlØ skoxennogo semeæstva, a imenno K(θ) =^{θ2}_π . Ots¸da sleduet, qto formula dlØ lokal~noæ ffffektivnosti ta ße, qto i dlØ al~ternativy sdviga.

Analogiqnym obrazom moßno issledovat~ lemanovskie al~- ternativy, kogda G(x; θ) = Φ^{1+θ}(x), i al~ternativy zagrØzneniØ, kogda G(x; θ) = (1−θ)Φ(x)+θΦ^{r+1} (x), r > 0. VyraßeniØ dlØ ffffektivnosteæ zdes~ oqen~ gromozdkie [5], i my ih opustim. Zametim lix~, qto v pervom sluqae maksimum dostigaetsØ v “soprØßennyh” toqkah a = 0.291 i a = 0.957 i raven 0.899. RekomendaciØ vzØt~ a =^{24}_{25} ili a =^7_{25} po-preßnemu priemlema, togda ffffektivnost~ ravna 0.889.

Naprotiv, dlØ al~ternativy zagrØzneniØ ffffektivnost~ uße ne stol~ vysoka kak v predyduwih modelØh.

V sledu¸weæ tablice sobrany naxi vyqisleniØ ffffektivnosti.

Tablica 1. Lokal~naØ B-ffffektivnost~ statistiki B12_{,n}

Al~ternativa Parametr a

a = 7/25 a = 0.291 a = √ 2/2 sdvig 0.990 0.989 0.966 skoxennaØ 0.990 0.989 0.966 lemanovskaØ 0.889 0.899 0.779 zagrØzneniØ, r = 1 0.076 0.078 0.139 zagrØzneniØ, r = 5 0.187 0.189 0.211

3. Statistika C^1_{m,n}

Rassmotrim statistiku C^1_{m,n} v predpoloßenii a_j =^1√_m ,

j = 1, . . ., m. Statistika C^1_{m,n} asimptotiqeski ffkvivalentna V -

statistike stepeni m + 1 s Ødrom

h^{(m)}_2 (X_1, . . . , X_{m+1}) = 1 2 − 1 (m + 1) ∑ I{Xi_1 + . . . + Xi_m < Xi_{m+1}^√m},

156 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN gde summirovanie vedetsØ po vsem vozmoßnym naboram i_1, ..., i_{m+1}. Vyqislim proekci¸ fftogo Ødra:

ψ_2(m; t) = 1 2 − 1 m + 1 ( P^{{ 1}√_m X1 + . . . +^1√_m Xm < t^}+

+ mP^{{ 1}√_m t +^1√_m X2 + . . . +^1√_m Xm < X1^{})}.

Zametim, qto

P^{{ 1}√_m X1 + . . . +^1√_m Xm < t^} = Φ(t),

P^{{ 1}√_m t +^1√_m X2 + . . . +^1√_m Xm < X1^} = 1 − Φ^{( t}√_{2m − 1}^),

i, sledovatel~no, proekciØ Ødra (1) i ee dispersiØ (2) ime¸t vid ψ_2(m; t) = m m + 1 Φ ( t √ 2m − 1 ) − m − 1 2(m + 1) − 1 m + 1 Φ(t),

Δ^2(m) = 1 12π(m + 1)^2 ( 3πm^2 + π − 12m^2 arctan √ 2m − 1 2m + 1 − − 12m arctan √ 1 4m − 1 ) . (7)

Iz grafika funkcii m → Δ^2(m) vidno, qto ona strogo poloßitel~na pri vseh m > 2. Snova primenØØ teoremu Heffdinga, ustanavlivaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 3. Pri spravedlivosti H0 i pri n → ∞ spravedlivo: √ nC^1_{m,n}^d−→ N ( 0, (m + 1)^2Δ^2(m) ) , gde Δ^2(m) opredeleno formuloæ (7).

My ograniqimsØ vyqisleniem lokal~noæ ffffektivnosti dlØ al~ternativy sdviga. Drugie al~ternativy rassmotreny v [5]. Snova predpoloßim, qto pri H_1 vypolnØetsØ (6). Vsledstvie (4)–(5) imeem

b_{2.1}(m; θ) = 1 2 − Pθ^{{ 1}√_m X1 + . . . +^1√_m Xm < Xm+1^} =

DVA SEME`STVA KRITERIEV NORMAL^NOSTI 157 = 1 2 − Pθ^{{ 1}√_m^{X1 − θ}_τ + . . . +^1√_m^{Xm − θ}_τ −^{Xm+1 − θ}_τ <^{θ(1 − √m)}_τ^} = Φ ( θ(√m − 1) √ 2τ ) − 1 2 > 0 dlØ m > 1.

Sledovatel~no, bahadurovskiæ lokal~nyæ naklon est~

c_{2.1}(m; θ) ∼ ( √ m − 1)^2θ^2 4πτ^2(m + 1)^2Δ^2(m) , a lokal~naØ bahadurovskaØ ffffektivnost~ imeet vyraßenie

eff_{2.1}(m) = = 3( √ m − 1)^2 3πm^2 + π − 12m^2 arctan √_{2m−1} 2m+1 − 12m arctan

√_1 4m−1 . (8)

Izobrazim ee v vide grafika

Ris. 2. Lokal~naØ ffffektivnost~ statistiki C1_{m,n}.

My vidim, qto eff_{2.1}(m) monotonno vozrastaet i stremitsØ k 1 pri m → ∞. Pofftomu razumno brat~ m dostatoqno bol~xim. Esli vzØt~ m = 10, ffffektivnost~ okaßetsØ ravnoæ 0.988, qto ØvlØetsØ ves~ma vysokim znaqeniem.

158 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN

Avtory vyraßa¸t svo¸ priznatel~nost~ professoram A. A. Zingeru i N. Balakrixnanu za poleznye sovety i obsußdeniØ.

Literatura

1 A. M. Kagan, ı. V. Linnik, S. R. Rao, Harakterizacionnye zadaqi ma-

tematiqeskoæ statistiki. — Nauka, M. (1972).

2. V. S. Korol¸k, ı. V. Borovskih, TeoriØ U-statistik. — Naukova Dumka, Kiev (1989).

3. ı. V. Linnik, Lineænye statistiki i normal~nyæ zakon raspredeleniØ. — Dokl. AN SSSR 83, No. 3 (1952), 353–355.

4. ı. V. Linnik, Lineænye formy i statistiqeskie kriterii. I, II, — Ukr. matem. ß. 5, No. 2, 3 (1953) 207–243, 247–290.

5. V. V. Litvinova, Asimptotiqeskie svoæstva kriteriev simmetrii i

soglasiØ, osnovannyh na harakterizaciØh. Kand. diss. SPbGU (2004).

6. ˚. ı. Nikitin, AsimptotiqeskaØ ffffektivnost~ neparametriqeskih

kriteriev. — Nauka, M. (1995).

7. ˚. ı. Nikitin, E. V. Ponikarov, GrubaØ asimptotika veroØtno-

steæ bol~xih ukloneniæ qernovskogo tipa funkcionalov Mizesa i Ustatistik. — Trudy Sankt-Peterburgskogo matematiqeskogo obwe-

stva 7 (1999), 23–47.

8. I. A. Ahmad, A. R. Mugdadi, Testing normality using kernel methods. — J. of

Nonparametric Stat. 15 (2003), 273–288.

9. A. Azzalini, A class of distributions which includes the normal ones. — Scand.

J. Stat. 12 (1985), 171–178.

10. R. R. Bahadur, Some limit theorems in statistics. — SIAM, Philadelphia (1971). 11. W. Bryc, The normal distribution. Characterizations with applications. — Lect.

Notes Statistics 100, Springer-Verlag, Berlin (1995).

12. F. De Helguero, Sulla rappresentazione analitica delle statistiche abnormali. —

Atti del IV Congresso Internaz. dei Matematici, Roma (1908), 8 1909, 288–289.

13. W. Hoeffding, A class of statistics with asymptotically normal distribution. —

Ann. Math. Stat. 19 (1948), 293–325.

14. P. L. Janssen, Generalized Empirical Distribution Functions with Statistical Ap-

plications. — Limburgs Universitair Centrum, Diepenbeek (1988).

15. A. V. Kakosyan, L. B. Klebanov, J. A. Melamed, Characterization of distributions

by the method of intensively monotone operators. — Lect. Notes Mathematics, Springer-Verlag, Berlin (1984), 1088.

16. A. M. Mathai, G. Pederzoli, Characterizations of the Normal Probability Law.

— NY, Wiley (1977).

17. P. Muliere, Ya. Nikitin, Scale-invariant test of normality based on Polya’s char-

acterization. — Metron, LX No. 1–2 (2002), 21–33.

18. G. Polya, Herleitung des Gauss’schen Fehlergesetzes aus einer Funktionals-

gleichung. — Math. Zeitschrift 18 (1923), 96–108.

19. C. R. Rao, Linear Statistical Inference and its Applications. — NY, Wiley (1965).

20. O. Vasicek, A test for normality based on sample entropy. — J. Roy. Stat. Soc.

B38 (1976), 54–59.

DVA SEME`STVA KRITERIEV NORMAL^NOSTI 159 Litvinova, V. V., Nikitin, Ya. Yu. Two families of normality tests based on Polya characterization, and their efficiency.

For testing of normality we introduce two families of statistics based on extended Polya characterization of the normal law. The first family depends on parameter a ∈ (0, 1), and for any a its members are asymptotically normal and consistent for many alternatives of interest. We study the local Bahadur efficiency of these statistics as a function of a and find that for common alternatives the Polya case a = 1/ √ 2 is the worst and the maximum of efficiency is attained for a close to 0 or 1. The second family depends on natural m and the efficiency increases when m grows.

Postupilo 17 oktØbrØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: yanikit47@mail.ru