Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 328, 2005 g.

L. V. Rozovskiæ VERO˚TNOSTI MALYH UKLONENI` DL˚ ODNOGO KLASSA RASPREDELENI` SO STEPENNYM UBYVANIEM V NULE

1. Vvedenie i rezul~taty.

Pust~ nezavisimye sluqaænye veliqiny {X_i}_i¿_1 raspredeleny tak ße, kak poloßitel~naØ sluqaænaØ veliqina X s nevyroßdennym raspredeleniem V ; S_n = X_1 + . . . + X_n, n ¿ 1.

DlØ h ¿ 0 poloßim

L(h) = Ee^{−hX} , m(h) = − (log L(h))^′ , σ^2(h) = (log L(h))^{′′} . (1.1)

V [1, Theorem B] bylo dokazano, qto esli

V (x) = x^ρ l(x) (1.2)

pri nekotoroæ poloßitel~noæ postoØnnoæ ρ i funkcii l(x), medlenno menØ¸weæsØ v nule, to P ( S_n 6 x ) = 1 hσ(h) √ 2πn L^n(h)e^{h x}(1 + o(1)), n → ∞, (1.3)

ravnomerno po vsem 0 < x 6 μn, gde postoØnnaØ μ < EX 6 ∞ i h ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem uravneniØ m(h) = x n . (1.4)

Iz rezul~tatov ([2, Teorema 2C i Sledstvie 1C]; sm. takße [3]) sleduet, qto esli raspredelenie sluqaænoæ veliqiny X absol¸tno nepreryvno s plotnost~¸ p(x) i pri nekotorom celom

m ¿ 1_{sup} x p^{∗m}(x) < ∞ (1.5)

Rabota nad stat~eæ byla podderßana grantom NX No. 2258.2003.1. 182

VERO˚TNOSTI MALYH UKLONENI` 183

(zdes~ i dalee, p^{∗m}(x) =^d_{dx} P ( S_m 6 x ) , to p^{∗n}(x) = 1 σ(h) √ 2πn L^n(h)e^{hx} 1 + s−1∑ j=1 a_j (h) n^{−j} + O (n^{−s}) , n → ∞, (1.6) ravnomerno po 0 < x 6 μn, gde h = h(^x_n ) – rexenie uravneniØ (1.4), celoe s ¿ 1, a sup_{0<x} 6μ n^{|aj(h)| < ∞} . V qastnosti, P(x − y < S_n 6 x) = L^n(h)e^{h x} 1 − e^{−h y} hσ(h) √ 2πn ( 1 + O ( 1 n ) ) , n → ∞, (1.7) ravnomerno po 0 < x 6 μn i 0 < y < x (h udovletvorØet uravneni¸ (1.4), μ < EX ).

V nastoØweæ rabote budet pokazano, qto utverßdeniØ analogiqnye (1.3), (1.6) i (1.7), osta¸tsØ spravedlivymi pri uslovi- Øh bolee slabyh, qem (1.2) i (1.5). Privedem rezul~taty.

My budem predpolagat~, qto suwestvu¸t postoØnnye b ∈ (0, 1), c_1, c_2 > 1 i r_0 > 0 takie, qto pri kaßdom r 6 r_0

c_1 V (br) 6 V (r) 6 c_2 V (br). (L)

Zametim, qto iz usloviØ (L), vvedennogo v rabote [4], sleduet, qto c_1u^β ¿ V (ur)/V (r) ¿ u^α/c_2, u 6 1, r 6 r_0, (1.8)

c_3r^α 6 V (r) 6 c_4r^β, r 6 r_0, (1.9)

pri nekotoryh postoØnnyh α, β takih, qto | log c_1/| log b| 6 β 6 α 6 log c_2/| log b| (na samom dele, usloviØ (L) i (1.8) ravnosil~ny).

V dal~neæxem, δ_n = 1/ √ n+(log n/n)^{1/α} (sm.(1.8)), μ oboznaqaet proizvol~nu¸ postoØnnu¸ iz intervala (0, EX).

Teorema 1. Pust~ vypolneno uslovie (L). Togda P(x − y < S_n 6 x) = L^n(h)e^{h x} 1 − e^{−h y} hσ(h) √ 2πn ( 1 + (1 + x ny ) O (δ_n) ) , n → ∞,

184 L. V. ROZOVSKI` ravnomerno po vsem 0 < x 6 μn i y > 0, gde h udovletvorØet uravneni¸ (1.4).

Sledstvie 1. Pust~ vypolneno uslovie (L). Togda P(x − y < S_n 6 x) = L^n(h)e^{h x} 1 hσ(h) √ 2πn (1 + O (δ_n)) , n → ∞,

ravnomerno po vsem 0 < x 6 μn i y > K x log n/n. Zdes~ h udovletvorØet uravneni¸ (1.4), a postoØnnaØ K > 0 dostatoqno velika.

Zametim, qto sootnoxenie (1.3) vytekaet iz teoremy 1 ili sledstviØ 1 pri y = ∞.

Sledstvie 2. Pust~ vypolneno uslovie (L) i poloßitel~naØ po-

sledovatel~nost~ ε_n < √ δ_n. Togda ravnomerno po vsem x, 0 < x 6 μn i y, x(ε_n n)^{−1} δ_n < y < ε_n xn^{−1} P(x − y < S_n 6 x) = L^n(h)e^{h x} y σ(h) √ 2πn (1 + O (ε_n)) , n → ∞,

gde h udovletvorØet uravneni¸ (1.4).

Teorema 2. Pust~ ε – skol~ ugodno malaØ poloßitel~naØ posto-

ØnnaØ. Esli vypolneno uslovie (L), to ravnomerno po x > 0 i h > ε P(x − y < S_n 6 x) = L^n(h)e^{h x} 1 − e^{−h y} hσ(h) √ 2πn ( e^{−β2/2} + (1 + 1 hy ) O (δ_n) ) , n → ∞, gde β =^{x−n m(h)} σ(h) √ n . Teorema 2 pozvolØet dlØ nahoßdenii sootvetstvu¸weæ asimptotiki ispol~zovat~ priblißennoe rexenie uravneniØ (1.4). Otmetim, qto Teorema 1 (s μ = m(ε)) vytekaet iz teoremy 2 pri nm(h) = x, ili β = 0 (sm. takße sootnoxenie (2.1)).

Teorema 3. Predpoloßim, qto sluqaænaØ veliqina X imeet

plotnost~ p(x). Esli vypolneny usloviØ (L), (1.5) i pri nekotoroæ postoØnnoæ C > 0

p(x) 6 C V (x)/x, 0 < x 6 r_0, (1.10)

VERO˚TNOSTI MALYH UKLONENI` 185 to utverßdeniØ (1.6) i (1.7) osta¸tsØ spravedlivymi.

Zameqanie. Uslovie (1.10) moßno zamenit~ menee ograniqi-

tel~nym predpoloßeniem p^{∗m}(x) 6 C V^m(x)/x, 0 < x 6 r_0, (1.11) pri nekotorom celom m > 1/β (sm. (1.8)). Uslovie (1.5) takße moßno oslabit~: sup_x e^{−ε x}p^{∗m}(x) < ∞, (1.12)

gde ε – rexenie uravneniØ m(ε) = μ.

Otmetim, qto esli postoØnnaØ μ mala, to ε, naoborot, veliko, to est~ uslovie (1.12) svØzano s pravoæ graniceæ malyh ukloneniæ. 2. Dokazatel~stva Pust~ sluqaænaØ veliqina X(h), h ¿ 0, imeet raspredelenie e^{−hr} V (dr)/L(h), gde L(h) = Ee^{−hX} . Zametim, qto m(h) = EX(h), σ^2(h) = VarX(h).

Lemma 1. Pust~ ε – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Esli vypolneno uslovie (L), to pri vseh h ¿ ε c_5 6 hEX(h) 6 c_6, (2.1) c_5 6 h^2VarX(h) 6 c_6, (2.2) h^sEX^s(h) 6 M_s, s ¿ 2. (2.3) Zdes~ i v dal~neæxem c_5, c_6, . . . oboznaqa¸t poloßitel~nye posto- Ønnye, zavisØwie lix~ ot raspredeleniØ V i, vozmoßno, ε; M_s zavisit tol~ko ot V, ε, s.

Dokazatel~stvo lemmy 1. Pust~ h > H0 = k/r0( sm. uslovie

(L)), gde k nekotoraØ dostatoqno bol~xaØ postoØnnaØ, kotoraØ budet vybrana pozße. Snaqala pokaßem, qto v fftom sluqae hEX(h) 6 c_7. (2.4) V samom dele, L(h)hEX(h) = ∞∫ 0 te^{−t}V (dt/h) 6 r0 h∫

1 + ∞∫ r0 h V (t/h)e^{−t}(t − 1)dt = I + J. (2.5)

186 L. V. ROZOVSKI`

Pri fftom, po uslovi¸ (L)

I 6^{c2}_b r0 hb∫

b V (t/h)e^{−t}e^{−t(1−b)/b}(t/b − 1)dt 6^{c2 e2−b}_{b(1 − b)} ∞∫ 0 V (t/h)e^{−t}dt = c_8L(h). (2.6) Iz (1.9) i togo, qto L(h) ¿ 1/h∫ 0 e^{−th}V (dt) ¿ e^{−1}V (1/h). (2.7) sleduet J 6 r0 he^{−r0 h} 6 c9V (1/h) 6 c9 eL(h), (2.8) gde c_9 = (1+α)^{1+α}(er_0)^{−α}/c_3. Ocenka (2.4) vytekaet iz (2.5)–(2.8).

Dalee ocenim h^2VarX(h) snizu. Imeem po (2.4) pri l¸bom k > c_7,

L(h)h^2VarX(h) ¿ k∫ kb (t − hEX(h))^2e^{−t}V (dt/h) ¿ e^{−k}(k − c_7)^2(V (k/h) − V (kb/h)). (2.9) Teper~, L(h) 6 V (k/h) + r0 h∫

k e^{−t}V (t/h)dt + e^{−r0 h}, i (sm. (2.6)) r0 h∫

k e^{−t}V (t/h)dt 6 c_2 b e^{−k(1−b)}L(h) 6 L(h)/2, esli k dostatoqno veliko. Takim obrazom (sm. takße (2.8)), L(h) 6 c_{12}V (k/h), h ¿ H_0. (2.10) Ots¸da, iz (2.9) i usloviØ (L) sleduet, qto pri l¸bom h ¿ k/r_0 h^2VarX(h) ¿ c_{10}(1 − V (k/h)/V (kb/h)) ¿ c_{10}(1 − 1/c_1).

VERO˚TNOSTI MALYH UKLONENI` 187

Iz skazannogo vytekaet ocenka v (2.2) snizu pri h ¿ H_0. Pri teh ße usloviØh ocenku v (2.2) sverhu moßno obosnovat~ tak ße, kak uslovie (2.4), a ocenku v (2.1) snizu – analogiqno (2.9).

SootnoxeniØ (2.1), (2.2) pri ε 6 h 6 H_0 vyteka¸t iz nevyroßdennosti X i spravedlivy bez kakih-libo dopolnitel~nyh predpoloßeniæ. Itak, sootnoxeniØ (2.1) i (2.2) pri h ¿ ε polnost~¸ dokazany.

Ocenka (2.3) proverØetsØ analogiqno. Lemma 1 dokazana.

Lemma 2. Poloßim fh(t) = Ee^{it X(h)}. Esli vypolneno uslovie (L), to 1 − |f_h(v)| ¿ c_{11}e^{−(2π+b) h/v} V (1/v)/V (1/h), v ¿ (2π + b)/r_0, h > 0. (2.11)

Dokazatel~stvo lemmy 2. Poloßim Y = X(h). Imeem (sm. tak-

ße [4, lemma 3]),

1 − |f_h(v)| = E(1 − cos(vY − a)) ¿ I = a+(2−τ)π ∫ 0 2 sin^2 (^{y−a}_2 )dF_Y (y/v),

gde a = a(v) ∈ [0, 2π), v ¿ v_0, τ ∈ (0, 1), F_Y (y) – funkciØ raspredeleniØ Y .

Na intervalah s_1 = [a−(2−τ )π, a−τ π] i s_2 = [a+τ π, a+(2−τ )π] funkciØ 2 sin^2 (^{y−a}_2 ) ne menee c_0 = 2 sin^2 (τ π/2). Vyberem τ = b(1 − 1−b 2π ). Esli 0 6 a 6 τ π + b, to

I ¿ c0^∫_s 2 dF_Y (y/v) ¿ c_0 (a+(2−τ)π)/v ∫ b (a+(2−τ)π)/v dF_Y (y) ¿

c_0 (1 − 1/c_1) L(h) e^{−(2π+b) h/v} V (^{a+(2−τ)π}_v ), v ¿ (2π + b)/r_0. (2.12)

Pust~ teper~ 2π > a > τ π +b. Togda, esli a 6 (2−τ )π, to s_1 ⊃ [0, b] i I ¿ c0 b∫ 0 dF_Y (y/v) = c_0 L(h) b/v∫ 0 e^{−hu}V (du) ¿^{c0}_{L(h)} e^{−b h/v}V (b/v), v ¿ 1/r0. (2.13)

188 L. V. ROZOVSKI`

Esli ße a > (2 − τ )π, to 0 < a − (2 − τ )π < b(a − τ π) i, analogiqno (2.12),

I ¿ c0^∫_s 1 dF_Y (y/v) ¿ c_0 (a−τπ)/v ∫ b (a−τπ)/v dF_Y (y) ¿

c_0 (1 − 1/c_1) L(h) e^{−(a−τπ) h/v} V (^{a−τπ}_v ) ¿ c_{12} L(h) e^{−2π h/v} V (b/v), v ¿ 1/r_0. Sootnoxenie (2.11) vytekaet iz skazannogo i (2.12), (2.13) vvidu togo, qto L(h) 6 c_{13}V (1/h), h > 0 (sm. uslovie (L) i sootnoxeniØ (2.10), (1.8) po fftomu povodu). Lemma 2 dokazana.

Dokaßem teoremu 2.

Oboznaqim qerez X_j (h), j ¿ 1, nezavisimye kopii sluqaænoæ veliqiny X(h). Poloßim (sm. (1.1)) S_n(h) = X_1(h) + · · · X_n(h),

g_h(t) = E exp ( it S_n(h) − nm(h) σ(h) √ n ) , τ = hσ(h) √ n, β = x − nm(h) σ(h) √ n ,

δ_ε(h) = 1/ε∫ 0 |g_h(t) − e^{−t2/2}| dt (ε > 0).

(2.14)

Iz [5, lemma 2] sleduet, qto pri l¸byh poloßitel~nyh x, h, y i γ P(x − y < S_n 6 x) = L^n(h)e^{h x} 1 − e^{−h y} hσ(h) √ 2πn ( e^{−β2/2} + θ (β e^{−β2/2}/τ + 1/τ^2 + ρ_γ (h, y)) ) , (2.15)

gde |θ| ne prevoshodit nekotoru¸ absol¸tnu¸ postoØnnu¸, ρ_γ (h, y) = δ_γ (h) + (1 + δ_γ (h))(1 +^1_{h y} ) τ γ. (2.16)

Pust~ vypolneno uslovie (L) i h ¿ ε > 0. Imeem (sm. [6, gl.5, lemma 1]) |g_h(t) − e^{−t2/2}| 6 16ν e^{−t2/3}, |t| 6 1/ν, (2.17)

VERO˚TNOSTI MALYH UKLONENI` 189 gde ν = 4 σ^3(h) √ n E|X(h) − EX(h)|^3, priqem v sootvetstvii s lemmoæ 1((2.2), (2.3))

ν 6 c13/τ 6 c14/^√n. (2.18)

Poloßim γ = (T τ )^{−1}, gde T – dostatoqno veliko i budet vybrano pozße. Imeem (sm. oboznaqeniØ v (2.14) i lemme 2),

δ_γ (h) 6 δ_ν (h) + ∞∫ 1/ν e^{−t2/2}dt + 1/γ∫ 1/ν |f_h(t/σ(h) √ n)|^ndt. (2.19) Po (2.18) 1/γ∫ 1/ν |f_h(t/σ(h) √ n)|^ndt 6 τ T∫ 1/c13 |f_h(th)|^ndt. (2.20) Pokaßem, qto |f_h(th)| 6 e^{−c15 t} �ff , t ¿ 1/c13, h ¿ ε, (2.21)

gde α takoe kak v (1.8), (1.9).

Poloßim (sm. uslovie (L)) H_0 = (2π + b)/r_0. Nesloßno proverit~, qto esli h > c_{13}H_0, t ¿ 1/c_{13} ili h > ε, t ¿ H_0/ε, ocenka (2.21) vytekaet iz lemmy 2 i (1.8), (1.9). Esli ße 1/c_{13} 6 t 6 H_0/ε i ε 6 h 6 H_0/ε, to |f_h(th)| 6 e^{−δ}, δ = δ(V, ε, H_0) i (2.21) snova imeet mesto poskol~ku sluqaænaØ veliqina X ØvlØetsØ nerexetqatoæ, a otobraßenie meßdu raspredeleniØmi X i X(h) nepreryvnym po h.

Pust~ T = c_{16} (n/ log n/)^{1/α}, gde postoØnnaØ c_{16} dostatoqno mala. Togda iz (2.21) i (2.2) sleduet, qto integral v pravoæ qasti sootnoxeniØ (2.20) ne prevoshodit c_{17}/ √ n. Ots¸da i iz (2.17), (2.19) naædem δ_γ (h) 6 c_{18} δ_n. PodstavlØØ fftu ocenku v (2.16), poluqim s uqetom vybora γ

ρ_γ (h, y) 6 c_{19} ( δ_n + (h y)^{−1} (log n/n)^{1/α} ) . (2.22)

Utverßdenie, qut~ bolee toqnoe, qem teorema 2, vytekaet iz (2.15), (2.2) i (2.22).

Ispol~zuØ lemmu 1 i usloviØ (1.11), (1.12), teoremu 3 moßno dokazat~, povtoriv praktiqeski doslovno rassußdeniØ iz [2, p.5].

190 L. V. ROZOVSKI`

Literatura

1. T. Höglund, A unified formulation of the central limit theorem for small and large deviations from the mean. — Z. Wahrscheinlichkeitstheor. verw. Geb. 49, (1979), 105–117.

2. L. V. Rozovskiæ, O sverhbol~xih ukloneniØh summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin s obwim absol¸tno nepreryvnym raspredeleniem, udovletvorØ¸wim uslovi¸ Kramera. — TeoriØ veroØtn. i ee primen., 47, No. 1 (2002), 78–103.

3. A. V. Nagaev, S. S. HodßabagØn, Predel~nye teoremy, uqityva¸wie bol~xie ukloneniØ, dlØ summ poloßitel~nyh sluqaænyh veliqin, Litov. matem. sb., 14, No. 1 (1974), 149–163.

4. M. A. Lifshits, On the lower tail probabilities of some random series. — Ann.

Probab., 25 (1997), 424–442.

5. L. V. Rozovskiæ, O veroØtnostØh malyh ukloneniæ poloßitel~nyh sluqaænyh veliqin. — Zap. nauqn. semin. POMI, 320 (2004), 150–159.

6. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Nauka, M.

(1972).

Rozovsky L. V. Small deviation probabilities for a class of distributions with a polinomial decreasing at zero.

In the note small deviation probabilities of sum of i.i.d. positive random variables are studied, whose distribution function has a polinomial decrease at zero.

Postupilo 2 dekabrØ 2005 g.

Sankt-PeterburgskaØ himiko-farmacevtiqeskaØ akademiØ