Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 328, 2005 g.

V. N. Solev, L. ȷervil~-Reax

TEPLICEVY OPERATORY I KVADRATIQNYE FORMY, POSTROENNYE PO GAUSSOVSKO` STACIONARNO` POSLEDOVATEL^NOSTI

1. Kvadratiqnye formy, spektral~noe predstavlenie

Pust~ X_t, t ∈ ZgaussovskaØ stacionarnaØ posledovatel~nost~ s nulevym srednim, korrelØcionnoæ funkcieæ

r_{t−s} = EX_tX_s = EX_tX_s = 1 2π π∫ −π f(u)e^{i(t−s)u} du, (1) i spektral~noæ plotnost~¸ f ∈ L^1, f(u) = f(−u).

Budem ispol~zovat~ oboznaqenie L^2(dP ) dlØ L^2−prostranstva, postroennogo po veroØtnostnoæ mere P i takogo, qto X_k ∈ L^2(dP ),

k ∈ Z. DlØ koneqnogo podmnoßestva M ⊂ Z× Zrassmotrim slu-

qaænye veliqiny J, predstavimye v vide: J = ∑ (t, s)∈M c_{t, s}X_tX_s − E ∑ (t, s)∈M c_{t, s}X_tX_s . Nas budut interesovat~ kvadratiqnye formy vida

Γ_n(f, g) = ∑ −n≤t, s≤n g_{t−s}X_tX_s, postroennye po qetnoæ funkcii g ∈ L^1, g(u) =^∞ ∑ −∞ g_ke^{iku}. Zna-

qek f v oboznaqenii Γ_n(f, g) prizvan podqerknut~ zavisimost~ raspredeleniØ kvadratiqnoæ formy ot funkcii f. My issleduem asimptotiqeskoe povedenie normalizovannyh kvadratiqnyh form

Ψ_n(f, g) =

Γ_n(f, g) − EΓ_n(f, g) √ 2n + 1 (2) Issledovanie podderßano grantami RFFI 05-01-00920, RFFI-NNIO 04-01-04000, NX-4222.2006.1. 221

222 V. N. SOLEV, L. ȷERVIL^-REAX

Issledovanie fftoæ zadaqi imeet dlinnu¸ istori¸. Napomnim nekotorye ee fftapy. M. Rosenblatt (1962) i I. A. Ibragimov (1963) dokazali asimptotiqesku¸ normal~nost~ Ψ_n(f, g) pri usloviØh f ∈ L^2, g ∈ L^∞, F. Avram (1968) pri usloviØh f ∈ L^p,

g ∈ L^q, 1/p + 1/q ≤ 1/2. L. Giraitis, D. Surgailis (1990) dokazali,

qto, esli f ∈ L^2, g ∈ L^2, fg ∈ L^2, i π∫ −π f^2(u)g^2(u − v) du → π∫ −π f^2(u)g^2(u) du,

to Ψ_n(f, g) → N ( 0, σ^2(f, g) ) po raspredeleni¸, kogda n → ∞, gde

σ^2(f, g) = 4π π∫ −π f^2(x)g^2(x) dx. (3)

L. Giraitis, D. Surgailis (1990) predpoloßili, qto asimptotiqeskaØ

normal~nost~ budet vypolnena pri odnom lix~ predpoloßenii, qto fg ∈ L^2.

M. S. Ginovian (1994), M. S. Ginovian and A. A. Saakian (2005)

postroili kontrprimer k fftoæ gipoteze i naxli nekotorye prostye usloviØ na pravil~nost~ povedeniØ funkciæ f i g v okrestnosti teh toqek, gde funkciØ f obrawaetsØ v beskoneqnost~. Poqti vo vseh sluqaØh (krome raboty L. Giraitis, D. Surgailis (1990)) para (g, f) qerpalas~ iz mnoßestva vida G × F.

˚sno, qto pri fiksirovannyh f i n kvadratiqnaØ forma

Ψ_n(f, g) moßet rassmatrivat~sØ kak znaqenie lineænogo opera-

tora Ψ_n : g −→ Ψ_n(f, g). Pofftomu dlØ issledovaniØ asimptotiqeskoæ normal~nosti kvadratiqnoæ formy Ψ_n(f, g) dostatoqno ponØt~, dlØ kakih mnoßestv B_ε (moßet byt~, zavicØwih ot f)

lim_{n→∞} sup_{g∈B”} ‖Ψ_n(f, g)‖_L2_{(dP )} ≤ ε, (4)

Oboznaqim qerez L^2_f L^2−prostranstvo na otrezke [−π, π], postroennoe po neotricatel~noæ funkcii^1_{2π} f. Pust~, dalee, (·, ·)_f ,

TEPLICEVY OPERATORY 223

‖ · ‖_f skalØrnoe proizvedenie i norma v prostranstve L^2_f :

(φ, ψ)_f = 1 2π π∫ −π φ(u)ψ(u) f(u) du,

‖ · ‖^2_f = 1 2π π∫ −π |φ(u)|^2 f(u) du. (5)

Rassmotrim spektral~noe predstavlenie posledovatel~nosti

X_t, t ∈ Z:

X_t = π∫ −π e^{itu} Z(du). (6) Zdes~ Z(du) – takaØ gaussovskaØ ortogonal~naØ mera, qto E | | | | | | π∫ −π φ(u) Z(du) | | | | | | 2 = ‖φ‖^2_f , E π∫ −π φ(u) Z(du) = 0.

Primem oboznaqenie L^2_f × L^2_f dlØ gil~bertova prostranstva funkciiæ ψ : R^2 → C) so skalØrnym proizvedeniem

(ψ_1, ψ_2)_L2_{f ×L}2_f = 1 4π^2 π∫ −π π∫ −π ψ_1(u, v)ψ_1(u, v) f(u)f(v) dudv, i normoæ

‖ψ‖^2_L2_{f ×L}2_f = 1 4π^2 π∫ −π π∫ −π |ψ(u, v)|^2 f(u)f(v) dudv. DlØ koneqnogo podmnoßestva M ⊂ Z× Zrassmotrim kvadratiqnye formy J vida J = ∑ (t, s)∈M c_{t, s}X_tX_s − E ∑ (t, s)∈M c_{t, s}X_tX_s , lineænoe podmnoßestvo L_∗ vseh takih kvadratiqnyh form J, oboznaqaØ dalee L zamykanie v prostranstve L^2(dP ) lineænogo podmnoßestva L_∗.

224 V. N. SOLEV, L. ȷERVIL^-REAX

˚sno, qto

J = J(ψ) = π∫ −π π∫ −π ψ(u, v) Z(du)Z(dv) − 1 2π π∫ −π ψ(u, u) f(u) du, (7) gde funkciØ ψ opredelena sootnoxeniem ψ(u, v) = ∑ (t, s)∈M c_{t, s}e^{i(tu−sv)}. (8) Lineænoe mnoßestvo vseh takih funkciæ ψ budem oboznaqat~ S.

Horoxo izvestna drugaØ forma predstavleniØ (7). Pust~

Φ(du, dv) – stohastiqeskaØ mera, opredelennaØ sootnoxeniem Φ(A, B) = Z(A)Z(B) − E { Z(A)Z(B) } . Stohastiqeskiæ integral J(ψ), J(ψ) = π∫ −π π∫ −π ψ(u, v) Φ(du, dv) (9) opredelen na S i sovpadaet so stohastiqeskim integralom, opisannym v (7). My budem ispol~zovat~ oboznaqenie J(ψ) dlØ oboih stohastiqeskih integralov.

Legko pokazat~ (sm. I. A. Ibragimov i ı. A. Rozanov (1974)), qto stohastiqeskiæ integral J(ψ), rassmatrivaemyæ kak lineænyæ operator J : S → L_∗, udovletvorØet uslovi¸

‖J(ψ)‖^2_L2_{(dP )} = 2 ‖ψ‖^2_L2_{f ×L}2_f . (10)

Poskol~ku lineænoe mnoßestvo S plotno v L^2_f ×L^2_f , lineænyæ operator J moßet byt~ prodolßen po nepreryvnosti do lineænogo operatora J : L^2_f × L^2_f → L_∗, s sohraneniem sootnoxeniØ (10).

Legko videt~, qto

Γ_n(f, g) = ∑ −n≤t, s≤n g_{t−s}X_tX_s = π∫ −π π∫ −π ψ^g_n(u, v) Z(du)Z(dv), gde ψ^g_n(u, v) = 1 2π π∫ −π g(y) sin^{2n+1}_2 (u − y)

sin^{(u−y)}_2 × sin^{2n+1}_2 (v − y)

sin^{(v−y)}_2 dy. (11)

TEPLICEVY OPERATORY 225

Takim obrazom,

Γ_n(f, g) − EΓ_n(f, g) = J(ψ^g_n). (12)

Otmetim, qto veliqina 1 2 ‖J(ψ^g_n)‖^2_L2_{(dP )} = π∫ −π π∫ −π |ψ^g_n(u, v)|^2f(u)f(v) dudv predstavlØet soboæ normu Gil~berta–Xmidta ‖A_n(f, g)‖_2 integral~nogo operatora A_n(f, g) s Ødrom ψ^g_n(u, v), deæstvu¸wego v prostranstve L^2_f .

2. Osnovnoæ rezul~tat

Kak uße otmeqalos~, pri fiksirovannyh f i n kvadratiqnaØ forma Ψ_n(f, g) moßet rassmatrivat~sØ kak lineænyæ operator

Ψ_n : g −→ Ψ_n(f, g). Pofftomu pri fiksirovannyh f i n veliqina ‖g‖_{n, f} = ‖Ψ_n(f, g)‖_L2_{(dP )} ØvlØetsØ polunormoæ. Prostye argumenty, moguwie sostavit~ kanvu dokazatel~stva asimptotiqeskoæ normal~nosti Ψ_n(f, g), privodØtsØ v sledu¸weæ oqevidnoæ lemme.

Napomnim oboznaqenie

σ^2(f, g) = 4π π∫ −π f^2(x)g^2(x) dx.

Lemma 1. Pust~ G0 ⊂ G – lineænye podmnoßestva, leßawie v

prostranstve L^1, i

1) dlØ l¸bogo g_0 ∈ G_0 suwestvuet predel

lim_{n→∞} ‖Ψ_n(f, g_0)‖^2_L2_{(dP )} = σ^2(f, g_0) < ∞

i sluqaænye veliqiny

Ψ_n(f, g_0) → N ( 0, σ^2(f, g_0) ) po raspredeleni¸, kogda n → ∞;

2) dlØ l¸bogo g ∈ G i ε > 0 suwestvuet takaØ funkciØ g_0 ∈ G_0 (zavisØwaØ ot g i ε) qto lim_{n→∞} ‖Ψ_n(f, g − g_0)‖_L2_{(dP )} ≤ ε, ||g − g_0||_f2 ≤ ε;

226 V. N. SOLEV, L. ȷERVIL^-REAX Togda, esli σ^2(f, g) < ∞, dlØ l¸bogo g ∈ G suwestvuet predel

lim_{n→∞} ‖Ψ_n(f, g)‖^2_L2_{(dP )} = σ^2(f, g) i Ψ_n(f, g) → N ( 0, σ^2(f, g) ) po raspredeleni¸ pri n → ∞.

Sledu¸waØ lemma obnarußivaet nekotoru¸ simmetri¸ funkcii ‖Ψ_n(f, g)‖^2_L2_{(dP )} kak funkcii ot (f, g).

Lemma 2. Pust~ g – neotricatel~naØ funkciØ. Togda

‖Ψ_n(f, g)‖^2_L2_{(dP )} = ‖Ψ_n(g, f)‖^2_L2_{(dP )} . (13)

Dokazatel~stvo. Dostatoqno ustanovit~, qto

‖Γ_n(f, g) − EΓ_n(f, g)‖^2_L2_{(dP )} = ‖Γ_n(g, f) − EΓ_n(g, f)‖^2_L2_{(dP )} . (14)

Zametim, qto v silu (10)–(12),

‖Γ_n(f, g) − EΓ_n(f, g)‖^2_L2_{(dP )} = ‖J(ψ^g_n)‖^2_L2_{(dP )} =

= 2 π∫ −π π∫ −π |ψ^g_n(u, v)|^2f(u)f(v) dudv. Ots¸da my vyvodim (14), poskol~ku π∫ −π π∫ −π |ψ^g_n(u, v)|^2f(u)f(v) dudv = π∫ −π π∫ −π |ψ^f_n(u, v)|^2g(u)g(v) dudv =

= ‖Γ_n(g, f) − EΓ_n(g, f)‖^2_L2_{(dP )} .

DlØ funkcii h ∈ L^1 i intervala I dliny |I| oboznaqim

h_I = 1 |I| ∫ I h(x) dx. Oboznaqim λ(h) = sup_I {|h|}_I × {1/|h|}_I .

TEPLICEVY OPERATORY 227

Zdes~ sup beretsØ po vsem intervalam I. Uslovie λ(h) < ∞ oznaqaet nekotoru¸ kvalificirovannu¸ “gladkost~” funkcii

φ = ln |h| v okrestnosti teh toqkah, gde ona obrawaetsØ v bes-

koneqnost~ (podrobnee sm. v R. Hunt, B. Muckenhoupt, R. Wheeden (1973)). V qastnosti, ‖φ‖_{BMO} = sup_I 1 |I| ∫ I |φ(x) − φ_I | dx < ∞. Oboznaqim qerez P_n integral~nyæ operator v prostranstve L^2,

P_nh (u) = 1 2π π∫ −π sin^{2n+1}_2 (u − y)

sin^{(u−y)}_2 h(y) dy = ∑ |k|≤n h_ke^{iku}, h(u) = ∑ k h_ke^{iku}. Poloßim dlØ funkcii f_∗, otliqnoæ ot nulØ poqti vs¸du,

P_n = 1 √ f_∗ P_n √ f_∗, zdes~^1√_{f�} , √ f_∗ – operatory umnoßeniØ na sootvetstvu¸wie

funkcii. Otmetim, qto (sm. R. Hunt, B. Muckenhoupt, R. Wheeden (1973)) P_n – ograniqennyæ operator v prostranstve L^2, esli

λ(f_∗) < ∞. Rassmotrim operator A_n(h, f_∗) = P^∗_n h P_n.

Lemma 3. Pust~ λ(f∗) < ∞. Togda ‖A_n(h, f_∗)‖^2 ≤ C(f_∗) n ||h||^2_L2. Zdes~ norma Gil~berta–Xmidta beretsØ v metrike prostranstva L^2. Oqevidno, operator A_n(h, f_∗) – integral~nyæ operator v prostranstve L^2 s Ødrom φ_n(u, v), φ_n(u, v) = √ f_∗(u)ψ^h_n(u, v) √ f_∗(v), a potomu

‖A_n(h, f_∗)‖^2 = ‖Ψ_n(f_∗, g)‖^2_L2_{(dP )} pri g = h/f_∗. (15)

228 V. N. SOLEV, L. ȷERVIL^-REAX

Teorema. Pust~ 1) f ≤ f_∗, |g| ≤ g_∗ i λ(f_∗), λ(g_∗) < ∞, 2) g_∗f_∗ ∈ L^2.

Togda Ψ_n(f, g) → N ( 0, σ^2(f, g) ) po raspredeleni¸ pri n → ∞.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo teoremy po-suwestvu sleduet

iz lemmy 1. Deæstvitel~no, pri fiksirovannyh funkciØh g_∗ i

f_∗ lemmy 2 i 3 pozvolØ¸t ocenit~ ocenit~ veliqiny polunorm ‖g‖_{n, f} ravnomerno po n i funkciØm g ∈ G_∗, f ∈ F_∗, G_∗ = {g : |g| ≤ g_∗} , F_∗ = {f : f ≤ f_∗} . Pofftomu v silu lemmy 1 teoremu dostatoqno dokazat~ dlØ ograniqennyh funkciæ g iz G_∗. Fiksiruem fftu ograniqennu¸ funkci¸ g. KvadratiqnaØ forma Ψ_n(f, g) imeet vid:

Ψ_n(f, g) = 1 2n + 1 ∫ ∫ ψ^g_n(u, v)Φ(du, dv). DlØ podmnoßestva Λ ⊂ [π, π] oboznaqim

Ψ^Λ_n (f, g) = 1 2n + 1 ∫ ∫ Λ×Λ ψ^g_n(u, v)Φ(du, dv). OstaetsØ ubedit~sØ v tom, qto dlØ l¸bogo ε > 0 vybor podmnoßestva Λ_ε moßno osuwestvit~ tak, qtoby

sup_{x∈Λ”} f(x) ≤ C_ε < ∞ ‖ Ψ_n(f, g) − Ψ^{Λ”}_n (f, g) ‖ L2(dP ) ≤ ε, ∫ x /∈Λ” g^2f^2 ≤ ε^2.

Poslednee trivial~no.

Literatura

1. F. Avram, On bilinear forms in Gaussian random variables and Toeplitz matrices.

— University of Calif. Press, Berkeley and Los Angeles (1958).

2. M. S. Ginovyan, On Toeplits type quadratic forms in Gaussian stationary process.

— Probab. Theory Related Fields 100 (1994), 395–406.

TEPLICEVY OPERATORY 229

3. M. S. Ginovyan, A. A. Saakian, On central limit theorem for Toeplitz quadratic forms in Gaussian stationary sequances. — Theory of probability and its applications (2005) (submitted).

4. L. Giraitis, D. Surgailis, A central limit theorem for quadratic forms in strongly dependent linear variables and its application to asymptotical normality of Whittle’s estimate. — Probab. Theory Related Fields 86 (1990), 87–104.

5. U. Grenander, Szegö, Toeplitz Form and Their Applications. — University of Calif.

Press, Berkeley and Los Angeles (1958).

6. R. Hunt, B. Muckenhoupt, R. Wheeden, Weighted norm inequalities for the conjugate function and Hilbert transform. — Trans. Amer. Math. Soc. 176 (1973), 227–251.

7. I. A. Ibragimov, K ocenivani¸ spektral~noæ plotnosti stacionarnogo gaussovskogo processa. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee priloßeniØ 8 (1963), 391–430.

8. I. A. Ibragimov, ı. A. Rozanov, Gaussovskie processy. Mir, Moskva (1974).

9. M. Rosenblatt, Asymptotic behavior of eigenvalues of Toeplitz form, transform. —

J. Math. Mech. 11 (1962), 941–950.

Solev V. N., Gerville-Reache L. Large Toeplitz operators and quadratic form generated by stationary Gaussian sequence.

Let Γ_n(f, g) = ∑ −n≤t, s≤n g_{t−s}X_tX_s – be a Toeplitz quadratic form

generated by a real valued function g(u) =^∞ ∑ −∞ g_ke^{iku} and stationary se-

quence X_n with spectral density f. Many sufficient conditions of asymptotic normality of the normalized quadratic form Ψ_n(f, g) have been proposed since 1958. A less restrictive one was given in the paper of L. Giraitis and D. Surgailis (1990). Using a linear operator approach, we suggest a new vision of the problem and propose a new sufficient condition on the couple of functions (f, g) even more effective.

Postupilo 7 oktØbrØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: solev@pdmi.ras.ru

Statistique Mathématique, Université Victor Segalen, France