Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 328, 2005 g.

V. N. Sudakov GAUSSOVSKA˚ KONCENTRACI˚ V METRIKE KANTOROVIQA RASPREDELENI` SLUQA`NYH VELIQIN I FUNKCII KVANTILE`

Pust~ X(t, ω) — gaussovskiæ sluqaænyæ process. DlØ ego parametriqeskogo mnoßestva (naprimer, dlØ otrezka [0, 1] s meroæ Lebega) nas budut interesovat~ (sluqaænye) vremena prebyvaniØ traektoriæ fftogo processa, t.e. veroØtnostnye mery, voznika¸wie kak obrazy mes ∘X�^1 mery Lebega na parametriqeskom mnoßestve [0, 1] pri otobraßenii, osuwestvlØemom (sluqaænoæ) vyboroqnoæ funkcieæ. Nas v pervu¸ oqered~ budut interesovat~ gaussovskie sluqaænye processy, t.e. takie modeli, kogda vremena prebyvaniØ voznika¸t kak zakony raspredeleniØ fflementov prostranstva sluqaænyh veliqin L^2[0, 1], vybiraemyh po nekotoroæ centrirovannoæ gaussovskoæ mere γ, sosredotoqennoæ na banahovom separabel~nom prostranstve L^2[0, 1], t.e. obrazu¸- weæ prostranstvo Lebega–Rohlina, qto pozvolØet govorit~ ob uslovnyh merah na fflementah izmerimyh razbieniæ.

Legko predstavit~ sebe, qto qem ”men~xe“ kovariacionnaØ kvadratiqnaØ forma gaussovskoæ mery na prostranstve (poqti) lineænyh funkcionalov nad neæ, t.e. qem bol~xe soprØßennaØ s neæ kvadratiqnaØ forma koncentracii Q_γ , opisyva¸waØ, v qastnosti, ffllipsoid rasseivaniØ E_γ mery γ v lineænom prostranstve s fftoæ gaussovoæ meroæ, tem men~xe razbros vremen prebyvaniØ vokrug nekotorogo srednego ih znaqeniØ — fflementa affinnogo konusa M veroØtnostnyh mer na prØmoæ. Odnako, sravnitel~nu¸ ”malost~“ ili ”veliqinu“ kvadratiqnoæ formy moßno izmerØt~ po-raznomu, naprimer, summoæ kvadratov ffkstremal~nyh znaqeniæ fftoæ kvadratiqnoæ formy otnositel~no kvadrata gil~bertovoæ normy ili ße, kak ffto vyØsnilos~ teper~, bolee tonkim instrumentom — supremumom mnoßestva vseh ffkstremal~nyh znaqeniæ, t.e. minimal~nym radiusom xara, so-

NastoØwaØ rabota qastiqno podderßivalas~ grantami NX 2258.2003.1 i RFFI-NNIO 04-01-04000. 230

GAUSSOVA KONCENTRACI˚ V METRIKE KANTOROVIQA 231 derßawego ffllipsoid rasseivaniØ. Na pervyæ vzglØd ffto moßet pokazat~sØ udivitel~nym, ved~ sled takoæ matricy moßet byt~ vybran kak ugodno bol~xim. Naprimer, proizvedenie bol~xogo koliqestva odnomernyh standartnyh gaussovskih raspredeleniæ skoncentrirovano, v osnovnom, vne xara CE_γ , gde mnoßitel~ C moßet byt~ sdelan kak ugodno bol~xim. Tem samym, vyboroqnye funkcii budut imet~ kak ugodno bol~xie srednie, i ne oqevidno, qto ih raspredeleniØ ne budut pri fftom neograniqenno rasplyvat~sØ po prostranstvu M_2 vseh odnomernyh veroØtnostnyh raspredeleniæ s dispersiØmi, snabßennomu kakoæ-to podhodØweæ metrikoæ. (My budem ispol~zovat~ metriku Kantoroviqa (Monßa–Kantoroviqa–Dobruxina) –.) Budet pokazano, qto v opisannoæ situacii suwestvuet takaØ absol¸tnaØ konstanta c, qto esli ffllipsoid rasseivaniØ E_γ soderßitsØ v ediniqnom xare prostranstva L^1([0, 1], mes), to suwestvuet takoe raspredelenie P̄_γ, qto srednØØ veliqina –-rasstoØniØ naxego (sluqaænogo) vremeni prebyvaniØ do raspredeleniØ P̄_γ ne prevoshodit 0,8. (Poluqena i toqnaØ konstanta.)

Vvedem nekotorye oboznaqeniØ.

Pust~ L := L^1([0, 1], mes) (mes — mera Lebega).

(Ω, F, P) — veroØtnostnoe prostranstvo, X : Ω → R — sluqaæ-

naØ veliqina.

Raspredelenie veroØtnosteæ znaqeniæ sluqaænoæ veliqiny X oboznaqim L(X; P).

Simvol γ oboznaqaet centrirovannu¸ gaussovsku¸ ”substandartnu¸“ veroØtnostnu¸ meru v prostranstve L^2(Ω, F, P), t.e. taku¸ gaussovsku¸ meru, qto ee ffllipsoid rasseivaniØ E_γ (ediniqnyæ xar Ødra H_γ mery γ, inaqe — prostranstva Kamerona– Martina) soderßitsØ v ediniqnom xare V_2 ⊂ L^2(Ω, F, P).

Simvol – oboznaqaet rasstoØnie Kantoroviqa v prostranstve M veroØtnostnyh mer λ na prØmoæ R, oblada¸wih baricentrom b(λ). M ⊂ L — konus monotonno neubyva¸wih fflementov z pro-

stranstva L, z : [0, 1] → R (krome ne bolee, qem sqetnogo mnoßestva). ”FunkciØ kvantileæ“ q(X; α), gde α ∈ [0, 1] — ffto kvantil~ porØdka α sluqaænoæ veliqiny X. (Esli dlØ nekotorogo X raspredelenie L(X; P) imeet pustye intervaly, t.e. nekotorye kvantili ne opredeleny, moßno sqitat~, qto znaqeniem funkcii q v toqke α slußit mnoßestvo vseh toqek takogo nezapolnenno-

232 V. N. SUDAKOV go intervala. Takih α ne bolee sqetnogo mnoßestva.) FunkciØ kvantileæ q(X, · ) : [0, 1] → R moßet byt~ opredelena i kak kak funkciØ, obratnaØ dlØ funkcii raspredeleniØ F_X sluqaænoæ veliqiny X (s toæ ße ogovorkoæ). Bukva q ispol~zuetsØ i dlØ oboznaqeniØ kanoniqeskogo otobraßeniØ q : L^1(Ω, F, P) → M, sopostavlØ¸wego kaßdoæ sluqaænoæ veliqine X ee neubyva¸wu¸ perestanovku. Grafik kaßdogo fflementa z pri fiksirovannom X predstavlØet soboæ grafik sohranØ¸wego meru otobraßeniØ prostranstva s meroæ ([0, 1], mes) v qislovu¸ prØmu¸, snabßennu¸ meroæ L(X; P), i moßno rassmatrivat~ na fftom grafike veroØtnostnu¸ meru μ_z, kanoniqeski proektiru¸wu¸sØ v kaßdu¸ iz fftih dvuh mer. Prostranstvo funkciæ kvantileæ — ffto semeæstvo funkciæ argumenta α: X → q(X, α), α ∈ [0, 1].

Simvol μ ili μ(γ) oboznaqaet veroØtnostnu¸ meru na M, ØvlØ¸wu¸sØ obrazom mery γ pri otobraßenii q, t.e. μ = γ ∘ q�^1. �ta mera moßet byt~ interpretirovana kak smes~ upomØnutyh mer μ_z na grafikah fflementov z, gde smexiva¸weæ meroæ slußit mera γ na ”parametriqeskom mnoßestve“ L^2(P).

Teper~ pereqislim dlØ dal~neæxih ssylok neskol~ko izvestnyh utverßdeniæ ili prostyh sledstviæ iz nih.

A. Pust~ na vektornom prostranstve E zadana gaussovskaØ mera γ, tak qto prostranstvo (E, γ) ØvlØetsØ gaussovskim prostranstvom Lebega–Rohlina (Ødro H_γ gaussovskoæ mery γ — gil~bertovo prostranstvo). Pust~ na fftom prostranstve zadana nekotoraØ funkciØ f, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ Lip 1 otnositel~no kanoniqeskoæ gil~bertovoæ normy na prostranstve H_γ . Togda raspredelenie γ ∘ f�^1 ØvlØetsØ obrazom odnomernoæ standartnoæ (N (0, 1)) gaussovskoæ mery pri nekotorom otobraßenii

R → R klassa Lip 1. (Budem nazyvat~ takie mery sublaplasov-

skimi.)

�to utverßdenie — odna iz formulirovok izoperimetriqeskoæ teoremy dlØ gaussovskih mer [5].

B. Esli v usloviØh predyduwego punkta E — separabel~noe banahovo prostranstvo, i ffllipsoid rasseivaniØ E_γ mery γ soderßitsØ v ediniqnom xare V prostranstva E, a otobraßenie g — nestrogo sßima¸wee (klassa Lip 1, ne obØzatel~no lineænoe) otobraßenie E → F , gde F — drugoe banahovo prostranstvo, to l¸boæ funkcional h klassa Lip 1 na prostranstve F perevodit

γ ∘ g�^1 v sublaplasovu meru γ ∘ g�^1 ∘ h�^1, t.e. imeet sublaplaso-

GAUSSOVA KONCENTRACI˚ V METRIKE KANTOROVIQA 233 vo raspredelenie. Analogiqnoe utverßdenie spravedlivo i dlØ bolee dlinnyh cepoqek prostranstv i sßima¸wih otobraßeniæ.

C. Pust~ X i Y — proizvol~nye sluqaænye veliqiny. Togda rasstoØnie Kantoroviqa –(L(X), L(Y )) meßdu ih raspredeleniØmi (opredelØmoe kak minimal~naØ ”rabota“ po transportirovke odnoæ mery v drugu¸), ravno L^1-norme raznosti ih neubyva¸- wih perestanovok (”rasstoØnie Dobruxina“). Zametim, qto esli sami sluqaænye veliqiny X i Y ime¸t srednie znaqeniØ, qto garantiruet koneqnost~ rasstoØniØ Kantoroviqa, to ih neubyva¸wie perestanovki prinadleßat konusu M ⊂ L s odnomernoæ verxinoæ — podprostranstvom konstant.

D. Kak otmeqalos~ v rabote [2], esli v prostranstve L^2(P), gde

P — ravnomernoe veroØtnostnoe raspredelenie na n toqkah, za-

dana gaussovskaØ centrirovannaØ mera, ffllipsoid rasseivaniØ

E_γ kotoroæ soderßitsØ v ediniqnom xare fftogo prostranstva,

to neposredstvenno po opredeleni¸ koordinatnye funkcionaly oblada¸t svoæstvom Lip 1 otnositel~no gil~bertovoæ (sm. takße A) normy v Ødre H_γ mery γ — a s nimi i vse funkcii kvantileæ. Analogiqno i v obweæ situacii, kogda P — neatomiqeskaØ mera, i my rassmatrivaem prostranstvo M monotonno neubyva¸- wih funkciæ na ediniqnom otrezke, koordinatnye funkcionaly na prostranstve L ne mogut byt~ opredeleny, no opredelØ¸tsØ (mes-poqti vse) koordinatnye funkcionaly e_α, α ∈ [0, 1] na konuse M. DlØ takih koordinatnyh funkcionalov, kotorye moßno opredelit~, rassmatrivaØ razbieniØ ζ_n otrezka [0, 1] na 2^n ravnyh otrezkov δ_{nk} i faktorprostranstva po sootnoxeni¸ ffkvivalentnosti z0^{n,k}∼ z00 ⇔ z0(α) = z00(α) dlØ α ∈ Δ_{n,k}. Iz B vytekaet, qto obraz mery μ pri kanoniqeskom otobraßenii M → M/ζ_n — substandartnoe raspredelenie. UveliqivaØ n i perehodØ k predelu soglasno B i C, my poluqaem, qto opredelennye koordinatnye funkcionaly na M ime¸t kaßdyæ sublaplasovo raspredelenie L(z(α); μ) = μ_α.

E. Pust~ Y — sluqaænaØ veliqina s sublaplasovskim raspredeleniem. Togda minimum po vsem a ∈ R veliqiny E(X − a)^2 dostigaetsØ pri a = b(X) (b(X) — baricentr raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny X) i ne prevoshodit 2^12 π�^12 ).

Opredelim funkci¸ z̄_μ : α → b(μ_alpha). Poluqaem nekotoru¸ neubyva¸wu¸ funkci¸ (fflement M), i eæ sootvetstvuet nekotoroe raspredelenie P̄_μ. �to srednØØ traektoriØ z, γ-srednee

234 V. N. SUDAKOV raspredeleniæ fflementov prostranstva L^2(P), vokrug kotorogo i gruppiru¸tsØ drugie raspredeleniØ fflementov L^2(P).

RasstoØnie –(L(X),P̄_γ) ravno ‖z_X (α) − z̄_μ(α)‖. �to sluqaænaØ veliqina, ravnaØ rasstoØni¸ Kantoroviqa meßdu L(X) i P̄. Vybor naudaqu fflementa X po mere γ ravnoznaqen vyboru po mere

μ_γ fflementa z iz M.

Okonqatel~no poluqaem: E–(L(X; P),^¯Pγ) = Eμ‖zX (α) − z̄μ(α)‖L = = Z M^{μ(dz)} 1Z 0 |z_X (α) − z̄_μ(α)|dα =

= 1Z 0 dα Z M^{|zX (α) − z̄μ(α)|dμ} 6 6 1Z 0 dα Z M^2 1 2 π�^1_{2 dμ = 2}^1_{2 π}�^1_2 6_{0,798}

Formulirovka rezul~tata. Pust~ ffllipsoid rasseivaniØ E_γ gaussovskoæ mery γ v prostranstve L^2(Ω, F, P) soderßitsØ v ediniqnom xare V fftogo prostranstva. V silu punkta C my prihodim k vyvodu o tom, qto v opisannoæ situacii naædetsØ takoe veroØtnostnoe raspredelenie P̄(γ) (”tipiqnoe po gaussovskoæ mere γ raspredelenie“ fflementov prostranstva L^1(Ω, F, P)), qto srednee rasstoØnie Kantoroviqa raspredeleniØ L(X; P) sluqaæno po mere γ vybrannogo fflementa fftogo prostranstva do fftogo tipiqnogo raspredeleniØ ne prevoshodit 2^12 π�^12 < 0,8.

�to utverßdenie (v qut~ bolee slaboæ forme, bez qislovyh ocenok) bylo v kaqestve gipotezy vyskazano B. S. Cirel~sonom. Ono suwestvenno perekryvaet svoæ diskretnyæ variant [2] (gde, krome togo, ocenka konstanty soderßala zameqennu¸ M. A. Lifxicem oxibku). Iz nego takße vytekaet anonsirovannoe v [3] utverßdenie 14.1.3 na str. 210. V rabote [3] moßno naæti bibliografi¸, v qastnosti, ssylku na rabotu H. f. Vaæczekera, obsußdenie vseæ problematiki s kotorym bylo ves~ma polezno. A. V. Sudakov postroil neskol~ko vaßnyh kontrprimerov k razliqnym rannim gipotezam. Vsem fftim matematikam Ø qrezvyqaæno obØzan.

GAUSSOVA KONCENTRACI˚ V METRIKE KANTOROVIQA 235 Rezul~taty, citirovannye v punkte A, moßno naæti v rabotah [4] i [5].

Literatura

1. V. Sudakov, Gaussian measures. A brief survey. — Rendiconti dell’Istituto di Matematica dell’Univ. di Trieste 26 (1994, supplemento), 289–325.

2. V. N. Sudakov, A. V. Sudakov, Zavisimye gaussovskie vyborki: ocenki

razbrosa, svobodnye ot ob¨ema vyborki. — V kn.: Zapiski nauqn. semin.

POMI. t. 320, 2004, s. 166–173.

3. A. V. Sudakov, V. N. Sudakov, and H. v. Weizsaecker, Typical Distributions: Infinite-Dimensional Approaches. Asymptotic Methods in Probability and Statistics. Birkhäuser, 2001, pp. 205–214.

4. V. N. Sudakov, B. S. Cirel~son, �kstremal~nye svoæstva polupro-

stranstv dlØ sferiqeski invariantnyh mer. — V kn.: Zapiski nauqn.

semin. LOMI. t. 41, 1974, s. 14–24.

5. B. S. Cirel^0son, I. A. Ibragimov, and V. N. Sudakov, Norms of Gaussians Sample Functions. Lecture Notes in Mathematics. vol. 550, 1976, pp. 20–41.

Sudakov V. N. Gaussian concentration in the Kantorovich metric of distributions of random variables and the quantile functions.

A sketch of the proof of the following theorem. Let the unit ball of the kernel space H_γ of a centered Gaussian measure γ in the space L^2 is a subspace of the unit ball of this space. There exists a (“typical”) univariate distribution P̄_γ such that the expectation with respect to γ of the Kantorovich distance between the distribution of an element of L^2 chosen at random and this typical distribution is less than 0.8.

Postupilo 15 dekabrØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: sudakov@pdmi.ras.ru