Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 328, 2005 g.

B. P. Harlamov

STOHASTIQESKI` INTEGRAL PO POLUMARKOVSKOMU PROCESSU DIFFUZIONNOGO TIPA

1. Vvedenie

V nastoØweæ stat~e^1 rassmatrivaetsØ konstrukciØ stohastiqeskogo integrala, prisposoblennaØ dlØ polumarkovskih processov diffuzionnogo tipa v kaqestve integriru¸wih processov. Potrebnost~ v stohastiqeskom integrale dlØ processov dannogo klassa voznikaet v probleme absol¸tnoæ nepreryvnosti, kotoraØ zatragivalas~ v rabote [7]. Polumarkovskiæ process ne ØvlØetsØ markovskim (v obwem sluqae) i dlØ nego ne primenim metod postroeniØ stohastiqeskogo integrala, osnovannyæ na teorii martingalov v ee klassiqeskom variante [5]. Odnako, polumarkovskie processy oblada¸t qastiqno markovskoæ strukturoæ, kotoru¸ moßno ispol~zovat~ dlØ postroeniØ stohastiqeskogo integrala. Predlagaemyæ metod ispol~zuet markovskoe svoæstvo processa otnositel~no momentov pervogo vyhoda iz otkrytyh pomnoßestv fazovogo prostranstva i ih iteraciæ. Pofftomu on primenim takße k sobstvenno markovskim processam diffuzionnogo tipa. DlØ fftih processov on privodit k tem ße samym rezul~tatam, qto i klassiqeskiæ metod stohastiqeskogo integrirovaniØ. V fftom otnoxenii ego moßno sqitat~ obobweniem poslednego.

2. OpredeleniØ i oboznaqeniØ 2.1. Prostranstva i funkcii. My oboznaqaem: X≡ R^d (d ¿ 1);

R+ = [0, ∞), R+ = [0, ∞]; D – prostranstvo funkciæ ξ : R+ → X

(nepreryvnyh sprava, ime¸wih predely sleva) s metrikoæ Skorohoda; dalee my budem rassmatrivat~ veroØtnostnye mery na borelevskoæ sigma-algebre F podmnoßestv fftogo prostranstva

1Podderßano grantom veduwih nauqnyh xkol NX.2258.2003.1 251

252 B. P. HARLAMOV ili prostranstva C – mnoßestva nepreryvnyh funkciæ, a takße otobraßeniØ

X_t : X_tξ = ξ(t) – odnotoqeqnaØ proekciØ; θ_t : (θ_tξ)(s) = ξ(t + s) (s, t ¿ 0) – sdvig; α_t : (α_tξ)(s) = ξ(t ∧ s) (s, t ¿ 0) – ostanovka.

Pust~ A – klass vseh otkrytyh podmnoßestv mnoßestva X. Oboznaqim σ_G : σ_G(ξ) = inf{t ¿ 0 : ξ(t) ∉ G} – moment pervogo vyhoda iz mnoßestva G ∈ A. DlØ otkrytogo xara vvedem special~noe oboznaqenie: σ_r(ξ) = σ_{B(x,r)}(ξ), gde x = ξ(0), r > 0. Prinimaem σ? = σ0 = 0. Drugie oboznaqeniØ dlØ momentov pervogo vyhoda i ih iteraciæ budut privedeny pozdnee.

Pust~ F = σ(X_t : t ¿ 0) – sigma-algebra podmnoßestv mnoßestva D; F_t = σ(X_s : 0 6 s 6 t); T – mnoßestvo markovskih momentov otnositel~no potoka sigma-algebr (F_t)^∞_0 . Na fftom mnoßestve opredeleny kompozicii otobraßeniæ proekcii, sdviga i ostanovki, a imenno dlØ τ ∈ T imeem:

X_τ : X_τ (ξ) = X_{τ(ξ)} (ξ) na mnoßestve τ (ξ) < ∞; θ_τ : θ_τ (ξ) = θ_{τ(ξ)}(ξ) na mnoßestve τ (ξ) < ∞; α_τ : α_τ (ξ) = α_{τ(ξ)}(ξ) na mnoßestve D.

Oboznaqim summu markovskih momentov s uqetom sdviga: τ_1 ˙+τ_2 = τ_1+τ_2∘θ_{τ1} na mnoßestve {τ_1 < ∞} (τ_1, τ_2 ∈ T ). Zdes~ i dalee operaciØ ”∘” oznaqaet superpozici¸ dvuh funkciæ: (f ∘ψ)(s) = f(ψ(s)), otkuda (f ∘ ψ)^{−1}(S) = ψ^{−1}(f^{−1}(S)), pri sootvetstvu¸wem opredelenii oblasteæ zadaniØ i znaqeniØ funkciæ. Pust~ σ^k_r (k ¿ 1) – iterirovannyæ moment pervogo vyhoda iz xarovyh okrestnosteæ: σ^1_r = σ_r, σ^{k+1}_r = σ^k_r ˙+σ_r. DlØ proizvol~noæ posledovatel~nosti δ ≡ (Δ_1, Δ_2, . . . ), gde Δ_k ∈ A (k ¿ 1), opredelim iterirovannye momenty σ^n_δ (n ¿ 1) σ^1_δ = σ_{Δ1} , σ^{k+1}_δ = σ^k_δ ˙+σ_{Δk+1} . Prinimaem σ^0_δ = σ^0_r = 0.

Pust~ F_τ = {S ∈ F : (∀t ¿ 0) S ∩ {τ 6 t} ∈ F_t} (τ ∈ T ) – sigma-algebra podmnoßestv, predxestvu¸wih markovskomu momentu τ . Izvestno, qto l¸boæ fflement A ∈ F_τ moßet byt~ predstavlen v vide α^{−1}_τ A (sm. [6, s. 48]). Ots¸da vytekaet oboznaqenie F_τ = α^{−1}_τ F. Analogiqnu¸ sigma-algebru podmnoßestv, sledu¸wih za markovskim momentom τ , estestvenno oboznaqit~ θ^{−1}_τ F. �ta sigma-algebra soderßit mnoßestvo {τ < ∞}, a takße vse podmnoßestva fftogo mnoßestva, predstavimye v vide θ^{−1}_τ A (A ∈ F).

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 253

2.2. Mery i semeæstva mer.

Raspredelenie (veroØtnostnaØ mera) P nazyvaetsØ markovskim otnositel~no markovskogo momenta τ , esli (∀B ∈ F) (∀A ∈ F_τ ) spravedlivo P(θ^{−1}_τ B, A ∩ {τ < ∞}) = E(P(θ^{−1}_τ B| X_τ ); A ∩ {τ < ∞}), gde pod znakom matematiqeskogo oßidaniØ sprava stoit uslovnaØ veroØtnost~ otnositel~no sigma-algebry σ(X_τ ) = σ(X_τ ∩{τ < ∞}) (sledovatel~no, {τ = ∞} ∈ σ(X_τ )).

Pust~ (P_x) (x ∈ X) – izmerimoe semeæstvo veroØtnostnyh mer na F takoe, qto (∀x ∈ X) P_x(X_0 = x) = 1. My budem govorit~, qto dlØ semeæstva mer (P_x) vypolnØetsØ markovskoe svoæstvo otnositel~no momenta τ , esli (∀B ∈ F) (∀A ∈ F_τ ) P_x(θ^{−1}_τ B, A ∩ {τ < ∞}) = E_x(P_{Xτ} (B); A ∩ {τ < ∞}). Takoe τ my nazyvaem momentom regeneracii semeæstva mer (P_x). Oboznaqim M(P_x) mnoßestvo momentov regeneracii dannogo semeæstva mer.

Semeæstvo (P_x) nazyvaetsØ polumarkovskim, esli pri l¸bom

G ∈ A σG ∈ M(Px). Izvestno takße, qto l¸baØ koneqnaØ ite-

raciØ momentov pervogo vyhoda iz otkrytyh mnoßestv vida σ^n_δ takße ØvlØetsØ momentom regeneracii polumarkovskogo processa [6, s. 72].

Vse sformulirovanye vyxe usloviØ v terminah perehodnyh veroØtnosteæ mogut byt~ ffkvivalentnym obrazom sformulirovany v terminah uslovnyh matematiqeskih oßidaniæ. V qastnosti, semeæstvo mer (P_x) nazyvaetsØ polumarkovskim, esli (∀G ∈ A) dlØ l¸byh izmerimyh integriruemyh funkciæ f i g spravedlivo

E_x((f ∘ θ_{σG} )(g ∘ α_{σG} ); σ_G < ∞) = E_x(E_{XσG} (f)(g ∘ α_{σG} ); σ_G < ∞).

Polumarkovskoæ perehodnoæ funkcieæ nazyvaetsØ Ødro: F_τ (A × S|x) = P_x(τ ∈ A, X_τ ∈ S), (τ ∈ T , A ∈ B(R_+), S ∈ B(X)). Polumarkovskoæ perehodnoæ proizvodØweæ funkcieæ nazyvaetsØ laplasov obraz perehodnoæ funkcii: f_τ (λ; S|x) = E_x(e^{−λτ} ; X_τ ∈ S, τ < ∞) (λ ¿ 0).

254 B. P. HARLAMOV

3. Predvaritel~nye rezul~taty 3.1. VyvodØwie posledovatel~nosti.

DlØ podmnoßestva A ⊂ XvyvodØweæ posledovatel~nost~¸ nazyvaetsØ posledovatel~nost~ δ = (Δ_1, Δ_2, . . . ) (Δ_i ⊂ X) takaØ, qto dlØ l¸byh ξ ∈ D i t ∈ R_+ suwestvuet n ∈ N, pri kotorom X_σn_δ (ξ) ∉ A ili ße σ^n_δ (ξ) > t.

Pust~ S(A_1, A) – mnoßestvo vseh vyvodØwih iz A posledovatel~nosteæ, sostavlennyh iz fflementov klassa A_1 podmnoßestv mnoßestva X. Sokrawennye oboznaqeniØ: S(A_1) = S(A_1, X), a tak- ße S(r, A) = S({B(x, r) : x ∈ X}, A) (r > 0), S(r) = S(r, X). VyvodØwaØ iz Xposledovatel~nost~ nazyvaetsØ prosto vyvodØweæ posledovatel~nost~¸. Izvestno, qto, esli A_1 ⊂ A i A_1 ØvlØetsØ pokrytiem mnoßestva A, to S(A_1, A) ≠ ?. Krome togo, esli δ ∈ S(A_1), to δ∩A ∈ S(A_1, A), gde posledovatel~nost~ δ∩A sostoit iz pereseqeniæ Δ_n ∩ A [6, s. 54].

DlØ l¸byh δ ∈ S i r > 0 opredeleny otobraßeniØ “gorizontal~nogo kvantovaniØ” L_δ i L_r : D → D takie, qto (∀t ∈ R_+)

X_t(L_δξ) = X_σn_δ (ξ), X_t(L_r ξ) = X_σn_r (ξ),

gde σ^n_δ (ξ) ≤ t < σ^{n+1}_δ (ξ) i σ^n_r (ξ) ≤ t < σ^{n+1}_r (ξ) sootvetstvenno.

KompoziciØ posledovatel~nosteæ. DlØ dal~neæxego issle-

dovaniØ nam budut polezny vyvodØwie posledovatel~nosti special~nogo vida. Kompozicieæ dvuh vyvodØwih posledovatel~nosteæ δ_i = (Δ_{i1}, Δ_{i2}, . . . ) (i = 1, 2) nazyvaetsØ posledovatel~nost~ δ_1 × δ_2, sostoØwaØ iz fflementov vida Δ_{1j1} ∩ Δ_{2j2} (j_i ∈ N). V osnove opredeleniØ kompozicii leßit sledu¸wee svoæstvo: dlØ l¸byh

G ∈ A i δ ≡ (Δ1, Δ2, . . . ) ∈ S(A1) spravedlivo σ_{G∩Δ1} ˙+ . . . ˙+σ_{G∩Δk} → σ_G pri k → ∞, i esli σ_G(ξ) < ∞, to (∃N ∈ N) σ_G(ξ) = (σ_{G∩Δ1} ˙+ . . . ˙+σ_{G∩ΔN} )(ξ) [6]. Oboznaqim τ (i_1) = σ^{i1}_{G∩δ1} (0 6 i_1 6 N ) i pust~ τ (N ) = σ_G. V fftom predstavlenii N – F_{σG} -izmerimaØ funkciØ, ravnaØ qislu skaqkov funkcii L_{G∩δ1} na intervale (0, σ_G]. Pri l¸bom 1 6 i_1 6 N takom, qto τ (i_1) > τ (i_1 − 1) imeem predstavlenie τ (i_1) = τ (i_1 −1) ˙+σ_{G∩Δ1i1} . Pofftomu interval [τ (i_1 −1), τ (i_1)) moßet byt~ razbit na podyntervaly s pomow~¸ vyvodØweæ posledovatel~nosti (δ_2 ∩ G ∩ Δ_{1i1}), tak kak pri nekotorom N (i_1) ¿ 1

σ_{G∩Δ1i1} = σ_{G∩Δ1i1 ∩Δ21} ˙+ . . . ˙+σ_{G∩Δ1i1 ∩Δ2N(i1 )} .

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 255 Zdes~ N (i_1) – F_{σG∩Δ1i1} – izmerimaØ celoqislennaØ funkciØ. Takim obrazom, poluqaem bolee melkoe razbienie intervala [0, σ_G] toqkami (markovskimi momentami) τ (i_1, i_2), gde 0 6 i_1 6 N ,

0 6 i2 6 N (i1), a takße τ (i1, 0) = τ (i1 − 1) i τ (i1, N (i1)) = τ (i1).

Pri fftom, esli τ (i_1, i_2) > τ (i_1, i_2 − 1), to τ (i_1, i_2) = τ (i_1, i_2 − 1) ˙+σ_{G∩Δ1i1 ∩Δ2i2)} . Po indukcii opredelØem kompozici¸ δ_1 ×· · ·×δ_n l¸bogo koneqnogo qisla vyvodØwih posledovatel~nosteæ δ_k = (Δ_{k1}, Δ_{k2}, . . . ) ∈ S(A_k), gde A_k – sqetnoe otkrytoe pokrytie prostranstva X. Pust~ (A_n)^∞_{n=1} – posledovatel~nost~ sqetnyh otkrytyh pokrytiæ prostranstva X. Opredelim rang pokrytiØ (posledovatel~nosti) kak rank A_n = sup(diam Δ : Δ ∈ A_n) (analogiqno dlØ posledovatel~nosti). Rang kompozicii posledovatel~nosteæ ne prevyxaet naimen~xego ranga iz rangov komponent. Takim obrazom, esli rank A_n → 0, to i rank δ_1 × · · ·× δ_n → 0.

MonotonnaØ posledovatel~nost~ kompoziciæ vyvodØwih posledovatel~nosteæ, sostavlennaØ dlØ otkrytyh pokrytiæ s ubyva¸wimi rangami ispol~zuetsØ dalee dlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ additivnogo funkcionala po sledu traektorii processa i krivolineænogo integrala po fftomu additivnomu funkcionalu.

3.2. Posledovatel~nost~ vpisannyh ffllipsoidov. Pust~ G ∈ A i x ≡ ξ(0) ∈ G. Opredelim r(x, G) = sup{r > 0 : B(x, r) ⊂ G},

gde B(x, r) – otkrytyæ xar radiusa r s centrom x. DlØ dannogo qisla u > 0 pust~ σ_{G,u}(ξ) = σ_{r(π0(ξ),G)∧u}(ξ). Togda σ_{G,u} ∈ T (markovskiæ moment) i σ_G = σ_{G,u} ˙+σ_G. Sledovatel~no, pri l¸- bom n ¿ 1 spravedlivo σ_G = σ^n_{G,u} ˙+σ_G, gde σ^n_{G,u} = σ_{G,u} ˙+ . . . ˙+σ_{G,u} (v pravoæ qasti ravenstva odinakovoe slagaemoe povtorØetsØ n raz). Poloßim σ^0_{G,u} = 0, a takße v sluqae ξ(0) ∉ G σ_{G,u}(ξ) = 0. Sledovatel~no, dlØ l¸boæ ξ suwestvuet predel lim_{n→∞} σ^n_{G,u} ≡ σ^∞_{G,u} 6 σ_G. Legko ponØt~, qto limx_n ∉ G, gde x_n = π_σn_{G,u} , i, sledovatel~no, esli ξ ∈ C (nepreryvna), to σ^∞_{G,u} = σ_G.

Metod vpisannyh xarov legko moßet byt~ obobwen na sluqaæ vpisannyh okrestnosteæ dostatoqno proizvol~noæ formy pri uslovii fiksirovannogo semeæstva okrestnosteæ, sootvetstvu¸wego kaßdoæ toqke fazovogo prostranstva. Dalee budut

256 B. P. HARLAMOV ispol~zovat~sØ ffllipsoidal~nye okrestnosti toqki s konfiguracieæ, opredelØemoæ poloßitel~no opredelennoæ matriceæ kofffficientov pri vtoryh proizvodnyh qastnogo differencial~nogo uravneniØ fflliptiqeskogo tipa. Pust~ E(x) – normirovannyæ i centrirovannyæ otkrytyæ ffllipsoid, sootvetstvu- ¸wiæ toqke x ∈ G, (x + rE(x))^∞_{r=0} – semeæstvo ffllipsoidal~- nyh okrestnosteæ toqki x s parametrom masxtaba r. Oboznaqim r(x, G) = sup{r > 0 : x + rE(x) ⊂ G}, E_u(x) = x + (r(x, G) ∧ u)E(x), a takße σ_{G,u}(ξ) = σ_{Eu(X0(ξ))}(ξ), priqem σ_{G,u}(ξ) = 0, esli X_0(ξ) ∉ G. Oboznaqim σ^n_{G,u} – n-aØ iteraciØ fftogo momenta pervogo vyhoda. Esli otnoxenie maksimal~noæ poluosi ffllipsoida E(x) k minimal~noæ kak funkciØ ot x ograniqeno na mnoßestve G, to pri l¸bom u na mnoßestve nepreryvnyh funkciæ σ^n_{G,u} → σ_G (n → ∞).

3.3. Asimptotiqeskie formuly. Rassmotrim sluqaæ mnogo-

mernogo fazovogo prostranstva: X= R^d pri d ¿ 2 (odnomernyæ sluqaæ znaqitel~no prowe i rassmatrivaetsØ otdel~no [7]).

Utoqnim klass polumarkovskih processov, po kotorym opredelØetsØ stohastiqeskiæ integral. Oboznaqim f_τ (λ; ϕ|x) = E_x(e^{−λτ} ϕ(X_τ ); τ < ∞), gde ϕ – nepreryvnaØ funkciØ na fazovom prostranstve. Polumarkovskim processom diffuzionnogo tipa nazovem process, dlØ kotorogo dlØ l¸bogo ograniqennogo mnoßestva G ∈ A funkcional f_{σG} (λ; ϕ|x) kak funkciØ ot x ∈ G udovletvorØet qastnomu differencial~nomu uravneni¸ 1 2 d∑ i,j=1 a^{ij} D_{ij}u + d∑ i=1 b^iD_iu − cu = 0, (1) gde a^{ij} = a^{ij} (x), (a^{ij} (x)) – poloßitel~no opredelennaØ matrica,

zavisØwaØ ot toqki x, priqem^d ∑ i=1 a^{ij}(x) = d; (b^i) = (b^i(x)) – vektor,

zavisØwiæ ot x, c = c(λ, x) – neotricatel~naØ veliqina, zavisØwaØ ot λ ¿ 0 i ot x; D_{ij} , D_i – operatory differencirovaniØ po sootvetstvu¸wim koordinatam. Krome togo vypolnØetsØ graniqnoe uslovie u(x) = ϕ(x) pri x ∈ ∂G.

Budem predpolagat~, qto pri l¸byh i i j kofffficienty a^{ij}, b^i, c – nepreryvnye funkcii ot x, priqem a^{ij} dvaßdy nepreryvno differenciruemy, b^i nepreryvno differenciruemy. Pust~,

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 257 krome togo, suwestvu¸t poloßitel~nye qisla Λ_1, Λ_2 takie, qto pri l¸byh x ∈ G ∑ ij a^{ij} (x)x^ix^j ¿ Λ_1‖x‖^2, |b^i(x)|, |c(λ, x)| 6 Λ_2. Predstavim matricu a(x) = (a^{ij} (x)) v vide proizvedeniØ nevyroßdennoæ matricy na transponirovannu¸: a(x) = U^T_x U_x.

Pust~ G_r = x + rG(x), gde G(x) – ograniqennoe vypukloe mnoßestvo, soderßawee 0, s kusoqno gladkoæ graniceæ. V rabote [8] dokazano razloßenie

f_{σGr} (λ, ϕ| x)−ϕ(x) = (r^2A^{(0)}_λ (ϕ| x)+o(r^2)) 2F (U^{−1}_x G(x)) (r → 0) (2)

ravnomerno po vsem G(x) ∈ A^∘, gde A^∘ – mnoßestvo ograniqennyh normirovannyh okrestnosteæ nulØ, vkl¸qa¸wee v sebØ vse koneqnye pereseqeniØ sfer, soderßawih 0, λ ¿ 0, ϕ – dvaßdy nepreryvno differenciruemaØ funkciØ,

A^{(0)}_λ (ϕ| x) = 1 2 d∑ i,j=1 a^{ij}(x)D_{ij} ϕ(x) + d∑ i=1 b^i(x)D_iϕ(x) − c(x, λ)ϕ(x),

F (S) = ∫ S Q_S (0, p) dp^1 . . . dp^d S ∈ A^∘, Q_S (0, p) – funkciØ Grina operatora Laplasa na mnoßestve S (formula (17) iz [8]). Izvestno, qto dlØ l¸bogo x ∈ G spravedlivo F (U^{−1}_x B) = 1/(2d), gde B = B(0, 1) [6, s. 227].

VtoraØ asimptotiqeskaØ formula otnositsØ k matematiqeskomu oßidani¸ vremeni pervogo vyhoda iz maloæ okrestnosti naqal~noæ toqki processa. Izvestno, qto uravneni¸ (1) sootvetstvuet polumarkovskiæ process v tom i tol~ko v tom sluqae, esli pri l¸bom x c(λ, x) kak funkciØ ot λ neotricatel~na i imeet vpolne monotonnu¸ po λ proizvodnu¸ ∂c(λ, x)/∂λ. Predpoloßim takße, qto c(0, x) ≡ 0. Pri sformulirovannyh vyxe usloviØh postroennyæ po uravneni¸ (1) polumarkovskiæ process obladaet svoæstvom: dlØ ograniqennogo mnoßestva G spravedlivo (∀x ∈ G) P_x(σ_G < ∞) = 1. Oboznaqim γ(x) = ∂c(λ, x)/∂λ | | |_{λ=0}. Predpoloßim, qto 0 < γ(x) < ∞. V rabote [8] dokazano, qto

E_x(σ_{Gr} ) = (r^2γ(x) + o(r^2)) 2F (U^{−1}_x G(x)) (r → 0) (3)

258 B. P. HARLAMOV ravnomerno po x ∈ G.

Formula (3) moßet byt~ obobwena v sledu¸wem napravlenii.

Rassmotrim integral S^g_t =^t ∫ 0 g(X_s) ds, gde τ ∈ T , g – nepreryvnaØ

poloßitel~naØ funkciØ na X. Iz nepreryvnosti sprava traektoriæ processa sleduet asimptotika bezuslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ

E_x(S^g_{σGr} ) = (r^2γ(x)g(x) + o(r^2)) 2F (U^{−1}_x G(x)) (r → 0) (4)

Predpoloßim, qto funkciØ γ nepreryvna na G. Iz formul (2), (4) vytekaet ffkvivalentnost~: pri r → 0 E_x(exp(−λσ_{Gr} )ϕ(X_{σGr} )) − ϕ(x) E_x(S^g_{σGr} ) = A^{(0)}_λ (ϕ| x) g(x)γ(x) (1 + o(1)). (5)

�ta ffkvivalentnost~ imeet kl¸qevoe znaqenie pri postroenii stohastiqeskogo integrala po polumarkovskomu processu. Kak budet pokazano niße, pridavaØ funkcii g razliqnye znaqeniØ, moßno poluqit~ razliqnye additivnye funkcionaly, otnositel~no kotoryh osuwestvlØetsØ krivolineænoe integrirovanie.

3.4. Sled traektorii.

Pust~ Φ – mnoßestvo nepreryvnyh neubyva¸wih funkciæ

ϕ : R+ → R+ takih, qto ϕ(0) = 0, ϕ(t) → ∞ (t → ∞); ϕ^∗ – obrat-

noe k ϕ otobraßenie: ϕ^∗(t) = inf ϕ^{−1}[t, ∞). Oqevidno, qto funkciØ ϕ^∗ nepreryvna sleva. S pomow~¸ funkciæ ϕ opredelØ¸tsØ zameny vremeni po formule ξ_1 = ξ ∘ ϕ. Netrudno proverit~, qto otnositel~no zameny vremeni momenty i toqki pervogo vyhoda preobrazu¸tsØ special~nym obrazom, a imenno σ_G(ξ ∘ ϕ) = ϕ^∗(σ_Gξ), X_{σG} (ξ ∘ ϕ) = X_{σG} ξ (G ∈ A). Toqno takim ße obrazom preobrazu¸tsØ koneqnye iteracii momentov pervogo vyhoda, momenty, poluqaemye iz nih s pomow~¸ predel~nogo perehoda i mnogih drugih preobrazovaniæ. DlØ issledovaniØ polumarkovskih processov osobu¸ rol~ igra¸t markovskie momenty, oblada¸wie fftim svoæstvom, a imenno, klass T^∗ = {τ ∈ T : (∀ξ ∈ D) (∀ϕ ∈ Φ) τ (ξ ∘ ϕ) = ϕ^∗(τ (ξ))}, kotoryæ nazyvaetsØ mnoßestvom vnutrennih markovskih momentov.

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 259

Rassmotrim otnoxenie ffkvivalentnosti ξ_1^ℓ∼ ξ_2, kotoroe oznaqaet, qto suwestvu¸t takie ϕ_1, ϕ_2 ∈ Φ, qto ξ_1 ∘ ϕ_1 = ξ_2 ∘ ϕ_2. Klass ffkvivalentnosti ℓξ funkcii ξ po otnoxeni¸^ℓ∼ nazyvaetsØ sledom ili posledovatel~nost~¸ sostoØniæ traektorii ξ. Analogiqno opredelØetsØ sled traektorii meßdu dvumØ vnutrennimi markovskimi momentami τ_1, τ_2. Pri fftom τ_1 < τ_2 dlØ vseh ffkvivalentnyh traektoriæ vypolnØetsØ odnovremenno. Oboznaqim F^∗ sigma-algebru vseh mnoßestv B ∈ F takih, qto dlØ l¸byh ϕ ∈ Φ spravedlivo ξ ∈ B ⇔ ξ ∘ ϕ ∈ B. Primerami F^∗-izmerimyh mnoßestv ØvlØ¸tsØ mnoßestva: {τ < ∞}, {X_τ ∈ S}, gde τ ∈ T^∗, S ∈ B(X). S drugoæ storony, sled nepreryvnoæ funkcii ξ na intervale [0, τ_0] (τ_0 ∈ T^∗, τ_0 < ∞) moßet byt~ predstavlen konstruktivnym obrazom s pomow~¸ znaqeniæ X_τ (ξ) dlØ τ iz dostatoqno bogatogo mnoßestva vnutrennih markovskih momentov, naprimer dlØ vseh τ_{kn} = σ^n_δ (δ ∈ S(A_k) k ¿ 1, n ¿ 1), gde rank A_k → 0 [6, s. 252].

Iz sdelannyh predpoloßeniæ o kofffficientah uravneniØ (1), opredelØ¸wego semeæstvo mer (P_x) nepreryvnogo polumarkovskogo processa, sleduet, qto dlØ l¸bogo ograniqennogo mnoßestva G ∈ A i l¸boæ toqki x ∈ G vypolnØetsØ P_x(σ_G < ∞) = 1. Oboznaqim F^∗_{σG} ≡ α^{−1}_{σG} F^∗ i F^0_{σG} ≡ σ(X_{τkn} ; k, n ¿ 1). Iz skazannogo vyxe sleduet, qto dlØ l¸boæ toqki x ∈ G sigma-algebry F^∗_{σG} i F^0_{σG} sovpada¸t s toqnost~¸ do ih popolneniæ po mere P_x. V qastnosti, uslovnye matematiqeskie oßidaniØ kakoæ-libo sluqaænoæ veliqiny otnositel~no F^∗_{σG} i F^0_{σG} sovpada¸t P_x-poqti navernoe. Iz skazannogo Øsno, qto pri izuqenii sleda traektorii moßno oboætis~ neskol~ko men~xim (formal~no) klassom, qem klass vseh vnutrennih markovskih momentov T^∗, a imenno – klassom T^0, opredelØemym, kak klass, soderßawiæ vse σ_G (G ∈ A), vse koneqnye iteracii takih momentov i zamknutyæ otnositel~no shodimosti snizu.

3.5. Additivnye funkcionaly. Nazovem additivnym funkci-

onalom vewestvennu¸ funkci¸ dvuh argumentov a_t(ξ) (ξ ∈ D,

0 6 t 6 ∞) taku¸, qto a0 ≡ 0, at kak funkciØ ot ξ izmerima

otnositel~no F_t i dlØ l¸byh t_1, t_2 ¿ 0 (t_1 < ∞) spravedlivo

a_{t1 ˙+t2} = a_{t1} + a_{t2} ∘ θ_{t1} .

Mul~tiplikativnym funkcionalom nazyvaetsØ poloßitel~naØ vewestvennaØ funkciØ dvuh argumentov m_t(ξ) (ξ ∈ D, 0 6 t 6 ∞)

260 B. P. HARLAMOV taku¸, qto m_0 ≡ 1, m_t kak funkciØ ot ξ izmerima otnositel~no F_t i dlØ l¸byh t_1, t_2 ¿ 0 (t_1 < ∞) spravedlivo

m_{t1 ˙+t2} = m_{t1} (m_{t2} ∘ θ_{t1} ).

Esli (a_t) – additivnyæ funkcional, to (m_t) – mul~tiplikativnyæ funkcional, gde m_t = exp a_t. Esli (m_t) – mul~tiplikativnyæ funkcional, to (a_t) – additivnyæ funkcional, gde a_t = log m_t. Takim obrazom dostatoqno izuqat~ svoæstva tol~ko odnogo iz fftih dvuh vidov funkcionalov, naprimer, additivnogo. Oboznaqim a_τ (ξ) = a_{τ(ξ)}(ξ) dlØ τ ∈ T . Pri fftom a_τ kak funkciØ ot ξ izmerima otnositel~no F_τ i dlØ l¸byh τ_1, τ_2 ∈ T (τ_1 < ∞) spravedlivo a_{τ1 ˙+τ2} = a_{τ1} + a_{τ2} ∘ θ_{τ1} . (6)

Primerom additivnogo funkcionala ØvlØetsØ, vo-pervyh, samo vremØ a_t ≡ t. Vo-vtoryh, – ffto integral po vremeni vida S^g_t , gde g — B(X)-izmerimaØ vewestvennaØ funkciØ. �to sleduet iz predstavleniØ: dlØ τ_i ∈ T :

S^g_{τ1 ˙+τ2} = τ1∫ 0 g(X_s) ds + τ1+τ2∘θ_τ1 ∫ τ1 g(X_s) ds =

= τ1∫ 0 g(X_s) ds + τ2∘θ_τ1∫

0 g(X_{τ1 +s}) ds =

= τ1∫ 0 g(X_s) ds + τ2∘θ_τ1∫

0 g(X_s ∘ θ_{τ1} ) ds = S^g_{τ1} + S^g_{τ2} ∘ θ_{τ1} .

V teorii stohastiqeskogo integrirovaniØ po polumarkovskomu processu osobu¸ rol~ igra¸t F^0-izmerimye additivnye (mul~- tiplikativnye) funkcionaly (a_t), kotorye nazyva¸tsØ takße additivnymi (mul~tiplikativnymi) funkcionalami po sledu. �ti additivnye funkcionaly opredelØ¸tsØ svoæstvami:

1) a_0 = 0, 2) pri l¸bom τ ∈ T^0 a_τ kak funkciØ ot ξ izmerima otnositel~no F^0_τ ,

3) pri l¸byh τ_1, τ_2 ∈ T^0 vypolnØetsØ formula (6).

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 261 Analogiqno opredelØ¸tsØ F^0-izmerimye mul~tiplikativnye funkcionaly. Postroenie F^0-izmerimyh additivnyh i mul~tiplikativnyh funkcionalov opiraetsØ na sledu¸wu¸ lemmu:

Lemma 1. DlØ l¸bogo τ ∈ T^0 i dlØ l¸bogo x Px-poqti navernoe

spravedlivo

1) dlØ l¸byh integriruemyh funkciæ f i g E_x((f ∘ α_τ )(g ∘ θ_τ )| F^0) = E_x(f ∘ α_τ | α^{−1}_τ F^0)E_x(g ∘ θ_τ | θ^{−1}_τ F^0), 2) dlØ l¸boæ integriruemoæ funkcii g E_x(g ∘ θ_τ | θ^{−1}_τ F^0) = (E_{X0} (g| F^0)) ∘ θ_τ .

Dokazatel~stvo.

1) Svoæstvo dokazano v [6, s. 288].

2) Imeem dlØ proizvol~nogo mnoßestva A ∈ F^0, F-izmerimoæ funkcii g, toqki x ∈ Xi τ ∈ T^0 E_x(g ∘ θ_τ ; θ^{−1}_τ A) = E_x(E_{Xτ} (g; A)).

Krome togo (∀x ∈ X) P_x-poqti navernoe E_x(g) = E_{X0} (g) i E_x(g| F^0) = E_{X0} (g| F^0), gde (E_{X0} (g| F^0))(ξ) = E_{X0(ξ)}(g| F^0)(ξ) – ξ-seqenie izmerimoæ otnositel~no B(X)⊗F^0 funkcii E_{(·)}(g| F^0), kotoroe ØvlØetsØ F^0-izmerimym. Ots¸da P_x-poqti navernoe E_x(E_x(g| F^0); A) = E_x(E_{X0} (g| F^0); A).

Sledovatel~no, E_x(E_{Xτ} (g; A)) = E_x(E_{Xτ} (E_{X0} (g| F^0); A)) = = E_x((E_{X0} (g| F^0)) ∘ θ_τ ; θ^{−1}_τ A), a takße E_x(g ∘ θ_τ | θ^{−1}_τ F^0) = (E_{X0} (g| F^0)) ∘ θ_τ P_x-poqti navernoe. •

Privedem primery F^0-izmerimyh additivnyh i mul~tiplikativnyh funkcionalov.

262 B. P. HARLAMOV

Primer 1. Rassmotrim pri fiksirovannom x i τ ∈ T^0 F^0_τ -

izmerimu¸ funkci¸ μ^{(x)}τ = E_x(τ | F^0_τ ), kotoraØ P_x-poqti navernoe sovpadaet s funkcionalom μ_τ = E_{X0} (τ | F^0_τ ). Ots¸da soglasno lemme 1 i oqevidnomu predstavleni¸ τ = τ ∘ α_τ (τ ∈ T ) imeem

μ_{τ1 ˙+τ2} = E_x(τ_1 ˙+τ_2| F^0) = E_x(τ_1| α^{−1}_{τ1} F^0) + E_x(τ_2 ∘ θ_{τ1} | θ^{−1}_{τ1} F^0) =

= E_x(τ_1| F^0) + (E_{X0} (τ_2| F^0)) ∘ θ_{τ1} = μ_{τ1} + μ_{τ2} ∘ θ_{τ1}

P_x-poqti navernoe. Sootvetstvu¸wiæ mul~tiplikativnyæ funkcional: m_τ = exp(μ_τ ).

Primer 2. Oboznaqim Mτ (λ) = EX_0 (exp(−λτ )| F^0). Soglasno

lemme 1 imeem

M_{τ1 ˙+τ2} (λ) = E_{X0} (exp(−λτ_1)(exp(−λτ_2) ∘ θ_{τ1} )| F^0) =

= E_{X0} (exp(−λτ_1)| F^0)E_{X0} (exp(−λτ_2) ∘ θ_{τ1} | θ^{−1}_{τ1} F^0) =

= M_{τ1} (λ)(M_{τ2} (λ) ∘ θ_{τ1} ).

Sootvetstvu¸wiæ neotricatel~nyæ additivnyæ funkcional: b_τ (λ) = − log M_τ (λ). V otliqie ot pervogo primera zdes~ ne predpolagaetsØ koneqnost~ matematiqeskogo oßidaniØ momentov τ_i.

Primer 3. Obobweniem primera 1 ØvlØetsØ F^0-izmerimyæ

additivnyæ funkcional μ^g_τ = E_{X0} (S^g_τ | F^0_τ ), qto sleduet iz additivnosti funkcionala S^g_τ .

Primer 4. Obobweniem primera 2 ØvlØetsØ F^0-izmerimyæ

mul~tiplikativnyæ funkcional M^g_τ = E_{X0} (exp(S^g_τ )| F^0_τ ), qto vytekaet iz mul~tiplikativnosti funkcionala exp(S^g_τ ). Sleduet zametit~, qto ispol~zovat~ funkcionaly μ^g_τ i M^g_τ imeet smysl tol~ko togda, kogda oni koneqny i ne obrawa¸tsØ v nol~, qto v dannoæ rabote budet predpologat~sØ (v terminah kofffficientov uravneniØ (1)).

Vektornym additivnym (mul~tiplikativnym) funkcionalom (v tom qisle F^0-izmerimym) nazyvaetsØ koneqnaØ sistema odnomernyh additivnyh (mul~tiplikativnyh) funkcionalov. V dal~neæxem ispol~zu¸tsØ d-mernye funkcionaly. Primerom vektornogo additivnogo funkcionala ØvlØetsØ integral S^g_t ≡ ∫_t 0 g(X_s) dt, gde g(x) – vektornoznaqnaØ funkciØ.

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 263

4. Stohastiqeskie integraly 4.1. Krivolineænye integraly. Pust~ (f(t)) – adaptirovan-

nyæ (otnositel~no (F_t)) sluqaænyæ process s traektoriØmi iz prostranstva D(X_1) funkciæ nepreryvnyh sprava i ime¸wih predely sleva so znaqeniØmi iz koneqnomernogo prostranstva

X1. Opredelim krivolineænyæ integral^{∫ σG}_0 f(τ ) daτ ot funkcii

f(t) po F^0-izmerimomu poloßitel~nomu additivnomu funkcionalu a_τ . Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo x ∈ X i l¸boæ posledovatel~nosti otkrytyh mnoßestv (Δ_n), gde Δ_n ↓ x, spravedlivo a_{Δn} → 0. Ots¸da sleduet, qto additivnyæ funkcional a_τ nepreryven sprava po τ . DlØ takogo funkcionala spravedlivo edinstvennoe razloßenie a_τ = a^0_τ + A_τ , gde a^0_τ – nepreryvnaØ i A_τ – qisto razryvnaØ qasti otnositel~no estestvennoæ metriki ρ_ℓ na slede (posledovatel~nosti sostoØniæ) traektorii vida: ρ_ℓ(τ_1, τ_2| ξ) = inf{diamΔ : Δ ∈ A_0, τ_1ξ 6 τ_2ξ < (τ_1 ˙+σ_Δ)(ξ)}, esli τ_1ξ 6 τ_2ξ i ρ_ℓ(τ_1, τ_2| ξ) = inf{diamΔ : Δ ∈ A_0, τ_2ξ 6 τ_1ξ < (τ_2 ˙+σ_Δ)(ξ)}, esli τ_2ξ 6 τ_1ξ [6, s. 302, 315]. Polagaem σ_G∫

0 f(τ ) da_τ = σ_G∫

0 f(τ ) da^0_τ + σ_G∫

0 f(τ ) dA_τ , gde σ_G∫

0 f(τ ) dA_τ = ∑ τ6σG^{f(τ − 0)(A(τ ) − A(τ − 0)) (τ ∈ T} 0), σ_G∫

0 f(τ ) da^0_τ = lim_{r→0} N^δ_G∑

k=1 f(τ_{k−1})(a^0_{τk} − a^0_{τk−1} ) (δ ∈ S(A_r)),

esli dannyæ predel suwestvuet (gde N^δ_G(ξ) – qislo skaqkov funkcii L_δ (ξ) do ee momenta pervogo vyhoda iz G, τ_k = σ^k_δ ). DlØ fftogo dostatoqno, qtoby funkciØ f byla nepreryvna sprava i imela predely sleva. Takim obrazom, opredelenie krivolineænogo integrala po poloßitel~nomu additivnomu funkcionalu malo otliqaetsØ ot opredeleniØ integrala Rimana–Stil~t~esa. Predstaviv additivnyæ funkcional ograniqennoæ variacii v vide raznosti dvuh poloßitel~nyh additivnyh funkcionalov, standartnym obrazom opredelØem krivolineænyæ integral po additivnomu funkcionalu ograniqennoæ variacii.

264 B. P. HARLAMOV

4.2. Polumartingal i martingal po sledu. Rassmotrim polu-

markovskiæ process diffuzionnogo tipa, upravlØemyæ uravneniem (1). Fiksiruem ograniqennoe mnoßestvo G ∈ A i x ∈ G. Rassmotrim vyvodØwu¸ iz G posledovatel~nost~ δ ranga r. Pust~ N^δ_G – nomer skaqka pervogo vyhoda iz G stupenqatoæ funkcii L_δ, t_k – moment k-ogo skaqka, x_k – znaqenie processa v moment kogo skaqka, pri fftom suwestvuet Δ_{k+1} ∈ A^o, qto t_{k+1} = t_k ˙+σ_{Δk+1} . Rassmotrim predstavlenie integrala ot funkcii ϕ(X_{σG} ). Imeem

E_x(ϕ(X_{σG} )) − ϕ(x) = E_x N^δ_G∑

k=1 (ϕ(x_k) − ϕ(x_{k−1})) =

= ∞∑ n=1 E_x (_n ∑ k=1 (ϕ(x_k) − ϕ(x_{k−1})); N^δ_G = n ) =

= ∞∑ k=1 E_x(ϕ(x_k) − ϕ(x_{k−1}); N^δ_G ¿ k) =

= ∞∑ k=1 E_x(E_{xk−1} (ϕ(X_{σΔk} ) − ϕ(X_0)); N^δ_G ¿ k).

Pol~zuØs~ ffkvivalentnost~¸ (5) pri λ = 0 i g(x) = A^{(0)}_0 (ϕ| x)/γ(x), poluqaem = ∞∑ k=1 E_x(E_{xk−1} (S^g_{σΔk} )(1 + ϵ(k, r)); N^δ_G ¿ k),

gde ϵ(k, r) → 0 (r → 0) ravnomerno po vsem k. Ots¸da poslednee vyraßenie moßet byt~ perepisano v vide = ∞∑ k=1 E_x(E_{xk−1} (S^g_{σΔk} ); N^δ_G ¿ k)(1 + ϵ(r)) =

= ∞∑ k=1 E_x(S^g_{tk} − S^g_{tk−1} ; N^δ_G ¿ k)(1 + ϵ(r)) → E_x(S^g_{σG} ).

Oboznaqiv A_0(ϕ| x) = A^{(0)}_0 (ϕ| x)/γ(x), poluqaem formulu

E_x(ϕ(X_{σG} )) − ϕ(x) = E_x σ_G∫

0 A_0(ϕ| X_t) dt . (7)

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 265 �ta formula izvestna iz teorii markovskih processov [4], gde (A_0(ϕ| x)) – harakteristiqeskiæ operator Dynkina. Iz additivnosti funkcionala S^g_τ sleduet spravedlivost~ fftoæ formuly pri zamene σ_G na proizvol~nyæ moment τ ∈ T^o.

Poloßim ϕ(X) = X^i − y^i. Togda A^{(0)}_0 (ϕ| y) = b^i(y), gde b(y) = (b^1(y), . . . , b^d(y)) – vektor kofffficientov pri pervyh proizvodnyh uravneniØ (1). RasprostranØØ oboznaqenie S^g_t na vektornye funkcii g, moßno zapisat~

E_x(X_τ − X_0) = E_x(S^{b/γ}_τ ) = E_x τ∫ 0 b(X_t) γ(X_t) dt . UqityvaØ fftu formulu, rassmotrim vektornyæ additivnyæ funkcional (process)

M^{(1)}_t = X_t − X_0 − S^{b/γ}_t .

Additivnost~ fftogo funkcionala sleduet iz additivnosti raznosti:

X_{τ1 ˙+τ1} − X_0 = X_{τ1} − X_0 + (X_{τ2} − X_0) ∘ θ_{τ1} .

DlØ dokazatel~stva martingal~nogo svoæstva fftogo processa zametim, qto dlØ l¸byh τ_1 i τ_2 iz T^0 suwestvuet τ_3 ∈ T^0 takoe, qto na mnoßestve τ_1 6 τ_2 τ_2 = τ_1 ˙+τ_3 (dokazatel~stvo vytekaet iz sootnoxeniØ {t < σ_Δ} ⇒ {σ_Δ = t ˙+σ_Δ} [6, s. 285]). Ots¸da dostatoqno rassmotret~ paru momentov τ_1 i τ_1 ˙+τ_2. Ispol~zuØ polumarkovskoe svoæstvo, imeem

E_x(M^{(1)}_{τ1 ˙+τ2} | F_{τ1} ) = E_x(M^{(1)}_{τ1} + M^{(1)}_{τ2} ∘ θ_{τ1} | F_{τ1} ) =

= M^{(1)}_{τ1} + E_{Xτ1} (M^{(1)}_{τ2} ) = M^{(1)}_{τ1} .

Takim obrazom martingal~noe svoæstvo vypolnØetsØ na qastiqno uporØdoqennom mnoßestve markovskih momentov T^0, no, voobwe govorØ, ne vypolnØetsØ na vseæ poluprØmoæ ili na kakomlibo intervale. Po analogii s polumarkovskimi processami takoæ process estestvenno nazvat~ polumartingalom (k soßaleni¸, fftot termin qasto ispol~zu¸t po otnoxeni¸ k ob¨edineni¸ klassov sub- i supermartingalov). Opredelenie stohastiqeskogo integrala moßet byt~ opredeleno v terminah polumartingala. Odnako dlØ vyvoda formuly Ito polumartingala ne

266 B. P. HARLAMOV dostatoqno. DlØ fftoæ celi budet ispol~zovana drugaØ modifikaciØ martingala – F^0-izmerimyæ martingal po sledu processa.

Zametim, qto formulu (7) moßno perepisat~ v vide

E_x(ϕ(X_{σG} )) − ϕ(x) = E_x σ_G∫

0 A_0(ϕ| X_τ ) γ(X_τ ) dμ_τ , (8) Na osnovanii fftoæ formuly poluqaem vtoroæ variant vektornoæ additivnoæ funkcii, kotoru¸ moßno nazvat~ martingalom na qastiqno uporØdoqennom mnoßestve T^0 ili martingalom po sledu.

M^{(2)}_τ = X_τ − X_0 − μ^f_τ ,

gde f = b/γ. Martingal~nost~ sleduet iz sootnoxeniæ

E_x(M^{(2)}_{τ1 ˙+τ2} | F_{τ1} ) = M^{(2)}_{τ1} + E_{Xτ1} (M^{(2)}_{τ2} ) = M^{(2)}_{τ1} .

Martingal (M^{(2)}τ ) ne prodolßaetsØ do “polumartingala”. Ego realizacii opredeleny na kaßdom slede traektorii, rassmatrivaemom kak uporØdoqennoe mnoßestvo toqek iz metriqeskogo prostranstva X. V dannom primere F^0-izmerimyæ additivnyæ funkcional svØzan so vremenem pervogo vyhoda iz otkrytyh mnoßestv. V otliqie ot polumartingala martingal po sledu moßno opredelit~ i v tom sluqae, kogda matematiqeskoe oßidanie fftogo vremeni beskoneqno (sm. primery additivnyh funkcionalov).

KvadratiqeskaØ harakteristika. Pokaßem, qto martingal

M ≡ M^{(2)} ØvlØetsØ kvadratiqno integriruemym i naædem kvadratiqesku¸ harakteristiku dlØ nego. Zametim, qto tak ße, kak i ishodnyæ process, martingal M imeet razmernost~ d i ego kvadratiqeskaØ harakteristika — ffto matrica s fflementami

K^{ij}(M, τ ) = E_x(M^i_τ M^j_τ ) (τ ∈ T^0).

Zametim, qto M_0 = 0 P_x-poqti navernoe. Rassmotrim vyraße- nie K^{ij}_m (M, σ_G) = E_x (_N ∑ k=1 (M^i_{tk} − M^i_{tk−1} ) N∑ k=1 (M^j_{tk} − M^j_{tk−1} ) ) , (9)

gde t_k = σ^k_{δm} , δ_m ∈ S_m – vyvodØwaØ iz G ∈ A posledovatel~nost~ porØdkovogo tipa ω^m ranga r_m (r_m → 0, kogda m → ∞), N =

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 267 N^{δm}_G (ξ) – qislo skaqkov kvantovannogo processa L_{δm} (ξ) v moment σ_G (pri fftom σ_G(ξ) = σ^N_{δm} (ξ)). Oboznaqim ΔM^s_k = M^s_{tk} − M^s_{tk−1} . Togda K^{ij}_m (M, σ_G) = ∞∑ n=1 E_x(M^i_{σG} M^j_{σG} ; N = n) =

= ∞∑ n=1 E_x (_n ∑ k=1 ΔM^i_kΔM^j_k +

+ n−1∑ k=1 n∑ l=k+1 ΔM^i_k ΔM^j_l + n−1∑ l=1 n∑ k=l+1 ΔM^i_k ΔM^j_l ; N = n ) .

MenØØ porØdok summirovaniØ:^∞ ∑ n=1 n−1∑ k=1 n∑ l=k+1 →^∞ ∑ k=1 ∞∑ l=k+1 ∞∑ n=l , uqityvaØ, qto {N ¿ l} ∈ F_{τl−1} , i pol~zuØs~ martingal~nym svoæstvom, poluqaem ∞∑ n=1 E_x (_{n−1} ∑ k=1 n∑ l=k+1 ΔM^i_k ΔM^j_l + n−1∑ l=1 n∑ k=l+1 ΔM^i_k ΔM^j_l ; N = n ) = 0.

Sledovatel~no, K^{ij}_m(M, σ_G) = ∞∑ k=1 E_x(ΔM^i_kΔM^j_k ; N ¿ k) =

= ∞∑ k=1 E_x((x^i_k −x^i_{k−1} −μ^{bi/γ}_{tk} +μ^{bi /γ}_{tk−1} )(x^j_k −x^j_{k−1} −μ^{bj /γ}_{tk} +μ^{bj /γ}_{tk−1} ); N ¿ k) =

= ∞∑ k=1 E_x((X^i_{σΔk} − X^i_0 − μ^{bi/γ}_{σΔk} )(X^j_{σΔk} − X^j_0 − μ^{bj /γ}_{σΔk} ) ∘ θ_{tk−1} ; N ¿ k) =

= ∞∑ k=1 E_x(E_{xk−1} ((X^i_{σΔk} − X^i_0 − μ^{bi/γ}_{σΔk} )(X^j_{σΔk} − X^j_0 − μ^{bj /γ}_{σΔk} )); N ¿ k) =

= ∞∑ k=1 E_x(E_{xk−1} ((X^i_{σΔk} − X^i_0)(X^j_{σΔk} − X^j_0 )−

−(X^i_{σΔk} − X^i_0)μ^{bj /γ}_{σΔk} − (X^j_{σΔk} − X^j_0 )μ^{bi/γ}_{σΔk} + μ^{bi/γ}_{σΔk} μ^{bj /γ}_{σΔk} ); N ¿ k).

268 B. P. HARLAMOV Ocenim porØdok proizvedeniæ. Soglasno asimptotike (5) imeem |E_x((X^i_{σΔk} − X^i_0)μ^{bj /γ}_{σΔk} )| 6 r_mE_x(μ^{|bj |/γ}_{σΔk} ). Ots¸da sleduet, qto summa fftih qlenov prenebreßimo mala pri m → ∞. Dalee ocenim qleny vida E_x(μ^{bi/γ}σ_{Δk} μ^{bj /γ}σ_{Δk} ). Imeem E_x(μ^{bi/γ}_{σΔk} μ^{bj /γ}_{σΔk} ) E_x(μ^g_{σΔk} ) ∼ (b^i(x)b^j(x)/γ^2(x))E_x((μ_{σΔk} )^2) g(x)E_x(μ_{σΔk} ) . Izvestno [6, s. 353], qto otnoxenie E_x((μ_{σΔk} )^2)/E_x(μ_{σΔk} ) stremitsØ k nul¸ pri m → ∞. Ots¸da sleduet, qto summa fftih qlenov takße prenebreßimo mala.

Ocenim qleny vida E_x((X^i_{σΔk} − X^i_0)(X^j_{σΔk} − X^j_0 )). Ispol~zuØ formulu (5) s funkcieæ ϕ(y) = (y^i − x^i)(y^j − x^j), pri kotoroæ A^{(0)}_0 (ϕ| x) = a^{ij}(x), poluqaem

E_x((X^i_{σΔk} − X^i_0)(X^j_{σΔk} − X^j_0 )) = E_x(S^f_{σΔk} )(1 + ϵ_1(m, k))

pri f(x) = a^{ij}(x)/γ(x), gde ϵ_1(m, k) → 0 pri m → ∞ ravnomerno po vsem k. Ots¸da K^{ij}_m (M, σ_G) = ∞∑ k=1 E_x(S^f_{σΔk} ∘ θ_{tk−1} ; N ¿ k)(1 + ϵ(m)) =

= E_x( N∑ k=1 S^f_{σΔk} ∘ θ_{tk−1} )(1 + ϵ(m)) = E_x(S^f_{σG} )(1 + ϵ(m)),

gde ϵ(m) → 0. Ots¸da

K^{ij}_m (M, σ_G) = E_x(S^f_{σG} ) = E_x σ_G∫

0 (a^{ij}(X_t)/γ(X_t)) dt . Iz postroeniØ sleduet spravedlivost~ fftoæ formuly pri zamene σ_G na proizvol~nyæ koneqnyæ moment τ ∈ T^0,

K^{ij}(M, τ ) ≡ E_x(M^i_τ M^j_τ ) = E_x τ∫ 0 ( a^{ij}(X_t) γ(X_t) ) dt. (10)

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 269 Iz poloßitel~noæ opredelennosti matricy (a^{ij}) sleduet poloßitel~naØ opredelennost~ matricy K^{ij}(M, τ ). Dokaßem teper~, qto (m^{ij}_τ ) ØvlØetsØ martingalom po sledu, gde

m^{ij}_τ = M^i_τ M^j_τ − μ^f_τ .

Imeem E_x(m^{ij}_{τ1 ˙+τ2} | F_{τ1} ) = m^{ij}_{τ1} +

+E_x(M^i_{τ1} (M^j_{τ2} ∘ θ_{τ1} ) + (M^i_{τ2} ∘ θ_{τ1} )M^j_{τ1} + (M^i_{τ2} M^j_{τ2} ) ∘ θ_{τ1} − μ^f_{τ2} ∘ θ_{τ1} | F_{τ1} ).

Vtoroæ qlen fftoæ summy raven nul¸ blagodarØ polumarkovskomu svoæstvu processa i tak kak E_x(M^i_τ ) = 0 i E_x(M^i_τ M^j_τ − μ^f_τ ) = 0 dlØ l¸bogo x ∈ G. Takim obrazom matriqnyæ additivnyæ funkcional s komponentami μ^{aij /γ}_τ ≡ τ∫ 0 a^{ij}(X_{t1} ) γ(X_{t1} ) dt_1 (11)

ØvlØetsØ analogom kvadratiqeskoæ harakteristiki odnomernogo kvadratiqno integriruemogo martingala.

4.3. Stohastiqeskiæ integral po martingalu.

PrinimaØ za ishodnu¸ zapis~ vektora ego zapis~ v vide stolbca, oboznaqim a^∗ transponirovannyæ vektor a (vektorstroku). Takim obrazom a^∗b – ffto skalØrnoe proizvedenie dvuh vektorov odinakovoæ razmernosti a i b, ravnoe v koordinatnoæ

zapisi^d ∑ i=1 a^ib^i. Dalee budut rassmatrivat~sØ integraly ot ska-

lØrnogo proizvedeniØ integriruemoæ vektornoznaqnoæ funkcii na priraweniØ vektornoznaqnoæ integriru¸weæ funkcii. DlØ rexeniØ problemy o suwestvovanii stohastiqeskogo integrala po polumartingalu rassmotrim funkci¸ f stupenqatogo vida takogo, qto suwestvuet posledovatel~nost~ markovskih momentov (τ_k)^N_1 , v kotoroæ N – celoqislennaØ funkciØ takaØ, qto {N = k} ∈ F_{τk} , τ_k ∈ T^0, τ_0 = 0 6 τ_1 6 . . . , τ_N = σ_G (v qastnosti, ffti momenty mogut byt~ vzØty iz sovokupnosti (σ^k_{δn} )), dlØ l¸byh t ∈ [τ_{k−1} < τ_k) f(t) = f(τ_{k−1}) i dlØ l¸bogo k f(τ_{k−1}) — F_{τk−1} -izmerimaØ sluqaænaØ veliqina so znaqeniØmi iz R^d. Opredelim stohastiqeskiæ integral na intervale [0, σ_G) ot funkcii

270 B. P. HARLAMOV

f po polumartingalu (M_t) kak summu σ_G∫

0 (f(τ ))^∗ dM_τ = N∑ k=1 (f(τ_{k−1}))^∗ (M_{τk} − M_{τk−1} ). Oboznaqim L_0 klass takih funkciæ f. Zametim, qto dlØ dvuh funkciæ fftogo klassa vsegda moßno podobrat~ posledovatel~- nost~ markovskih momentov s pereqislennymi vyxe svoæstvami tak, qtoby kaßdaØ iz fftih funkciæ sohranØet postoØnnoe znaqenie na l¸bom intervale meßdu sosednimi markovskimi momentami fftoæ posledovatel~nosti. Ots¸da sleduet, qto L_0 – lineænoe prostranstvo. DlØ rasprostraneniØ opredeleniØ stohastiqeskogo integrala na bolee xirokiæ klass funkciæ rassmotrim (v sootvetstvii s tradicionnoæ tehnikoæ prodolßeniØ stohastiqeskogo integrala [3, s. 72]) gil~bertovo prostranstvo opredelØemoe skalØrnym proizvedeniem (f, g) ≡ E_x σ_G∫

0 ∑ ij f^i(t)g^j (t) ( a^{ij} (X_t) γ(X_t) ) dt , (12) a takße popolnenie L_2 prostranstva L_0 otnositel~no metriki, opredelØemoæ normoæ ‖f‖ = (f, f)^{1/2}.

Pri fftom dlØ f ∈ L_0 spravedlivo.

‖f‖^2 = E_x σ_G∫

0 (f(τ ))^∗ dM_τ 2 . (13)

Deæstvitel~no,

E_x σ_G∫

0 (f(τ ))^∗ dM_τ 2 = ∑ ij E_x σ_G∫

0 f^i(τ ) dM^i_τ σ_G∫

0 f^j (τ ) dM^j_τ =

= ∑ ij ∞∑ n=1 E_x ((_n ∑ k=1 f^i(τ_{k−1})ΔM^i_k ) (_n ∑ l=1 f^j (τ_{l−1})ΔM^j_l ) ; N = n ) =

= ∑ ij ∞∑ n=1 E_x (_n ∑ k=1 f^i(τ_{k−1})f^j (τ_{k−1})ΔM^i_kΔM^j_k ; N = n ) =

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 271 = ∑ ij ∞∑ k=1 E_x ( f^i(τ_{k−1})f^j (τ_{k−1})(M^i_τ ′_k M^j_τ ′_k ) ∘ θ_{τk−1} ; N ¿ k ) , gde τ^′_k ∈ T^0 – prirawenie markovskogo momenta takoe, qto τ_k = τ_{k−1} ˙+τ^′_k. Soglasno polumarkovskomu svoæstvu poslednee vyraßenie ravno = ∑ ij ∞∑ k=1 E_x ( f^i(τ_{k−1})f^j (τ_{k−1})μ^{aij /γ}_τ ′_k ∘ θ_{τk−1} ; N ¿ k ) =

= ∑ ij E_x ∞∑ n=1 (_n ∑ k=1 f^i(τ_{k−1})f^j (τ_{k−1})S^{aij /γ}_τ ′_k ∘ θ_{τk−1} ; N = n ) =

= ∑ ij ∞∑ n=1 E_x σ_G∫

0 f^i(t)f^j (t) a^{ij} (X_t) γ(X_t) dt; N = n =

= E_x σ_G∫

0 ∑ ij f^i(t)f^j (t)a^{ij} (X_t) 1 γ(X_t) dt . Prodolßenie stohastiqeskogo integrala na prostranstvo L_2, sostoØwee iz predelov vseh shodØwihsØ v sebe posledovatel~nosteæ iz fflementov klassa L_0 (v smysle skalØrnogo proizvedeniØ (12)), nazyvaetsØ stohastiqeskim integralom (v smysle shodimosti v sredne kvadratiqnom) po martingalu (M_τ ). Pri fftom dlØ l¸boæ funkcii f ∈ L_2 spravedliva formula (13).

Stohastiqeskiæ integral po polumarkovskomu processu

Stohastiqeskiæ integral po polumarkovskomu processu diffuzionnogo tipa, kotoryæ takße moßno nazvat~ stohastiqeskim integralom po sledu fftogo processa, opredelØetsØ estestvennym obrazom kak summa stohastiqeskogo integrala po martingalu i krivolineænogo integrala po additivnomu funkcionalu ograniqennoæ variacii: σ_G∫

0 (f(τ ))^∗ dX_τ = σ_G∫

0 (f(τ ))^∗ dM_τ + σ_G∫

0 (f(τ ))^∗b(X_τ ) 1 γ(X_t) dμ_τ . (14)

272 B. P. HARLAMOV

4.4. Formula Ito–Dynkina.

DlØ vyvoda formuly Ito primenim metod vpisannyh ffllipsoidov. Ego primenenie svØzano s ispol~zovaniem asimptotiqeskoæ formuly (3), v kotoroæ mnoßitel~ F (U^{−1}_x G(x)) obrawaetsØ v postoØnnu¸ F (U^{−1}_x B) ≡ 1/(2d) [6, s. 227]. DlØ kaßdoæ toqki x ∈ G rassmotrim posledovatel~nost~ vpisannyh ffllipsoidov E_u(x) = x + (r(x, G) ∧ u)U^{−1}_x B (u > 0). Pust~ t_k = σ^k_{G,u} i x_k = X_σk_{G,u} . Oboznaqim J_u ≡ ∞∑ k=1 ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k, gde Δx^i_k = x^i_k − x^i_{k−1}, ϕ – nepreryvnaØ funkciØ. Imeem

E_x(J_u) = E_x (_∞ ∑ k=1 ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k ) =

= E_x (_∞ ∑ k=1 ϕ(x_{k−1})E_x(ΔX^i_kΔX^j_k| F_{tk−1} ) ) =

= E_x (_∞ ∑ k=1 ϕ(x_{k−1})E_{xk−1} ((X^i_{σG,u} − X^i_0)(X^j_{σG,u} − X^j_0 )) ) =

= E_x (_∞ ∑ k=1 E_{xk−1} (S^{ϕaij /γ}_{σG,u} )(1 + ϵ(k, u)) ) =

= E_x (_∞ ∑ k=1 E_{xk−1} (S^{ϕaij /γ}_{σG,u} ) ) (1 + ϵ(u)) =

= E_x(S^{ϕaij /γ}_{σG} )(1 + ϵ(u)) = = E_x(μ^{ϕaij /γ}_{σG} )(1 + ϵ(u)). Ots¸da E_x(J_u) → E_x(μ^{ϕaij /γ}_{σG} ) (u → 0). Lemma 2. Pri sdelannyh predpoloßeniØh Ju shoditsØ po veroØt-

nosti k krivolineænomu integralu J ≡ σ_G∫

0 ϕ(X_τ )a^{ij}(X_τ ) γ(X_τ ) dμ_τ .

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 273

Dokazatel~stvo. Oboznaqim Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} = μ^{ϕaij /γ}_{tk} − μ^{ϕaij /γ}_{tk−1} . Imeem

E_x(J_u − J)^2 = E_x (_∞ ∑ k=1 (ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k − Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} ) )_2 =

= E_x (_∞ ∑ k=1 (ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k − Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} )^2+

+2 ∑ k<l (ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k − Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} )(ϕ(x_{l−1})Δx^i_lΔx^j_l − Δμ^{ϕaij /γ}_{tl} ) ) . Vtoroæ qlen fftoæ summy raven

E_x ( 2 ∞∑ k=1 ∞∑ l=k+1 (ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k − Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} ) × ×(ϕ(x_{l−1})Δx^i_lΔx^j_l − Δμ^{ϕaij /γ}_{tl} ) ) . Pol~zuØs~ polumarkovskim svoæstvom, poluqaem

= 2E_x (_∞ ∑ k=1 ∞∑ l=k+1 (ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k − Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} )×

×E_x(ϕ(x_{l−1})Δx^i_l Δx^j_l − Δμ^{ϕaij /γ}_{tl} | F_{tl−1}) ) =

= 2E_x (_∞ ∑ k=1 ∞∑ l=k+1 (ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k − Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} )×

×E_{xl−1} (ϕ(X_0)(X^i_{σG,u} − X^i_0)(X^j_{σG,u} − X^j_0 ) − S^{ϕaij /γ}_{σG,u} ) ) =

= 2E_x (_∞ ∑ k=1 ∞∑ l=k+1 (ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k − Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} )×

×E_{xl−1} (ϕ(X_0)(X^i_{σG,u} − X^i_0)(X^j_{σG,u} − X^j_0 ) − μ^{ϕaij /γ}_{σG,u} ) ) =

= 2E_x (_∞ ∑ k=1 ∞∑ l=k+1 (ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k − Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} )E_{xl−1} (ϵ(u, l)μ^{ϕaij /γ}_{σG,u} ) ) =

274 B. P. HARLAMOV

= 2ϵ(u)E_x (_∞ ∑ k=1 (ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k − Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} )E_{xl−1} (μ^{ϕaij /γ}_{σG} ) ) =

= 2ϵ(u)E_x (_∞ ∑ k=1 (ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k − Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} )E_{xl−1} (S^{ϕaij /γ}_{σG} ) ) 6 2ϵ(u) sup_{x∈G} E_x(S^{ϕaij /γ}_{σG} )E_x (_∞ ∑ k=1 (|ϕ(x_{k−1})| · |Δx^i_k| · |Δx^j_k| + Δμ^{|ϕ|·|aij|/γ}_{tk} ) )

Imeem

E_x (_∞ ∑ k=1 (Δμ^{|ϕ|·|aij |/γ} t_k ) ) = E_x ( μ^{|ϕ|·|aij |/γ} σ_G ) ) = E_x ( S^{|ϕ|·|aij |/γ} σ_G ) )

ravnomerno ograniqeno. S drugoæ storony

E_x (_∞ ∑ k=1 (|ϕ(x_{k−1})| · |Δx^i_k| · |Δx^j_k|) ) 6 C^2 sup_{x∈G} |ϕ(x)| E_x (_∞ ∑ k=1 (r(x_{k−1}, G) ∧ u)^2 ) , gde C – verhnØØ gran~ otnoxeniØ maksimal~noæ osi ffllipsoida k minimal~noæ po mnoßestvu G. Summa v poslednem vyraßenii ravna

E_x (_∞ ∑ k=1 (r(x_{k−1}, G) ∧ u)^2 ) = d · E_x (_∞ ∑ k=1 E_{xk−1} (S^{1/γ}_{σG,u} )(1 + ϵ(u, k)) ) =

= d · E_x (_∞ ∑ k=1 E_{xk−1} (S^{1/γ}_{σG,u} ) ) (1 + ϵ(u)) = d · E_x(S^{1/γ}_{σG,u} )(1 + ϵ(u)) < ∞

ravnomerno po x ∈ G. Itak, vtoroæ qlen summy, predstavlØ¸weæ E_x(J_u − J)^2, stremitsØ k nul¸ pri u → 0. Rassmotrim pervyæ qlen. Imeem

= E_x (_∞ ∑ k=1 (ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k − Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} )^2 ) =

STOHASTIQESKI` INTEGRAL 275

= E_x (_∞ ∑ k=1 (ϕ^2(x_{k−1})Δ^2x^i_kΔ^2x^j_k− 2Δμ^{ϕaij /γ} t_k ϕ(xk−1)Δx i kΔx^j_k + Δ^2μ^{ϕaij /γ}_{tk} ) ) . Summa qlenov, soderßawih Δ^2x^i_kΔ^2x^j_k, stremitsØ k nul¸, tak kak otnoxenie E_x(Δ^2x^i_kΔ^2x^j_k)/E_x(σ_{G,u}) stremitsØ k nul¸ blagodarØ svoæstvu A_0(g| x) = 0, gde g(y) = (y^i −x^i)^2(y^j −x^j )^2. Summa qlenov, soderßawih 2Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} ϕ(x_{k−1})Δx^i_kΔx^j_k stremitsØ k nul¸ blagodarØ ocenke |Δx^i_kΔx^j_k| 6 C^2. Summa qlenov, soderßawih (Δμ^{ϕaij /γ}_{tk} )^2, stremitsØ k nul¸ blagodarØ svoæstvu polumarkovskogo processa E_x(μ^2_{Gr} )/E_x(μ_{Gr} ) → 0 (G_r ↓ x). Lemma dokazana. •

Iz dokazannoæ lemmy standartnym obrazom vyvoditsØ variant formuly Ito–Dynkina dlØ stohastiqeskogo integrala po polumarkovskomu processu, a imenno: dlØ dvaßdy nepreryvno differenciruemoæ funkcii ϕ spravedlivo predstavlenie

ϕ(X_{σG} ) = ϕ(X_0) + σ_G∫

0 ∇ϕ(X_τ )^∗ dX_τ +

1 2 ∑ ij σ_G∫

0 D_{ij} ϕ(X_τ )a^{ij}(X_τ )/γ(X_τ ) dμ_τ . (15)

V fftom predstavlenii pervyæ integral ØvlØetsØ stohastiqeskim integralom po polumarkovskomu processu, a vtoroæ – krivolineænym integralom po additivnomu funkcionalu.

V dannoæ stat~e razobran sluqaæ koneqnogo F^0-izmerimogo additivnogo funkcionala μ_τ . �tot ße metod primenim k sluqa¸ beskoneqnosti fftogo funkcionala, kotoryæ predpologaetsØ rassmotret~ v sledu¸weæ rabote na fftu temu.

Literatura

1. A. N. Borodin and P. Salminen, Handbook of Brownian Motion. Facts and Formu-

lae. Birkhäuser Verlag (1996).

2. I. I. Gihman, A. V. Skorohod, TeoriØ sluqaænyh processov, tom II. Nauka, M. (1973).

3. I. I. Gihman, A. V. Skorohod, TeoriØ sluqaænyh processov, tom III. Nauka, M. (1975).

276 B. P. HARLAMOV 4. E. B. Dynkin, Markovskie processy. Fizmatgiz, M. (1963). 5. R. X. Lipcer, A. N. XirØev, TeoriØ martingalov. Nauka, M. (1986). 6. B. P. Harlamov, Nepreryvnye polumarkovskie processy. Nauka, SPb.

(2001).

7. B. P. Harlamov, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ mer v klasse polumarkovskih processov diffuzionnogo tipa. — Zap. nauq. semin. POMI RAN, 294 (2002), 216–244.

8. B. P. Harlamov, Harakteristiqeskiæ operator diffuzionnogo processa.

— Zap. nauq. semin. POMI RAN, 298 (2003), 226–251.

Harlamov B. P. Stochastic integral by a semi-Markov process of diffusion type.

A semi-Markov process of diffusion type on the space R^d (d ¿ 2) is considered. A stochastic integral by the semi-Markov process is defined in terms of asymptotics connected with the process first exit time from a small neighborhood of its initial point, and, in particular, that with its characteristic operator. This integral is equal to sum of two other integrals: the first one is a curvilinear integral by an additive functional defined in terms of the expected first exit time from the small neighborhood, and the second one is a stochastic integral by a martingale of a special kind. To prove the existence and to derive properties of the integral both the method of deducing sequences and that of refined ellipsoids are used. For Markov processes of diffusion type the new definition of the stochastic integral is reduced to the standard one.

Postupilo 2 dekabrØ 2005 g.

Institut problem maxinovedeniØ RAN