Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

ı. D. Burago, S. V. Ivanov, S. G. Malev

ZAMEQANI˚ O QEBYXEVSKIH KOORDINATAH

Pod poverhnost~¸ vs¸du, esli ne ogovoreno protivnoe, my imeem v vidu dvumernoe rimanovo mnogoobrazie. Kak izvestno, sistema koordinat na poverhnosti M nazyvaetsØ qebyxevskoæ, esli pervaØ osnovnaØ forma poverhnosti imeet v fftih koordinatah vid

ds^2 = du^2 + 2 cos θ(u, v)dudv + dv^2.

Inymi slovami, vse koordinatnye linii parametrizovany dlinoæ dugi, a θ(u, v) – ugol meßdu koordinatnymi liniØmi.

Formula Hacidakisa (sm., naprimer, [6, s. 413]) pokazyvaet, qto na polnoæ odnosvØznoæ poverhnosti, dlØ kotoroæ | ∫∫ KdS| > 2π, edinye qebyxevskie koordinaty mogut ne suwestvovat~. Zdes~ K – gaussova krivizna, a S – plowad~.

Nas budut interesovat~ usloviØ, pri kotoryh takie koordinaty zavedomo suwestvu¸t. NarØdu s rimanovymi 2-mnogoobraziØmi my budem rassmatrivat~ bolee obwiæ klass poverhnosteæ Aleksandrova (nazyvaemyh takße dvumernye mnogoobraziØ ograniqennoæ krivizny. �tot klass vkl¸qaet v sebØ kak 2-mnogoobraziØ s rimanovymi ili poliffdral~nymi metrikami, tak i ih ravnomernye predely pri uslovii ravnomernoæ ograniqennosti krivizny i sohraneniØ struktury mnogoobraziØ, podrobnee sm. [1] ili [8].

P. L. Qebyxevym bylo dokazano suwestvovanie lokal~nyh qebyxevskih koordinat v tradicionnom v to vremØ predpoloßenii analitiqnosti. Pervyæ nelokal~nyæ rezul~tat prinadleßit I. ˚. Bakel~manu [2], kotoryæ dokazal, qto na poverhnosti Aleksandrova moßno postroit~ edinu¸ qebyxevsku¸ set~ vo vsem sektore meßdu dvumØ ortogonal~nymi geodeziqeskimi, esli tol~ko poloßitel~naØ i otricatel~naØ qasti integral~- noæ krivizny fftogo sektora obe men~xe π/2. Netrudno videt~, qto dlØ sektora fftot rezul~tat neuluqxaem.

IssledovaniØ pervyh dvuh avtorov qastiqno podderßany grantom RF- FI 05-01-00939 i grantom NX-1914.2003.1. 5

6 ı. D. BURAGO, S. V. IVANOV, S. G. MALEV Mnogo pozße shodnyæ rezul~tat, no tol~ko v sluqae C^∞- gladkih rimanovyh mnogoobraziæ, poluqili S. Samelson i V. DaØvanza [9]: pri teh ße usloviØh na kriviznu oni dokazali suwestvovanie edinoæ qebyxevskoæ seti na polnoæ odnosvØznoæ

C^∞-gladkoæ poverhnosti. Ih dokazatel~stvo v osnovnoæ svoeæ

qasti – analitiqeskoe. Kak izvestno, vopros o lokal~nom suwestvovanii qebyxevskih koordinat svoditsØ k rexeni¸ opredelennoæ giperboliqeskoæ kvazilineænoæ sistemy uravneniæ vtorogo porØdka; v [9] ffta sistema rexena metodom raboty [7].

My pokaßem, qto iz rezul~tata Bakel~mana sleduet takaØ teorema.

Teorema 1. Pust~ M – polnaØ odnosvØznaØ poverhnost~ Aleksan-

drova, udovletvorØ¸waØ usloviØm ω^+(M ) < 2π, ω^−(M ) < 2π. Togda na M suwestvuet edinaØ qebyxevskaØ sistema koordinat.

Esli ße ω^+(M ) < 2π − ϵ, ω^−(M ) < 2π − ϵ, gde ϵ > 0, to suwestvuet takaØ qebyxevskaØ set~, qto ugly meßdu koordinatnymi liniØmi ravnomerno otdeleny ot 0 i π (naprimer, qislom ϵ/4).

Zdes~ ω^+ i ω^− – poloßitel~naØ i otricatel~naØ krivizny poverhnosti M , rassmatrivaemye kak mery; v sluqae rimanovoæ metriki

ω^+(M ) = ∫ ∫ M K^+dS, ω^−(M ) = ∫ ∫ M K^−dS, gde a^+ = max{a, 0}, a^− = max{−a, 0}.

Kak bylo otmeqeno, usloviØ teoremy ØvlØ¸tsØ neuluqxaemy- mi. DlØ dokazatel~stva bylo by dostatoqno razbit~ M dvumØ pereseka¸wimisØ geodeziqeskimi na qetyre sektora tak, qtoby dlØ kaßdogo iz nih vypolnØlis~ usloviØ teoremy Bakel~mana. Odnako takoe razbienie ne vsegda vozmoßno, i konstrukci¸ prihoditsØ neskol~ko usloßnit~.

Na samom dele rassußdeniØ Bakel~mana dokazyva¸t neskol~- ko bolee obwee utverßdenie, qem bylo upomØnuto vyxe. Imenno, rassmotrim na polnoæ odnosvØznoæ neograniqennoæ poverhnosti Aleksandrova sektor Q, ograniqennoæ krivymi γ_1, γ_2 s obwim naqalom p = γ_1(0) = γ_2(0) v verxine sektora. Oboznaqim qerez τ povorot s vnutrenneæ storony granicy sektora Q, za vyqetom

ZAMEQANI˚ O QEBYXEVSKIH KOORDINATAH 7 ego verxiny. Povorot rassmatrivaetsØ kak funkciØ mnoßestva (zarØd); qerez τ^+, τ^− oboznaqim poloßitel~nu¸ i otricatel~- nu¸ qasti zarØda τ . (V sluqae gladkoæ krivoæ γ: (0, a) → M na rimanovom 2-mnogoobrazii M τ^±(E) = ∫ E k^±_g ds, gde k_g – geodezi-

qeskaØ krivizna so storony Q, a integrirovanie (po dline dugi) vedetsØ po mnoßestvu E ⊂ (0, a).) Nakonec, poloßim

~ω^±(M ) = ω^±(M ) + τ^±(γ_1) + τ^±(γ_2).

Teorema 2 (I. ˚. Bakel~man). Esli dlØ sektora Q vypolneny

usloviØ: ~ω^+(Q) < α, ~ω^−(Q) < π − α, gde α – ugol sektora Q v ego verxine p, to v Q suwestvuet takaØ global~naØ qebyxevskaØ sistema koordinat, pri kotoroæ krivye γ_1, γ_2 ØvlØ¸tsØ koordinatnymi liniØmi.

Pri fftom setevye ugly otdeleny ot 0 i π minimumom veliqin α − ~ω^+(Q) i π − α − ~ω^−(Q). ˚sno, qto dlØ dokazatel~stva teoremy 1 dostatoqno razbit~ M na qetyre sektora, udovletvorØ¸wie usloviØm teoremy 2. Takoe razbienie dostatoqno osuwestvit~ tol~ko v sluqae rimanovoæ ili poliffdral~noæ metriki, tak kak posle fftogo obwiæ sluqaæ poluqaetsØ standartnym predel~nym perehodom.

Vozmoßnost~ takogo razbieniØ obespeqivaetsØ sledstviem iz dokazyvaemoæ teoremy 3.

Problema suwestvovaniØ qebyxevskih koordinat tesno svØzana s voprosom ob usloviØh, pri kotoryh meßdu dvumØ poverhnostØmi suwestvu¸t bilipxicevy otobraßeniØ s kontroliruemymi konstantami Lipxica, sm. [3, 5]. Grubo govorØ, postoØnnaØ Lipxica ocenivaetsØ qerez setevye ugly, t. e. qerez

min{inf θ, inf(π − θ)}.

HotØ pri ω^−(M ) > 2π poverhnost~ M moßet ne dopuskat~ qebyxevskih koordinat, na neæ vse ße moßno vvesti “qebyxevskie koordinaty s vetvleniem” v koneqnom qisle toqek, i takie obobwennye koordinaty obespeqiva¸t bilipxicevo otobraßenie na ploskost~ s kontroliruemoæ postoØnnoæ Lipxica. Naprimer, dlØ poverhnosteæ, gomeomorfnyh ploskosti, M. Bonk i U. Lang [4] dokazali, qto pri uslovii ω^+(M ) < 2π − ϵ < 2π, ω^−(M ) < C < ∞

8 ı. D. BURAGO, S. V. IVANOV, S. G. MALEV poverhnost~ M bilipxicevo ffkvivalentna ploskosti s konstantoæ Lipxica ϵ^{−1/2}(2π + C)^{1/2}. Iz suwestvovaniØ “qebyxevskih koordinaty s vetvleniØmi” nemedlenno sleduet oslablennaØ (t. e. s hudxeæ postoØnnoæ) teorema Bonka–Langa.

Dokazatel~stvo suwestvovaniØ qebyxevskih koordinat s vetvleniØmi nesuwestvenno otliqaetsØ ot postroeniæ Bakel~mana; ne opisyvaØ ego konstrukci¸ v detalØh, upomØnem tol~- ko, qto set~ stroitsØ snaqala na poverhnosti s poliffdral~noæ metrikoæ; obwiæ sluqaæ poluqaetsØ predel~nym perehodom. V usloviØh teoremy 2 sektor s poliffdral~noæ metrikoæ moßno razbit~ na ploskie parallelogrammy, prilega¸wie po celym storonam i obrazu¸wie rexetku iz strok i stolbcov. DlØ postroeniØ koordinat kaßdyæ parallelogramm zamenØetsØ prØmougol~nym parallelogrammom na R^2 so storonami toæ ße dliny, tak qto novye parallelogrammy zamowa¸t sektor v evklidovoæ ploskosti. V sluqae slixkom bol~xoæ otricatel~noæ krivizny razbit~ sektor na parallelogrammy, obrazu¸wie rexetku, moßet okazat~sØ nevozmoßno. Odnako moßno izmenit~ konstrukci¸, dopustiv primykanie bolee, qem qetyreh parallelogrammov k nekotorym verxinam v sektore (takih verxin budet koneqnoe qislo) i otobraßaØ qast~ parallelogrammov na uße ne obØzatel~no prØmougol~nye parallelogrammy evklidovoæ ploskosti.

Pust~ M – polnoe odnosvØznoe rimanovo 2-mnogoobrazie. Nazovem krestom figuru na M , obrazovannu¸ tremØ takimi prostymi natural~no parametrizovannymi geodeziqeskimi γ_i, qto

(i) γ_1: (−∞, ∞) → M , γ_i: (0, ∞) → M pri i = 2, 3; (ii) γ_1 razbivaet M na dve oblasti (poluploskosti); (iii) γ_2 i γ_3 naqina¸tsØ na γ_1 i prohodØt v raznyh poluplos-

kostØh otnositel~no γ_1, razbivaØ kaßdu¸ poluploskost~ na dva sektora.

Tem samym ffti geodeziqeskie razbiva¸t M na qetyre sektora

Q_i. Oboznaqim qerez α_i ugol sektora Q_i v ego verxine O_i.

Analogiqnu¸ figuru, no obrazovannu¸ kvazigeodeziqeskimi na poverhnosti Aleksandrova, budem nazyvat~ obobwennym krestom.

Teorema 3. Pust~ M – polnoe dvumernoe rimanovo mnogoobrazie,

ZAMEQANI˚ O QEBYXEVSKIH KOORDINATAH 9 gomeomorfnoe ploskosti i udovletvorØ¸wee usloviØm

ω^+ < 2π − 4ϵ, ω^− < 2π − 4ϵ (1)

dlØ nekotorogo ϵ > 0. Togda na M suwestvuet takoæ krest, qto pri vseh i = 1, 2, 3, 4 ω^+(Q_i) ≤ α_i − ϵ, ω^−(Q_i) ≤ π − α_i − ϵ i pri fftom dlØ l¸byh dvuh toqek γ_i(t), γ_i(t^′), i = 1, 2, 3, vypolnØetsØ |t − t^′| sin ϵ ≤ d_M (γ_i(t), γ_i(t^′)). (2)

ApproksimiruØ poverhnost~ Aleksandrova rimanovymi mnogoobraziØmi, my nemedlenno poluqaem takoe sledstvie.

Sledstvie 1. Pust~ polnaØ gomeomorfnaØ ploskosti poverh-

nost~ Aleksandrova M udovletvorØet uslovi¸ (1). Togda na M suwestvuet obobwennyæ krest, oblada¸wiæ temi ße svoæstvami, qto i krest v teoreme 3, no s zamenoæ ω^± na ~ω^±, sootvetstvenno.

V svo¸ oqered~, iz fftogo sledstviØ i teoremy 2 nemedlenno vytekaet teorema 1.

Zameqanie. Teorema 1 ne utverßdaet, qto v sluqae dostatoq-

no gladkoæ rimanovoæ metriki postroennye qebyxevskie koordinaty takße budut gladkimi. Ispol~zovanie analitiqeskogo metoda Samelson i DaØvanza [9] vmesto konstrukcii Bakel~mana pozvolØet garantirovat~ gladkost~ koordinatnoæ seti v kaßdom sektore, no na granice sektorov koordinatnye linii mogut imet~ izlomy. Vopros o suwestvovanii vs¸du gladkoæ qebyxevskoæ seti ostaetsØ poka otkrytym.

Dokazatel~stvo teoremy 3 sleduet tomu ße planu, qto i dokazatel~stvo predloßeniØ 6.1 raboty Bonka–Langa [4].

Dokazatel~stvo teoremy 3.

Xag 1. Soglasno tol~ko qto upomØnutomu predloßeni¸ 6.1 iz raboty [4], suwestvuet geodeziqeskaØ γ_1, udovletvorØ¸waØ neravenstvu (2) i razbiva¸waØ M na dve poluploskosti M_1 i M_2, nesuwie ravnye porcii poloßitel~noæ i otricatel~noæ krivizn. Takim obrazom, dlØ kaßdoæ poluploskosti imeem

ω^+(M_k) < π − 2ϵ, ω^−(M_k) < π − 2ϵ. (3)

10 ı. D. BURAGO, S. V. IVANOV, S. G. MALEV Rassmotrim dlØ opredelennosti M_1. Nam nado naæti v M_1 geodeziqesku¸ s naqalom na γ_1, razbiva¸wu¸ M_1 na dva sektora v sootvetstvii s utverßdeniem teoremy. Srazu otmetim, qto neravenstvo (2) sleduet neposredstvenno iz pervogo neravenstva (3) i izvestnogo neravenstva meßdu dugoæ i hordoæ, sm. [1, gl. IX, §2].

Kak i v [4], moßno sqitat~, qto naxa metrika – ploskaØ vne nekotorogo kompakta ~D ⊂ ∫ M_1, priqem fftot kompakt gomeomor-

fen zamknutomu disku, ograniqen gladkoæ krivoæ, total~no vypuklyæ i ne peresekaetsØ s γ_1. Krome togo, moßno predpolagat~, qto poluploskost~ M_1 takße total~no vypukla; dlØ fftogo dostatoqno, naprimer, otrezat~ M_2 ot M_1 i podkleit~ k M_1 evklidovu poluploskost~ vmesto M_2.

Xag 2. Oboznaqim qerez S ~D rassloenie ediniqnyh okrußnosteæ nad ~D. (V naxih usloviØh ffto – prosto prØmoe proizvedenie ~D na okrußnost~ S^1.) Zadadim sledu¸wee otobraßenie σ iz S ~D v mnoßestvo (maksimal~no prodolßennyh) geodeziqeskih poverhnosti M_1. Esli v = (p, θ) ∈ S ~D, to σ(v) – geodeziqeskaØ, prohodØwaØ qerez toqku p ortogonal~no k v, priqem orientirovannaØ tak, qto ee vektor skorosti v toqke p i vektor v opredelØ¸t poloßitel~nu¸ orientaci¸ M_1.

V silu teoremy Gaussa–Bonne i naxih usloviæ geodeziqeskaØ

σ(v) ne imeet samopereseqeniæ i razbivaet M_1 na dve oblasti, iz

kotoryh odna moßet byt~ ograniqennoæ. Oboznaqim qerez U (v) tu iz oblasteæ, v kotoru¸ napravlen vektor v. Teper~ vvedem na

S ~D uglovu¸ funkci¸ α(v) sledu¸wim obrazom:

esli U (v) – polosa, to α(v) = 0;

esli U (v) – poluploskost~, ograniqennaØ tol~ko geodeziqeskoæ σ(v), to α(v) = π;

esli U (v) – sektor, to α(v) – ugol fftogo sektora; esli U (v) – dvuugol~naØ oblast~ i oba ugla fftoæ oblasti α_1 i α_2 – ostrye, to α(v) = α^2_1 + α^2 α_1 + α_2 ; esli ße odin iz uglov (naprimer, α_1) dvuugol~nika ne ostryæ, to polagaem α(v) = π^2/4 + α^2 π/2 + α_2

+ α_1 − π 2 ;

ZAMEQANI˚ O QEBYXEVSKIH KOORDINATAH 11 nakonec, esli U (v) – dopolnenie M_1 do dvuugol~nika, to α(v) =

π − α(−v). Takim obrazom, my opredelili uglovu¸ funkci¸ α

na vsem S ~D. Srazu zametim, qto v silu teoremy Gaussa–Bonne ne ostrym moßet byt~ ne bolee, qem odin ugol dvuugol~nika.

Netrudno proverit~, qto funkciØ α nepreryvna i obladaet svoæstvom α(v) + α(−v) = π. Normiruem mery ω^+ i ω^−, vvedØ dve novye mery:

W^±(A) = (π − 2ϵ) ω^±(A) ω^±( ~D) . Rassmotrim otobraßenie ϕ : S ~D → R^2, kotoroe vektoru v ∈ S ~D stavit v sootvetstvie toqku

ϕ(v) = (W^+(U (v)) − α + ϵ, W^−(U (v)) − (π − α) + ϵ).

Zametim, qto ϕ(−v) = −ϕ(v), v qastnosti, esli ϕ(v) = (0, 0), to takße ϕ(−v) = (0, 0).

Utverßdenie. NaædetsØ takoæ vektor v0, qto ϕ(v0) = (0, 0).

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem l¸bu¸ toqku O granicy diska

~D. Vyberem v prostranstve S ~D dve petli, γ_1 i γ_2, s verxinoæ O. PetlØ γ_1 predstavlØet soboæ vrawenie vektora v vokrug toqki O, naqinaØ s vektora, perpendikulØrnogo k granice ~S diska ~D i napravlennogo vnutr~ fftogo diska. PetlØ γ_2 poluqena obhodom ~S (naqinaØ s toqki O) pri uslovii, qto v kaßdoæ toqke beretsØ vektor v, perpendikulØrnyæ k ~S i napravlennyæ vnutr~ ~D.

�ti petli oqevidno gomotopny. Deæstvitel~no, dostatoqno rassmotret~ takoæ diffeomorfizm g diska ~D na evklidov ediniqnyæ krug D, qto dg konformno na granice ~D, i, sqitaØ

O^′ = g(O) nul~-vektorom, vzØt~ dg-proobrazy semeæstva okruß-

nosteæ t ∂D, 0 ≤ t ≤ 1, vmeste s polØmi ih normaleæ, napravlennyh vnutr~.

Otobraßenie ϕ perevodit petli γ_1, γ_2 v petli prostranstva

Im ϕ; znaqit, poslednie gomotopny meßdu soboæ v Im ϕ.

Tak kak obraz petli γ_2 leßit na prØmoæ x + y = π − 2ϵ, to on stØgivaem v Im ϕ.

V to ße vremØ, po vyboru uglovoæ funkcii α, petlØ γ_1 obladaet svoæstvom ϕ(v) + ϕ(−v) = (0, 0). Ots¸da sleduet, qto indeks

12 ı. D. BURAGO, S. V. IVANOV, S. G. MALEV toqki (0, 0) otnositel~no petli γ_1 ne raven nul¸, i tem samym, ona ne stØgivaema v R^2 \ (0, 0), a tem bolee v Im ϕ. Deæstvitel~- no, ugol, na kotoryæ povoraqivaetsØ vektor s naqalom (0, 0) pri prohoßdenii petli γ_1, est~ summa dvuh ravnyh drug drugu uglov vida (2k + 1)π.

Takim obrazom, esli nul~-vektor ploskosti ne leßit v Im ϕ (kak my predpoloßili), to petlØ γ_1 ne stØgivaema, a γ_2 – stØgivaema. �to protivoreqit tomu, qto petli gomotopny.

Itak, naædetsØ vektor v ediniqnogo rassloeniØ, dlØ kotorogo

ϕ(v) = (0, 0). Inymi slovami, my imeem W^+(U (v)) = α − ϵ, W^−(U (v) = π − α − ϵ. Dokaßem, qto v fftom sluqae U (v) – nepremenno sektor.

Vo-pervyh, oqevidno, qto ϵ ≤ α ≤ π − ϵ, i, znaqit, U (v) – ne polosa i ne poluploskost~.

Teper~ predpoloßim, qto U (v) – dvuugol~nik s uglami α_1 i α_2. Moßno sqitat~, qto α_1 ≥ α_2. Poloßim α(v) = α_0. Iz opredeleniØ uglovoæ funkcii α Øsno, qto α_0 ≤ α_1.

Po teoreme Gaussa–Bonne

α_1 + α_2 = ω^+(U (v)) − ω^−(U (v)).

Takim obrazom

α_1 + α_2 ≤ ω^+(U (v)) ≤ α_0 − ϵ ≤ α_1 − ϵ < α_1 + α_2,

qto nevozmoßno.

Esli ße my predpoloßim, qto U (v) – dopolnenie k dvuugol~- niku, to togda, kak bylo otmeqeno vyxe, ϕ(−v) = −ϕ(v) = (0, 0), qto, kak tol~ko qto dokazano, nevozmoßno dlØ dvuugol~nika U (−v). Znaqit, my poluqili razbienie poluploskosti na dva sektora s uglami, udovletvorØ¸wimi naxim usloviØm. Teorema 3 dokazana. �

Literatura

1. A. D. Aleksandrov, V. A. Zalgaller, Dvumernye mnogoobraziØ ograniqennoæ krivizny. — Trudy MIAN 63 (1962).

2. I. ˚. Bakel~man, Qebyxevskie seti na mnogoobraziØh ograniqennoæ krivizny. — Trudy MIAN 76 (1965), 124–129.

ZAMEQANI˚ O QEBYXEVSKIH KOORDINATAH 13

3. A. Belen~kiæ, ı. Burago, Bilipxicevo ffkvivalentnye poverhnosti Aleksandrova. — Algebra i analiz 16, No. 4 (2004), 24–40.

4. M. Bonk and U. Lang, Bi-Lipschitz parametrization of surfaces. — Math. Ann.

327 (2003), 135–169.

5. ı. Burago, Bilipxicevo ffkvivalentnye poverhnosti Aleksandrova II. — Algebra i analiz 16, No. 6 (2004), 28–52.

6. I. ˚. Bakel~man, A. L. Verner, B. E. Kantor, Vvedenie v differencial~- nu¸ geometri¸ “v celom”. Nauka (1973).

7. O. A. LadyßenskaØ, V. I. Xubov, Ob odnoznaqnoæ razreximosti zadaqi Koxi dlØ uravneniæ dvumernyh relØtivistskih kiral~nyh poleæ, prinima¸wih znaqeniØ na polnyh rimanovyh mnogoobraziØh. — Zap. nauqn. semin. LOMI 110 (1981), 81–94.

8. ı. G. RexetnØk, Dvumernye mnogoobraziØ ograniqennoæ krivizny, v kn.:

“NeregulØrnaØ rimanova geometriØ”, ser. “Sovrem. problemy matematiki. Fundam. napravleniØ”, t. 70 (GeometriØ IV), M. (1989), 7–189.

9. S. L. Samelson and W. P. Dayawansa, On the existence of global Tchebyshev nets.

— Transactions Amer. Math. Soc., 347, (1995), 651–660.

Burago Yu. D., Ivanov S. V., and Malev S. G. Remarks on Chebyshev coordinates.

Some results on the existence of global Chebyshev coordinates on complete Riemannian manifolds or, more generally, on Aleksandrov surfaces are proved. For instance, if both the positive part and the negative part of the integral curvature are less than 2π, then there exist global Chebyshev coordinates on M . Such coordinates help one to get bi-Lipschitz maps between surfaces.

Postupilo 20 dekabrØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: burago@pdmi.ras.ru

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: sergey-malev@nwgsm.ru