Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

V. V. Makeev

O DIAMETRE PROSTRANSTVA PLOSKIH VYPUKLYH FIGUR OTNOSITEL^NO ODNO` AFFINNO–INVARIANTNO` METRIKI

§1. Vvedenie

Vo vsem dal~neæxem vypukloæ figuroæ budem nazyvat~ vypukloe kompaktnoe podmnoßestvo ploskosti s nepustoæ vnutrennost~¸. S(K) oboznaqaet plowad~ figury K ⊂ R^2, a αK dlØ α ∈ R oboznaqaet obraz figury K pri gomotetii s kofffficientom α.

Oboznaqim prostranstvo vseh ploskih vypuklyh figur qerez F. Naskol~ko mogut razliqat~sØ dve ploskie vypuklye figury s toqnost~¸ do affinnogo preobrazovaniØ? ToqnaØ formulirovka zadaqi sostoit v vyqislenii diametra prostranstva F otnositel~no nekotoroæ affinno-invariantnoæ (psevdo)metriki. V literature opredeleny i izuqalis~ razliqnye takie metriki (sm. [1]). V dannoæ rabote my ocenivaem diamF v odnoæ iz naibolee izvestnyh affinno-invariantnyh metrik.

Pust~ K_1, K_2 ∈ F – dve vypuklye figury. SleduØ [1], poloßim

δ(K_1, K_2) = inf{α > 0 | ∃ T : K_1 ⊂ T (K_2) ⊂ αK_1},

gde T – affinnoe preobrazovanie ploskosti. Togda

d(K_1, K_2) = ln δ(K_1, K_2)

ØvlØetsØ affinno-invariantnoæ metrikoæ v prostranstve F.

Teorema 1. Diametr prostranstva ploskih vypuklyh figur ot-

nositel~no metriki d ne prevoshodit ln 2, 7 ≈ 0, 9932518.

OstavxaØsØ qast~ rabota posvØwena dokazatel~stvu.

Rabota qastiqno podderßana grantom NX-1914.2003.1. 58

DIAMETR PROSTRANSTVA VYPUKLYH FIGUR 59 §2. OboznaqeniØ. Predvaritel~nye zameqaniØ

Dokazatel~stvo teoremy 1 sostoit v ocenivanii rasstoØniØ meßdu figurami razliqnogo tipa v metrike d ili δ. My budem dokazyvat~ neravenstvo δ(K_1, K_2) 6 2, 7.

Kak i v [2], my ispol~zuem teoremu Bezikoviqa o tom, qto vo vsØku¸ vypuklu¸ figuru moßno vpisat~ affinnyæ obraz pravil~nogo xestiugol~nika. Podvergnuv vypuklye figury K_1 i K_2 affinnomu preobrazovani¸, budem sqitat~, qto obe oni opisany vokrug nekotorogo fiksirovannogo pravil~nogo xestiugol~nika H s centrom O.

Ris. 1.

Togda K_1 i K_2 soderßatsØ v figure ^H, ograniqennoæ prodolßeniØmi storon xestiugol~nika H (ris. 1). Ona poluqaetsØ dobavleniem k H xesti ravnyh pravil~nyh treugol~nikov, kotorye my oboznaqaem bukvami Δ_1, . . . , Δ_6. Bukvami A_1, . . . , A_6 budem oboznaqat~ verxiny fftih treugol~nikov, ne prinadleßawie H.

Vs¸du v dal~neæxem pod αΔ_i ponimaem obraz treugol~nika Δ_i pri gomotetii s centrom A_i. Poloßim ^Δ_i =^1_2 Δ_i, i = 1, . . . , 6 (ris. 2).

Zameqanie 1. Oqevidno, qto opornaØ prØmaØ k xestiugol~niku

H, provedennaØ qerez ego verxinu, moßet imet~ obwie toqki s vnutrennost~¸ ne bolee qem odnogo iz treugol~nikov ^Δ_1, . . . , ^Δ_6. Pofftomu pri i = 1, 2 figura K_i ne moßet odnovremenno imet~ obwie vnutrennie toqki s dvumØ sosednimi treugol~nikami iz qisla ^Δ_1, . . . , ^Δ_6:

K_i ∩ ^Δ_j ≠ ⊥ =⇒ K_i ∩ ^Δ_{j±1} = ⊥. (†)

60 V. V. MAKEEV

Ris. 2.

(Summa i raznost~ berutsØ po modul¸ 6: 1 − 1 = 6, 6 + 1 = 1.)

Povernuv kaßdu¸ iz figur K_i vokrug O na podhodØwiæ ugol (kratnyæ π/3), dob~emsØ togo, qtoby kaßdaØ iz nih imela obwie vnutrennie toqki lix~ s odnim iz sledu¸wih 5 naborov treugol~nikov:

( ^Δ_1, ^Δ_3, ^Δ_5), ( ^Δ_1, ^Δ_3), ( ^Δ_1, ^Δ_4), ( ^Δ_1), (⊥).

Sootvetstvu¸wiæ nabor budem nazyvat~ tipom figury K_i. Mnoßestvo figur dannogo tipa oboznaqim qerez

T_{135}, T_{13}, T_{14}, T_1, T?,

sootvetstvenno.

DlØ i = 1, . . . , 6 oboznaqim qerez Δ_i ravnobedrennyæ treugol~- nik, ime¸wiæ dve obwie verxiny s xestiugol~nikom H i treugol~nikom Δ_i, a tret~¸ verxinu – v centre treugol~nika Δ_i (ris. 3).

Zameqanie 2. Oqevidno, qto esli figura Ki peresekaet tre-

ugol~nik ^Δ_i, to K_i soderßit treugol~nik Δ_i:

K_i ∩ ^Δ_j ≠ ⊥ =⇒ Δ_j ⊂ K_i. (∗)

Zameqanie 3. Takße oqevidno, qto

K_i ∩ ^Δ_{j−1} ≠ ⊥ ≠ K_i ∩ ^Δ_{j+1} =⇒ K_i ∩ Δ_j ⊂ Δ_j . (∗∗)

Qerez αK_i oboznaqaem obraz figury K_i pri gomotetii s centrom v centre xestiugol~nika H.

DIAMETR PROSTRANSTVA VYPUKLYH FIGUR 61

Ris. 3.

§3. Sluqaæ odinakovogo tipa Lemma 1. Pust~ K2 imeet obwie vnutrennie toqki lix~ s temi

iz treugol~nikov ^Δ_1, . . . , ^Δ_6, s kotorymi imeet obwie vnutrennie toqki figura K_1. Togda K_2 ⊂^3_2 K_1.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto^3_2 H, i tem bolee^3_2 K1 soderßat

vse trapecii Δ_i ∇ ^Δ_i, i = 1, . . . , 6. Pofftomu esli K_2 ne imeet obwih vnutrennih toqek s ^Δ_i, to

K_2 ∩ Δ_i ⊂ Δ_i ∇ ^Δ_i ⊂ 3 2 H ⊂ 3 2 K_1.

V protivnom sluqae K_2, a znaqit, i K_1 ime¸t obwie toqki s ^Δ_i, i, s uqetom zameqaniØ 2, snova K_2 ∩ Δ_i ⊂ Δ_i ⊂^3_2 K_1. Ots¸da oqevidno sleduet trebuemoe:

K_2 = K_2 ∩ ^H = H ∪ 6⋃ i=1 (K_2 ∩ Δ_i) ⊂ 3 2 K_1. • Sledstvie. Esli figury K1 i K2 ime¸t odinakovyæ tip, to

K_1 ⊂^3_2 K_2 i K_2 ⊂^3_2 K_1. V qastnosti, δ(K_1, K_2) 6 (3/2)^2 = 2, 25 < 2, 7. •

Zameqanie. My pol~zuemsØ lemmoæ 1 v sledu¸wem paragrafe

(lemmy 2–5), v sluqaØh, kogda K_1 ∈ T_{135}, K_2 ∈ T_{13} ∪ T_1 i kogda K_1 ∈ T_{13} ∪ T_{14}, K_2 ∈ T_1.

§3. Sluqaæ K2 ∈ T1 Lemma 2. Pust~ K1 ∈ T135 i K2 ∈ T13. Togda δ(K1, K2) 6 18/7 =

2, 57 . . . < 2, 7.

62 V. V. MAKEEV

Dokazatel~stvo. V silu (∗∗) imeem

K_1 ⊂ ~H = H ∪ Δ_1 ∪ Δ_2 ∪ Δ_3 ∪ Δ_4 ∪ Δ_5 ∪ Δ_6. Vvedem v rassmotrenie vektor c =^1_4 A_5A_2. Togda imeem 7 12 K_1 + 1 6 c ⊂ 7 12 ~H + 1 6 c^{(1)}⊂ H ∪ Δ_1 ∪ Δ_3^{(∗)}⊂ K_2^{(2)}⊂ 3 2 K_1,

gde vkl¸qenie (1) sleduet iz prostyh vyqisleniæ, a vkl¸qenie (2) – iz lemmy 1. Ots¸da Øsno, qto δ(K_1, K_2) 6 3/2 : 7/12 = 18/7. •

Lemma 3. Pust~ K1 ∈ T135 i K2 ∈ T1 ∪ T13. Togda δ(K1, K2) 6 2, 7. Dokazatel~stvo. Kak i vyxe, K1 ⊂^~H. Vvedem vektor a = 1 4 A_4A_1.

Togda imeem 5 9 K_1 + 2 9 a ⊂ 5 9 ~H + 2 9 a^{(1)}⊂ H ∪ Δ_1^{(∗)}⊂ K_2^{(2)}⊂ 3 2 K_1,

gde vkl¸qenie (1) sleduet iz prostyh vyqisleniæ, a vkl¸qenie (2) – iz lemmy 1. Ots¸da Øsno, qto δ(K_1, K_2) 6 3/2 : 5/9 = 2, 7. • Lemma 4. Pust~ K1 ∈ T13 i K2 ∈ T1. Togda δ(K1, K2) 6 21/8 =

2, 625 < 2, 7.

Dokazatel~stvo. Po zameqaniØm 2 i 1 imeem

K_1 ⊂ H^′ = H ∪ (Δ_1 ∪ Δ_2 ∪ Δ_3 ∪ Δ_4 ∪ Δ_5 ∪ Δ_6) ∇ ( ^Δ_4 ∪ ^Δ_5 ∪ ^Δ_6). Vvedem vektor b = 1 21 A_3A_1.

Togda 4 7 K_1 + b ⊂ 4 7 H^′ + b^{(1)}⊂ H ∪ Δ_1^{(∗)}⊂ K_2^{(2)}⊂ 3 2 K_1,

gde vkl¸qenie (1) sleduet iz nesloßnyh vyqisleniæ, a vkl¸qenie (2) – iz lemmy 1. Ots¸da Øsno, qto δ(K_1, K_2) 6 3/2 : 4/7 = 21/8. •

DIAMETR PROSTRANSTVA VYPUKLYH FIGUR 63

Lemma 5. Pust~ K1 ∈ T14 i K2 ∈ T1. Togda δ(K1, K2) 6 18/7 =

2, 57 . . . < 2, 7.

Dokazatel~stvo. Po zameqani¸ 1 imeem

K_1 ⊂ H^′_2 = ^H ∇ ( ^Δ_2 ∪ ^Δ_3 ∪ ^Δ_5 ∪ ^Δ_6). Togda 7 12 K_1 + 1 6 a ⊂ 7 12 H^′_2 + 1 6 a^{(1)}⊂ H ∪ Δ_1^{(∗)}⊂ K_2^{(2)}⊂ 3 2 K_1.

gde vkl¸qenie (1) sleduet iz nesloßnyh vyqisleniæ, a vkl¸qenie (2) – iz lemmy 1. Ots¸da Øsno, qto δ(K_1, K_2) 6 3/2 : 7/12 = 18/7. �

§4. Sluqaæ K_2 ∈ T?

Lemma 6. Pust~ K2 ∈ T?. Togda δ(K1, K2) 6 2, 7. Dokazatel~stvo. Poloßim

α = inf{a > 0 | K_2 ⊂ (1 + a)H}.

Po uslovi¸ 0 6 α 6 1/2. Pust~ pereseqenie granicy (1 + α)H s figuroæ K_2 soderßitsØ v treugol~nike Δ_1. Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto K_2 soderßit ravnobedrennyæ treugol~nik T_1, ime¸wiæ obwee osnovanie s Δ_1 i vysotu, ravnu¸ a/(2 − a) qasti vysoty treugol~nika Δ_1.

My sqitaem, qto K_1 /∈ T?, inaqe δ(K_1, K_2) 6 9/4 po lemme 1. Posle povorota moßno sqitat~, qto K_1 zadevaet treugol~nik ^Δ_1. Togda po zameqani¸ 1 K_1 ⊂ H^{′′} = ~H ∇ ( ^Δ_6 ∪ ^Δ_2) i 3 − α 3(2 − α) H^{′′} + 2a 3(2 − a) a^{(1)}⊂ H ∪ T_1 ⊂ K_2 ⊂ (1 + α)K_1,

gde vkl¸qenie (1) sleduet iz nesloßnyh vyqisleniæ. Sledovatel~no, δ(K_1, K_2) 6 (1 + α) ·

3(2 − α) 3 − α . Ostalos~ zametit~, qto pravaØ qast~ neravenstva dostigaet naibol~xego znaqeniØ 2, 7 na [0, 1/2] pri α = 1/2. �

64 V. V. MAKEEV

§5. OstavxiesØ sluqai: K_1 ∈ T_{14}, K_2 ∈ T_{13} ∪ T_{135} Lemma 7. Pust~ K1 ∈ T14 i pust~ K1 odnovremenno peresekaet 7 27 Δ_1 i^7_{27} Δ_4. Pust~ P – parallelogramm. Togda δ(K_1, P ) 6 1, 35.

Dokazatel~stvo. Iz skazannogo vyxe sleduet, qto K1 soderßit

ravnye ravnobedrennye treugol~niki, ime¸wie obwie osnovaniØ s treugol~nikami Δ_1 i Δ_4, sootvetstvenno, vysoty kotoryh ravny 10/17 vysot treugol~nikov Δ_1 i Δ_4, i pust~ D i D^′ – verxiny fftih treugol~nikov.

Pust~ P – romb s verxinami D i D^′, drugie dve verxiny kotorogo ØvlØ¸tsØ verxinami xestiugol~nika H. Po postroeni¸ P ⊂ K_1, i legko proverit~, qto K_1 ⊂ 1, 35P , gde my pol~zuemsØ gomotetieæ s centrom v centre ishodnogo P . �to i dokazyvaet lemmu. �

Sledstvie. Pust~ figura K1 imeet opisannyæ v lemme 7 tip.

Togda dlØ l¸boæ vypukloæ figury K_2 ⊂ R^2 imeem δ(K_1, K_2) 6 2, 7.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, horoxo izvestno [1], qto

δ(P, K_2) 6 2, otkuda po neravenstvu treugol~nika i lemme 7 poluqaem

δ(K_1, K_2) 6 δ(K_1, P ) · δ(P, K_2) 6 1, 35 · 2 = 2, 7. �

Takim obrazom, v dal~neæxem moßno rassmatrivat~ lix~ figury K_1 ∈ T_{14}, kotorye ne pereseka¸tsØ s odnim iz treugol~nikov^7_{27} Δ_1 i^7_{27} Δ_4.

Lemma 8. Pust~ K1 ∈ T14 i K2 ∈ T13 ∪T135, priqem K1 ne zadevaet

treugol~nika^7_{27} Δ_4. Togda dlØ l¸boæ figury K_2 ∈ T_{13} ∪ T_{135} imeem K_1 + 0, 16a ⊂ 1, 62K_2.

Dokazatel~stvo. Po zameqani¸ 1 i po uslovi¸ imeem

K_1 ⊂ H^′_1 = ^H ∇ ( ^Δ_2 ∪ ^Δ_3 ∪ 7 27 Δ_4 ∪ ^Δ_5 ∪ ^Δ_6 ) . Togda

K_1 + 0, 16a ⊂ H^′_1 + 0, 16a^{(1)}⊂ 1, 62(H ∪ Δ_1) ⊂ 1, 62K_2,

gde vkl¸qenie (1) sleduet iz nesloßnyh vyqisleniæ. �

DIAMETR PROSTRANSTVA VYPUKLYH FIGUR 65

Lemma 9. Pust~ K1 ∈ T14, i pust~ K1 peresekaet^1_4 Δ1, no ne

peresekaet^7_{27} Δ_4. Togda dlØ l¸boæ figury K_2 ∈ T_{13} ∪ T_{135} imeem δ(K_1, K_2) 6 2, 7.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez Δ ravnobedrennyæ treugol~-

nik, vysota kotorogo ravna 0,6 vysoty treugol~nika Δ_1 i ime- ¸wiæ s Δ_1 obwee osnovanie – storonu xestiugol~nika H. Iz togo, qto K_1 peresekaet^1_4 Δ_1, sleduet, qto Δ ⊂ K_1.

Pust~ toqka figury K_2, naibolee udalennaØ ot xestiugol~nika H, raspoloßena vnutri Δ_1, i pust~ ffto udalenie sostavlØet qast~ y vysoty treugol~nika Δ_1. Po uslovi¸ 0 6 y 6 1.

Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto 3 5 K_2 + ( 6 5 y − 4 5 ) a ⊂ H ∪ Δ ⊂ K_1 pri y > 2 3 , a pri 1/2 6 y 6 2/3 imeem^3_5 K_2 ⊂ H ∪ Δ ⊂ K_1.

S uqetom lemmy 8 poluqaem, qto δ(K_1, K_2) 6 1, 62 : 3/5 = 2, 7. •

Lemma 10. Pust~ K1 ∈ T14, i pust~ K1 ne zadevaet^1_4 Δ1 ∪^7_{27} Δ4.

Togda dlØ l¸boæ figury K_2 ∈ T_{13} ∪ T_{135} imeem δ(K_1, K_2) 6 2, 7.

Dokazatel~stvo. Pust~ toqka figury K1, naibolee udalennaØ

ot xestiugol~nika H, raspoloßena vnutri treugol~nika Δ_1, i pust~ ffto udalenie sostavlØet qast~ y vysoty treugol~nika Δ_1. Po uslovi¸ 1/2 6 y 6 3/4.

Legko proverit~, qto 2 3 K_1 + ( 2 3 y − 1 3 ) a ⊂ H ∪ Δ_1 ⊂ K_2.

Kak sleduet iz dokazatel~stva lemm 3 i 4, dlØ K_2 ∈ T_{135} imeem^5_9 K_2 + b ⊂ K_1 dlØ nekotorogo vektora b, i, sledovatel~no, δ(K_1, K_2) 6 2, 7. Analogiqno, dlØ K_2 ∈ T_{13} imeem^4_7 K_2 + c ⊂ K_1 dlØ nekotorogo vektora c, i, sledovatel~no, δ(K_1, K_2) 6 21/8 = 2, 625 < 2, 7. Lemma, a s neæ – i teorema 1, dokazany. •

Oqevidno, qto, uveliqivaØ koliqestvo razbiraemyh sluqaev, ocenku v teoreme 1 moßno uluqxat~.

66 V. V. MAKEEV Literatura 1. B. Gr¸nbaum, �t¸dy po kombinatornoæ geometrii i teorii vypuklyh tel. Nauka, M. (1971).

2. V. V. Makeev, Ob odnoæ affinno-invariantnoæ metrike na mnoßestve

ploskih vypuklyh kompaktov. — Zap. nauqn. semin. POMI 261 (1999),

194–197.

Makeev V. V. Estimating the diameter of the space of planar convex figures with respect to an affine-invariant metric.

A convex figure K ⊂ R^2 is a compact convex set with nonempty interior, and αK is a homothetic image of K with coefficient α ∈ R. It is proved that for any two convex figures K_1, K_2 ⊂ R^2 there is an affine transformation T of the plane such that K_1 ⊂ T (K_2) ⊂ 2, 7K_1.

Postupilo 25 maØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: pp11687@vm11687.spb.edu