Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

V. V. Makeev

SKOL^ KRUGLA˚ TEN^ SUWESTVUET U VYPUKLOGO TELA

§1. Priblißenie teni trehmernogo vypuklogo tela krugom

Pod vypuklym telom K ⊂ R^n my ponimaem kompaktnoe vypukloe mnoßestvo s nepustoæ vnutrennost~¸. αK dlØ vewestvennogo α oboznaqaet gomotetiqnyæ obraz tela K s kofffficientom α. Niße my predpolagaem, qto istoqnik sveta nahoditsØ na beskoneqnosti. Pofftomu matematiqeskaØ formulirovka voprosa, postavlennogo v zaglavii, sostoit v vyØsnenii togo, naskol~ko blizkaØ k (n−1)-mernomu xaru parallel~naØ (ne obØzatel~no ortogonal~naØ) proekciØ na giperploskost~ suwestvuet u vsØkogo vypuklogo tela K ⊂ R^n. V fftom paragrafe v kaqestve mery blizosti k xaru my ispol~zuem asferiqnost~ ε(B) tela B ⊂ R^n�^1, t.e. (minimal~noe) ε > 0 takoe, qto K soderßit nekotoryæ xar radiusa r > 0 i soderßitsØ v koncentriqeskom xare radiusom (1 + ε)r (sm. [1]).

PredstavlØetsØ pravdopodobnoæ sledu¸waØ gipoteza.

Gipoteza. �kstremal~nym telom dlØ sformulirovannoæ zada-

qi ØvlØetsØ simpleks, a sredi central~no-simmetriqnyh tel – affinno-pravil~nyæ 2^n-ffdr (krestovyæ mnogogrannik) – vypuklaØ oboloqka n otrezkov s obweæ seredinoæ, ne leßawih v odnoæ giperploskosti.

Niße my dokaßem fftu gipotezu pri n = 3, a takße rassmotrim nekotorye ee utoqneniØ. Pri n > 3 otvet avtoru ne izvesten.

Imeet mesto sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 1. Pust~ K ⊂ R^3 – vypukloe telo. Togda nekotoraØ ego

parallel~naØ proekciØ na ploskost~ ( √ 2−1)-asferiqna. Esli telo K central~no-simmetriqno, to nekotoraØ ego parallel~naØ proekciØ na ploskost~ (2/ √ 3−1)-asferiqna. Obe ocenki toqny: pervaØ

Rabota qastiqno podderßana grantom NX-1914.2003.1. 67

68 V. V. MAKEEV

Ris. 1.

ne moßet byt~ uluqxena v sluqae, kogda K – tetraffdr, a vtoraØ – kogda K – oktaffdr.

Dokazatel~stvo. (1) V [2] dokazano, qto v nekotoru¸ ortogo-

nal~nu¸ proekci¸ vypuklogo tela K ⊂ R^3 vpisan affinnopravil~nyæ vos~miugol~nik. Sledovatel~no, nekotoraØ parallel~naØ proekciØ tela K opisana vokrug pravil~nogo vos~miugol~nika S. Togda rassmatrivaemaØ proekciØ soderßit vpisannyæ v vos~miugol~nik S krug B radiusa r i soderßitsØ v vos~- miugol~noæ zvezde, ograniqennoæ prodolßeniØmi storon vos~- miugol~nika S, vokrug kotoroæ opisan krug √ 2B radiusa √ 2r. Esli K – tetraffdr, to l¸baØ ego parallel~naØ proekciØ ØvlØetsØ treugol~nikom ili qetyrehugol~nikom, kotorye, oqevidno, ne bolee qem ( √ 2 − 1)-asferiqny, priqem ravenstvo dostigaetsØ lix~ dlØ kvadrata.

(2) Nazovem ravnostoronniæ 12-ugol~nik polupravil~nym, esli ugly v nem ravny qerez odin. Iz dokazatel~stva rezul~- tata stat~i [3] sleduet, qto nekotoraØ ortogonal~naØ proekciØ central~no-simmetriqnogo vypuklogo tela K ⊂ R^3 opisana vokrug affinnogo obraza polupravil~nogo 12-ugol~nika, a znaqit nekotoraØ parallel~naØ proekciØ opisana vokrug polupravil~- nogo 12-ugol~nika S. (Sm. zameqanie niße.) Togda ffta proekciØ soderßit vpisannyæ v S krug B radiusa r i soderßitsØ v 12-ugol~noæ zvezde, ograniqennoæ prodolßeniØmi storon 12- ugol~nika S. �ta zvezda ØvlØetsØ ob¨edineniem dvuh ravnyh pravil~nyh xestiugol~nikov, opisannyh vokrug kruga B, i sledovatel~no vokrug nee opisan krug radiusa 2r/ √ 3. Esli K – oktaffdr, to vsØkaØ ego parallel~naØ proekciØ

SKOL^ KRUGLA˚ TEN^ 69 est~ ili parallelogramm, ili central~no simmetriqnyæ xestiugol~nik, kotorye ne bolee qem (2/ √ 3 − 1)-asferiqny, priqem ravenstvo vozmoßno lix~ dlØ pravil~nogo xestiugol~nika. Teorema 1 dokazana. •

Zameqanie. V [3] dokazano, qto v nekotoroe central~noe seqe-

nie central~no-simmetriqnogo vypuklogo tela K ⊂ R^3 vpisan affinnyæ obraz polupravil~nogo 12-ugol~nika. No, kak i sootvetstvu¸waØ teorema [2] ob opisannom affinno-pravil~nom 8-ugol~nike, fftot fakt veren i bez izmeneniæ dokazyvaetsØ ne tol~ko dlØ ploskih seqeniæ ili proekciæ trehmernyh vypuklyh tel, a i dlØ proizvol~nyh poleæ vypuklyh figur v tavtologiqeskom vektornom rassloenii

γ^3_2 : E_2(R^3) → G_2(R^3)

nad mnogoobraziem Grassmana 2-ploskosteæ, prohodØwih qerez toqku O ∈ R^3, gde sloem nad ploskost~¸ ØvlØetsØ ona ße, rassmatrivaemaØ kak dvumernoe podprostranstvo R^3.

(Govorim, qto v rassloenii γ^3_2 zadano pole vypuklyh figur (p.v.f.), esli v kaßdom sloe E_2(R^3) vydelena nepreryvno ot nego zavisØwaØ vypuklaØ figura.)

§2. Qastiqnoe priblißenie teni trehmernogo vypuklogo tela krugom

PredstavlØetsØ osmyslennym takße rassmatrivat~ “qastiqnye” priblißeniØ vypuklyh figur krugami, t.e. takie, kogda krug priblißaet figuru lix~ v nekotoryh napravleniØh.

Pust~ S – ob¨edinenie nenalega¸wih uglov s obweæ verxinoæ O i summoæ gradusnyh mer 2απ, α ∈ (0; 1). Pust~ S_1 = S ∩ B, gde B – krug s centrom O, a

S_2 = S ∩ (1 + ε)B,

priqem centr kruga (1 + ε)B takße nahoditsØ v toqke O.

Govorim, qto figura K ε-priblißena krugom (ili ε-asferiqna) na qast~ α, esli S_1 ⊂ K ∩ S ⊂ S_2. Vs¸du v dal~neæxem S est~ ugol veliqinoæ 2απ ili ße, esli figura K central~no-simmetriqna, para vertikal~nyh uglov veliqinoæ απ (ris. 1)

70 V. V. MAKEEV

Teorema 2. Vypukloe telo K ⊂ R^3 imeet ten~, (sec π/5 − 1)-

asferiqesku¸ na 4/5. �ta ocenka neuluqxaema v sluqae, kogda K – tetraffdr.

Skaßem, qto vypuklyæ 10-ugol~nik A_1B_1A_2B_2 . . . A_5B_5 imeet tip T , esli A_1A_2 . . . A_5 – pravil~nyæ pØtiugol~nik s centrom O, OB_1 – bissektrisa ugla A_1OA_5, OB_2 – bissektrisa ugla A_2OA_1, . . . , OB_5 – bissektrisa ugla A_5OA_4 i |OB_1| = · · · = |OB_4| ⩽ |OB_5|. Dostatoqno dokazat~, qto nekotoraØ proekciØ K_1 tela K opisana vokrug kakogo-libo 10-ugol~nika S tipa T . V fftom sluqae K_1 soderßit vpisannyæ v pØtiugol~nik A_1 . . . A_5 krug B radiusom r i soderßitsØ v 20-zvennoæ zvezde, ograniqennoæ prodolßeniØmi storon 10-ugol~nika S (ris. 2). Oqevidno, qto qast~ fftoæ zvezdy, zakl¸qennaØ vnutri ugla A_5OA_4 veliqinoæ 8π/5, soderßitsØ v kruge sec(π/5) · B s centrom O.

Ris. 2.

Lemma 1. VsØkoe p.v.f. v rassloenii γ^3_2 soderßit figuru, opisan-

nu¸ vokrug affinnogo obraza 10-ugol~nika tipa T .

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ gladkogo (v

estestvennom smysle) polØ gladkih vypuklyh figur. V ostal~- nyh sluqaØh ona poluqaetsØ predel~nym perehodom.

DlØ zadannogo p.v.f. v rassloenii γ^3_2 oboznaqim qerez M prostranstvo vpisannyh v figury polØ affinnyh obrazov A_1 . . . A_5

SKOL^ KRUGLA˚ TEN^ 71 pravil~nogo pØtiugol~nika. DlØ tipiqnogo gladkogo p.v.f. prostranstvo M ØvlØetsØ gladkim kompaktnym trehmernym mnogoobraziem. Ego trehmernost~ vytekaet iz togo, qto mnogoobrazie affinno-pravil~nyh pØtiugol~nikov v sloØh γ^3_2 imeet razmernost~ 8, a M vydelØetsØ v nem 5 usloviØmi popadaniØ verxin pØtiugol~nika na granicu vypukloæ figury iz polØ.

Esli p.v.f. sostoit iz krugov ili C^1-blizkih k nim vypuklyh figur, to, oqevidno, M ∼= SO(3).

Rassmotrim nepreryvnoe otobraßenie

F : M → R^5, A_1 . . . A_5 → ( |OB_1| |OA_1| , . . . , |OB_5| |OA_5| ) , gde A_1 . . . A_5 – affinno-pravil~nyæ pØtiugol~nik s centrom O, vpisannyæ v figuru K iz p.v.f., a dlØ 1 ⩽ i ⩽ 5 qerez OB_i oboznaqen otrezok, vysekaemyæ figuroæ K na luqe, protivopoloßnom luqu OA_i.

CikliqeskaØ gruppa Z_5 svobodno deæstvuet v M cikliqeskimi perestanovkami verxin pØtiugol~nikov, a takße deæstvuet

v R^5 cikliqeskimi perestanovkami koordinat. Po postroeni¸

otobraßenie F oqevidno Z_5-ffkvivariantno.

Dostatoqno dokazat~, qto v tipiqnoæ situacii (kogda M – mnogoobrazie) obraz F (M ) soderßit toqku (x_1, . . . , x_5) s x_1 = · · · = x_4 ⩽ x_5. Pri fftom moßno sqitat~, qto obraz F (M ) ne zadevaet prØmu¸ ℓ, zadannu¸ uravneniØmi x_1 = · · · = x_5 (inaqe vse dokazano).

Pust~ P – giperploskost~, zadannaØ uravneniem x_1 + · · ·+ x_5 = 0. Vvedem proekci¸

p_1 : R^5 r ℓ → P r (0, . . ., 0), (x_1, . . ., x_5) → (x_1 − s, . . . , x_5 − s),

gde s = (x_1 + · · · + x_5)/5. Oboznaqim qerez S^3 sferu v giperploskosti P , zadannu¸ uravneniem x^2_1 + · · ·+ x^2_5 = 1. Vvedem proekci¸

p_2 : P r (0, . . . , 0) → S^3, x → x |x| . KompoziciØ G = p_2 ∘ p_1 ∘ F : M → S^3

po postroeni¸ Z_5-ffkvivariantna.

72 V. V. MAKEEV

Utverßdenie. V tipiqnoæ situacii stepen~ otobraßeniØ G ne

delitsØ na 5.

Dokazatel~stvo. Prodeformiruem gladkoe p.v.f. ϕ0 v rasslo-

enii γ^3_2 v gladkoe pole ϕ_1, sostoØwee iz figur, C^1-blizkih k krugam. Pust~ dlØ 0 ⩽ t ⩽ 1 M_t oboznaqaet prostranstvo affinnyh obrazov A_1 . . . A_5 pravil~nogo pØtiugol~nika, vpisannyh v figury polØ ϕ_t. My predpolagaem, qto deformaciØ tipiqna, t.e. N = ⋃ 06t61^{Mt × t} ØvlØetsØ kompaktnym gladkim qetyrehmernym mnogoobraziem s kraem M_0 × 0 ∪ M_1 × 1. Posloænye otobraßeniØ p_1 ∘ F_t : M_t → R^5 zada¸t otobraßenie H : N → R^5,

pro kotoroe my predpolagaem, qto (0, . . . , 0) ∈ R^5 ØvlØetsØ ego regulØrnym znaqeniem.

Proobraz H�^1({(0, . . . , 0)}) sostoit iz koneqnogo qisla orbit, obrazovannyh toqek mnogoobraziØ N . Okrußim ffti toqki malymi nepereseka¸wimisØ meßdu soboæ i s mnogoobraziØmi M_0 × 0 i M_1 × 1 xarami D_1, . . . , D_N tak, qtoby xary s centrami v toqkah iz odnoæ Z_5-orbity perehodili drug v druga pod deæstviem gruppy Z_5.

Sußenie otobraßeniØ

p_2 ∘ H | : N r N⋃ i=1 int(D_i) → S^3

na kraæ

(M_0 × 0) ∪ (M_1 × 1) ∪ N⋃ i=1 ∂D_i imeet stepen~ 0. Tak kak po postroeni¸ stepen~ sußeniØ

p_2 ∘ H | : N⋃ i=1 ∂D_i → S^3 delitsØ na 5, to stepeni sußeniæ p_2 ∘ H na M_0 × 0 i M_1 × 1 po modul¸ 5 otliqa¸tsØ znakom. Poskol~ku M_1 × 1 ∼= SO(3), to, kak

SKOL^ KRUGLA˚ TEN^ 73 pokazano v [4], stepen~ sußeniØ p_2 ∘ H| : M_1 × 1 → S^3 ne delitsØ na 5, a znaqit, i stepen~ sußeniØ p_2 ∘ H| : M_0 × 0 → S^3 ne delitsØ na 5. Sledovatel~no, sußenie otobraßeniØ p_2 ∘ H na M_0 × 0 s¸r¨ektivno, i proobraz toqki ( −1 2 √ 5 , −1 2 √ 5 , −1 2 √ 5 , −1 2 √ 5 , 2 √ 5 )

soderßit trebuemye affinno-vpisannye v figury polØ 10- ugol~niki. Lemma 1 dokazana. •

Iz lemmy 1 neposredstvenno sleduet, qto nekotoraØ ortogonal~naØ proekciØ vypuklogo tela K ⊂ R^3 opisana vokrug affinnogo obraza 10-ugol~nika klassa T , a znaqit, nekotoraØ parallel~naØ proekciØ tela K opisana vokrug 10-ugol~nika klassa T , qto i zaverxaet dokazatel~stvo ocenki asferiqnosti iz teoremy 2.

Ris. 3.

Konstanta sec(π/5) est~ otnoxenie radiusov opisannoæ i vpisannoæ okrußnosti dlØ pravil~nogo pØtiugol~nika A_1 . . . A_5 (ris. 3). Oqevidno, qto pri umen~xenii radiusa vnexneæ okrußnosti storony qetyrehugol~nika (tem bolee treugol~nika) ne mogut proæti v zazor meßdu vpisannoæ i vnexneæ okrußnost~¸ vnutri ugla ∠A_5OA_4 veliqinoæ 8π/5. Teper~ neuluqxaemost~ dannoæ v teoreme 2 ocenki sleduet iz togo, qto parallel~naØ proekciØ tetraffdra K ⊂ R^3 na ploskost~ est~ treugol~nik ili qetyrehugol~nik. •

74 V. V. MAKEEV

§3. Qastiqnoe priblißenie krugom v sluqae central~no-simmetriqnogo tela

Teorema 3. U vsØkogo central~no-simmetriqnogo vypuklogo tela

K ⊂ R^3 suwestvuet ten~, (sec(π/7) − 1)-asferiqeskaØ na 6/7. DlØ

oktaffdra K dannaØ ocenka neuluqxaema.

Oboznaqim qerez S klass vypuklyh ploskih 14-ugol~nikov A_1A_2 . . . A_{14}, takih, qto dlØ nekotoroæ toqki O ploskosti

∠A_1OA_2 = ∠A_2OA_3 = · · · = ∠A_{13}OA_{14} = ∠A_{14}OA_1 i |OA_2| = · · · = |OA_7| = |OA_9| = · · · = |OA_{14}| ⩽ |OA_1| = |OA_8|, t.e. A_1 . . . A_{14}, vozmoßno, otliqaetsØ ot pravil~nogo 14-ugol~nika lix~ tem, qto dve ego simmetriqnye verxiny neskol~ko bolee udaleny ot centra.

Lemma 2. VsØkoe pole central~no-simmetriqnyh vypuklyh figur

v rassloenii γ^3_2 soderßit figuru, opisannu¸ vokrug nekotorogo 14- ugol~nika klassa S.

Dokazatel~stvo. Dokaßem, qto vsØkoe pole central~no-simmet-

riqnyh vypuklyh figur v rassloenii γ^4_2 soderßit figuru, opisannu¸ vokrug vypuklogo semiugol~nika A_1 . . . A_7 takogo K, qto

∠A_1OA_2 = ∠A_2OA_3 = · · · = ∠A_7OA_1 i |OA_2| = · · · = |OA_7| ⩽ |OA_1|, gde O – centr simmetrii figury K.

Oboznaqim qerez M mnogoobrazie uporØdoqennyh ploskih naborov luqeæ (ℓ_1, . . . , ℓ_7), ishodØwih iz centrov simmetrii figur rassmatrivaemogo polØ figur i leßawih v ih ploskostØh v rassloenii γ^4_2 s uglom 2π/7 meßdu sosednimi luqami. Oqevidno, M ∼= V_2(R^4) – mnogoobrazie XtifelØ 2-reperov v R^4.

Rassmotrim nepreryvnoe otobraßenie F : M → R^7, (ℓ_1, . . . , ℓ_7) → (|OA_1|, · · · , |OA_7|), gde OA_i – otrezok, vysekaemyæ na luqe ℓ_i figuroæ iz polØ iz ploskosti luqeæ ℓ_1, . . . , ℓ_7 s centrom O (dlØ 1 ⩽ i ⩽ 7).

SKOL^ KRUGLA˚ TEN^ 75 My dolßny dokazat~, qto obraz F (M ) soderßit toqku (x_1, . . . , x_7) s koordinatami x_2 = · · · = x_7 ⩽ x_1. Moßno sqitat~, qto F (M ) ne imeet obwih toqek s prØmoæ ℓ ⊂ R^7, zadannoæ uravneniØmi x_1 = · · · = x_7 (inaqe dokazyvat~ neqego).

Pust~ P – giperploskost~, zadannaØ uravneniem x_1 + · · ·+ x_7 = 0. Rassmotrim proekci¸

p_1 : R^7 → P, (x_1, . . . , x_7) → (x_1 − s, x_2 − s, . . . , x_7 − s),

gde s = (x_1 + · · · + x_7)/7.

Oboznaqim qerez S^5 ediniqnu¸ sferu v giperploskosti P i opredelim proekci¸

p_2 : P r (0, . . . , 0) → S^5, x → x |x| . CikliqeskaØ gruppa Z_7 deæstvuet v M cikliqeskimi perestanovkami luqeæ (ℓ_1, . . . , ℓ_7) i v R^7 cikliqeskimi perestanovkami koordinat. �to deæstvie svobodno v M i v R^7 r ℓ. Esli obraz F (M ) ne zadevaet ℓ, to voznikaet nepreryvnoe Z_7-ffkvivariantnoe otobraßenie p_2 ∘ p_1 ∘ F : M → S^5.

V [4] dokazano, qto ego stepen~ ne delitsØ na 7, a znaqit ono s¸r¨ektivno i proobraz

F �1^{( 6}_{√42 ,}^{−1}_{√42, · · · ,}^{−1}_{√42}^)

soderßit konfiguracii luqeæ (ℓ_1, . . . , ℓ_7), kotorye pereseka- ¸t granicu figury K iz svoego sloØ rassloeniØ γ^4_2 v toqkah A_1, . . . , A_7, ØvlØ¸wihsØ verxinami interesu¸wego nas 7- ugol~nika. Oqevidno, qto prodolßeniØ luqeæ OA_1, . . . , OA_7 pereseka¸t granicu figury K v toqkah, kotorye vmeste s toqkami A_1, . . . , A_7 ØvlØ¸tsØ verxinami vyxeopisannogo 14-ugol~nika klassa S.

Zametim, qto vse vypuklye figury, opisannye vokrug 14- ugol~nikov klassa S ime¸t ravnomerno ograniqennu¸ asferiqnost~. Deæstvitel~no, esli 14-ugol~nik A_1 . . . A_{14} klassa S vpisan v vypuklu¸ figuru K ⊂ R^2, to K soderßit krug, vpisannyæ v 12-ugol~nik A_2A_3 . . . A_7A_9 . . . A_{14} (opredelennyæ s toqnost~¸ do podobiØ), i soderßitsØ v kruge s tem ße centrom, opisannom vokrug 12-ugol~noæ zvezdy, ograniqennoæ prodolßeniØmi storon

76 V. V. MAKEEV 12-ugol~nika A_2A_3 . . . A_7A_9 . . . A_{14}. Pust~ postoØnnaØ M ograniqivaet asferiqnost~ vseh vypuklyh figur, opisannyh vokrug kakih-libo 14-ugol~nikov klassa S.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy 2 rassmotrim prodolßenie polØ central~no-simmetriqnyh vypuklyh figur s γ^3_2 do γ^4_3 , ishodØ iz vkl¸qeniØ R^3 → R^4, gde R^3 vydeleno usloviem x_4 = 0. Voznikaet vkl¸qenie G_2(R^3) → G_2(R^4), gde ploskosti iz G_2(R^3) leßat v giperploskosti x_4 = 0. Vvedem proekci¸ π : R^4 → R^3, (x1, x2, x3, x4) → (x1, x2, x3). Pokaßem, qto dlØ nekotorogo ε > 0 ime¸weesØ p.v.f. v γ^3_2 dopuskaet prodolßenie do polØ central~no-simmetriqnyh vypuklyh figur v γ^4_2 so sledu¸wimi svoæstvami:

1. DlØ ploskosti g ∈ G_2(R^4), sostavlØ¸weæ s os~¸ x_4 ugol ⩽ ε, dlØ figury K(g) ⊂ g iz polØ ee proekciØ π(K(g)) est~ figura iz rassmatrivaemogo polØ v ploskosti π(g).

2. Asferiqnost~ figur K(g) iz ploskosteæ g ∈ G_2(R^4), sostavlØ¸wih s os~¸ x_4 ugol < ε, bol~xe M .

Pervoe uslovie odnoznaqno opredelØet prodolßenie p.v.f. s γ^3_2 na ploskosti iz G_2(R^4), sostavlØ¸wie s os~¸ x_4 ugol ⩾ ε. V kaqestve figury K(g) iz takoæ ploskosti g ∈ G_2(R^4) my dolßny vzØt~ π�^1(K), gde K – figury iz polØ iz ploskosti π(g) ∈ G_2(R^3).

Pri dostatoqno malom ε > 0 dlØ vseh figur iz ploskosteæ, sostavlØ¸wih ugol ε s os~¸ x_4, otnoxenie ih xiriny v l¸bom napravlenii, perpendikulØrnom osi x_4, po kraæneæ mere v M raz men~xe ih xiriny v napravlenii osi x_4.

OstaetsØ prodolßit~ p.v.f. na ploskosti v G_2(R^4), sostavlØ¸- wie s os~¸ x_4 ugol < ε, do polØ central~no-simmetriqnyh vypuklyh figur s sohraneniem vyxeukazannogo svoæstva, naprimer, tak, qto figury v ploskostØh, soderßawih os~ x_4, – ravnye prØmougol~niki, priqem os~ x_4 prohodit po ih naibol~xeæ sredneæ linii, kotoraØ prevoshodit men~xu¸ storonu prØmougol~nika bolee, qem v M raz.

My dokazali, qto v odnu iz figur K(g) postroennogo polØ v rassloenii γ^4_2 vpisan 14-ugol~nik klassa S s tem ße centrom simmetrii. Iz vyxeskazannogo sleduet, qto takaØ figura K(g) leßit v ploskosti g, sostavlØ¸weæ s os~¸ x_4 ugol ≥ ε, a znaqit v figuru π(K(g)) iz ploskosti π(g) vpisan affinnyæ obraz 14- ugol~nika klassa S. Lemma 2 dokazana. •

SKOL^ KRUGLA˚ TEN^ 77

Dokazatel~stvo teoremy 3. PrimenØØ lemmu 2 k p.v.f., po-

luqennym ortogonal~nym proektirovaniem central~no-simmet-riqnogo vypuklogo tela K ⊂ R^3 na vsevozmoßnye ploskosti g ∈ G_2(R^3), my poluqaem, qto v ortogonal~nu¸ plosku¸ proekci¸ K vpisan affinnyæ obraz 14-ugol~nika klassa S, a znaqit, v nekotoru¸ parallel~nu¸ plosku¸ proekci¸ K vpisan 14- ugol~nik klassa S.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy 3 ostaetsØ zametit~, qto granica proekcii so vpisannym 14-ugol~nikom A_1 . . . A_{14} klassa S zawemlena meßdu koncentriqeskimi krugami s otnoxeniem radiusov sec(π/7) i obwim centrom v centre 14-ugol~nika vnutri vertikal~nyh uglov veliqinoæ 6π/7 (ffto ∠A_2OA_7 i ∠A_9OA_{14}, rasxirennye v obe storony na π/14).

Ris. 4.

Tri storony pravil~nogo semiugol~nika vpisyva¸tsØ v zazor meßdu koncentriqeskimi okrußnostØmi s otnoxeniem radiusov sec π/7, vidnyæ iz centra pod uglom 6π/7 (ris. 4). Pri umen~xenii radiusa vnexneæ okrußnosti trehzvennaØ lomanaØ, oqevidno, ne moßet proæti fftot zazor. DlØ dokazatel~stva neuluqxaemosti ocenki dlØ oktaffdra ostaetsØ zametit~, qto ego proekciØ ØvlØetsØ parallelogrammom ili central~no-simmetriqnym xestiugol~nikom. •

Zameqanie. Moßno, koneqno, stavit~ vopros o tom, skol~ kru-

glaØ parallel~naØ ili ortogonal~naØ k-mernaØ proekciØ suwestvuet u n-mernogo vypuklogo tela K ⊂ R^n. Verno li, qto ffkstremal~nymi telami K ⊂ R^n po-preßnemu ØvlØ¸tsØ n-mernyæ simpleks i, sootvetstvenno, 2^n-ffdr (krestovyæ poliffdr) v sluqae central~no-simmetriqnogo vypuklogo tela K ⊂ R^n?

78 V. V. MAKEEV

IzvestnaØ teorema Dvoreckogo [1] utverßdaet, qto pri fiksirovannom k i dostatoqno bol~xoæ razmernosti n u l¸bogo vypuklogo tela K ⊂ R^n suwestvuet k-mernaØ ortogonal~naØ proekciØ, proizvol~no blizkaØ k k-mernomu xaru. Ocenki asferiqnosti, blizkie k toqnym (a inogda i toqnye), v tom qisle dlØ neintegriruemogo sluqaØ – poleæ vypuklyh tel v rassloenii γ^n_k , – izvestny lix~ pri k = 2 [3–5].

Literatura

1. A. Dvoretzky, Some results on convex bodies and Banach spaces. — Proc. Int.

Symp. on Linear spaces. Jerusalem (1960), 123–160.

2. V. V. Makeev, Affinno-vpisannye i affinno-opisannye mnogougol~niki i mnogogranniki. — Zap. nauqn. semin. POMI 231 (1995), 286–298.

3. V. V. Makeev, Ploskie seqeniØ vypuklyh tel i universal~nye rassloeniØ.

— Zap. nauqn. semin. POMI 280 (2002), 219–233.

4. V. V. Makeev, Zadaqa Knastera i poqti sferiqeskie seqeniØ. — Mat. sb.

180, No. 3 (1989), 424–431.

5. V. V. Makeev, O priblißenii krugami i ffllipsami 2-mernyh seqeniæ vypuklyh tel. — Algebra i analiz 16, No. 6 (2004)

Makeev V. V. Asphericity of shadows of a convex body. A shadow is a parallel projection F of a body K to a plane. F is ϵ-aspheric if the boundary ∂F lies in a circular ring with center at O and ratio of radii equal to 1 + ϵ. F is ϵ-aspheric for a part of α if the same is true for the part of ∂F lying inside an angle of 2απ with vertex at O (or within the union of two vertical angles of απ if K is centrally symmetric). It is proved that each convex body K ⊂ R^3 has a ( √ 2 − 1)- aspheric shadow and a shadow (sec π/5 − 1)-aspheric for a part of 4/5. If K is centrally symmetric, then K has a (2/ √ 3 − 1)-aspheric shadow and a shadow (sec π/7 − 1)-aspheric for a part of 6/7.

Postupilo 1 marta 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: pp11687@vm11687.spb.edu