Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

V. V. Makeev

OB OB˙EME PARALLELEPIPEDOV, OPISANNYH VOKRUG TREHMERNOGO VYPUKLOGO TELA

Vs¸du v dal~neæxem pod vypuklym telom ponimaem kompaktnoe vypukloe mnoßestvo s nepustoæ vnutrennost~¸, a V (K) i

S(K) oboznaqa¸t ob¨em i plowad~ mnoßestva K, sootvetstven- no. Beleckiæ i Radzixevskiæ [1] dokazali, qto vsØkoe vypukloe telo K ⊂ R^3 soderßit parallelepiped ob¨emom >^2_9 V (K), priqem esli K – tetraffdr, to dannaØ ocenka ne moßet byt~ uluqxena. Znaqitel~no bolee trudnoæ ØvlØetsØ nerexennaØ zadaqa nahoßdeniØ takogo naimen~xego C > 0, qto vsØkoe vypukloe telo K ⊂ R^3 soderßitsØ v parallelepipede ob¨emom C · V (K). Primer tetraffdra pokazyvaet, qto C > 3. V [2] dokazano, qto

C 6 3(1 +^√2/2). Niße my dokaßem, qto C < 3^√2. Teorema. VsØkoe vypukloe telo K ⊂ R^3 soderßitsØ v paralle-

lepipede ob¨emom < 3 √ 2 · V (K).

DlØ dokazatel~stva ponadobitsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma 1 [2]. Pust~ l – prØmaØ v R^n. VsØkoe vypukloe telo K v R^n

soderßitsØ v vypuklom cilindre C s parallel~noæ l obrazu¸weæ i ob¨emom nV (K).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim beskoneqnyæ vypuklyæ cilindr C0, obrazovannyæ parallel~nymi_l prØmymi, pereseka¸wimi telo K.

Dve parallel~nye opornye k telu K giperploskosti, provedennye v koncah samoæ dlinnoæ parallel~noæ l hordy tela K dlinoæ h otseka¸t ot cilindra C0 iskomyæ cilindr C.

Deæstvitel~no, provedem ne menØ¸wu¸ ob¨emov xteænerovsku¸ simmetrizaci¸ otnositel~no perpendikulØrnoæ l ploskosti P . Telo K prevratitsØ v simmetriqnoe otnositel~no P vy-

Rabota qastiqno podderßana grantom NX-1914.2003.1. 79

80 V. V. MAKEEV

pukloe telo ~K, soderßawee simmetriqnyæ prØmoæ bikonus s vysotoæ h i osnovaniem P ∩ ~K, a cilindr C – v prØmoæ cilindr ~C s vysotoæ h i osnovaniem, kongruffntnym P ∩ ~K. Pofftomu

V (K) = V ( ~K) > S(P ∩ ~K) · h n = V ( ~C) n = V (C) n , qto i trebovalos~ dokazat~. �

S uqetom togo, qto osnovanie postroennogo v lemme 1 cilindra C ØvlØetsØ parallel~noæ proekcieæ tela K na ploskost~, dlØ dokazatel~stva teoremy ostalos~ dokazat~ sledu¸wu¸ lem- mu. Lemma 2. VsØkoe vypukloe telo K ⊂ R^3 imeet plosku¸ paral-

lel~nu¸ proekci¸ Θ, soderßawu¸sØ v parallelogramme plowad~¸ √ 2S(Θ).

Dokazatel~stvo. Iz [3] sleduet, qto v nekotoru¸ ortogonal~-

nu¸ proekci¸ Θ tela K vpisan affinnyæ obraz Ω pravil~nogo vos~miugol~nika. Pokaßem, qto proekciØ Θ soderßitsØ v parallelogramme plowad~¸ √ 2S(Θ). Soverxiv affinnoe preobrazo-

vanie, my moßem sqitat~ vos~miugol~nik Ω pravil~nym. Dokazatel~stvo lemmy 2 zaverxaetsØ ispol~zovaniem sledu¸wego fakta.

Lemma 3. Esli v vypuklu¸ figuru Θ ⊂ R^2 vpisan pravil~nyæ vos~-

miugol~nik Ω, to Θ soderßitsØ v prØmougol~nike so storonami, parallel~nymi storonam vos~miugol~nika Ω, i plowad~¸ √ 2S(Θ).

OstavxaØsØ qast~ raboty posvØwena dokazatel~stvu lemmy 3.

Dokazatel~stvo lemmy 3. V dal~neæxem my sqitaem, qto xi-

rina vos~miugol~nika Ω ravna 1. Oboznaqim qerez h_1, . . . , h_8 rasstoØniØ ot opornyh prØmyh figury K_1, parallel~nyh storonam vos~miugol~nika Ω, do samih fftih storon. Verxiny vos~- miugol~nika Ω oboznaqim qerez A_1, . . . , A_8 (ris. 1).

Provedennye opornye prØmye ograniqiva¸t dva opisannyh vokrug figury Θ prØmougol~nika P_1 i P_2 s plowadØmi

S(P_1) = (1+h_1 +h_5)·(1+h_3 +h_7) i S(P_2) = (1+h_2 +h_6)·(1+h_4 +h_8),

O PARALLELEPIPEDAH 81

sootvetstvenno.

Ris. 1.

Storona vos~miugol~nika Ω ravna √ 2−1, a plowad~ ego ravna 2 √ 2 − 2, pofftomu

S(Θ) > 2 √ 2 − 2 + √ 2 − 1 2 · 8∑ i=1 h_i, tak kak krome Ω figura Θ soderßit ewe 8 treugol~nikov s osnovaniØmi A_1A_2, . . ., A_8A_1 i vysotami h_1, . . ., h_8, sootvetstvenno.

Pust~, dlØ opredelennosti,

h = h_1 + h_3 + h_5 + h_7 6 h_2 + h_4 + h_6 + h_8.

Togda

S(Θ) > (2 √ 2 − 2) ( 1 + h 2 ) , a plowad~ prØmougol~nika P_1

S(P_1) 6 ( 1 + h_1 + h_3 + h_5 + h_7 2 )_2

6^(1 +^h_2^{)2}.

Sledovatel~no,

S(P_1) S(Θ) 6

(1 + h/2)^2 (1 + h/2)(2 √ 2 − 2) = 1 + h/2 2 √ 2 − 2

i nam dostatoqno dokazat~ qto

1 + h/2 2 √ 2 − 2 6 √ 2, t.e. h 6 6 − 4 √ 2.

82 V. V. MAKEEV

Utverßdenie. Imeet mesto neravenstvo

h = min(h_1 + h_3 + h_5 + h_7, h_2 + h_4 + h_6 + h_8) 6 6 − 4 √ 2. ProvedØ v verxinah A_1, . . . , A_8 vos~miugol~nika Ω opornye prØmye, my svodim dokazatel~stvo k sluqa¸, kogda figura Θ – vos~miugol~nik, na storonah kotorogo leßat toqki A_1, . . . , A_8, pri fftom h_1, . . ., h_8 – vysoty treugol~nikov, dobavleniem kotoryh k Ω poluqaetsØ Θ (ris. 2).

Ris. 2.

Dalee my takße sqitaem, qto

h_1 + h_3 + h_5 + h_7 = h_2 + h_4 + h_6 + h_8,

tak kak v protivnom sluqae povorotom odnoæ iz storon Θ moßno uveliqit~ men~xu¸ summu, nemnogo umen~xiv bol~xu¸.

Po standartnym variacionnym soobraßeniØm dlØ storon vos~miugol~nika Θ, verxiny kotorogo my oboznaqaem niße

B_1, . . . , B_8, ne pereseka¸wihsØ s ∂Ω po celym otrezkam (ris. 3),

vypolnØ¸tsØ proporcii vida

|B_2A_1| |A_1B_1| = |B_2A_2| |A_2B_3| .

Ris. 3.

O PARALLELEPIPEDAH 83

Deæstvitel~no, esli

|B_2A_1| |A_1B_1| < |B_2A_2| |A_2B_3| , to pri malom sdvige verxiny B_2 parallel~no otrezku A_1A_2 v storonu toqki A_2 (ris. 3) dlØ novogo vos~miugol~nika Θ (izmenØ¸tsØ ewe poloßeniØ verxin B_1 i B_3) ne menØ¸tsØ vysoty h_2,

h_4, h_6, h_8, a takße h_5 i h_7, no uveliqivaetsØ summa h_1 + h_3, tak

kak oqevidno uveliqivaetsØ plowad~ S(Θ).

Takim obrazom, esli ni odna iz verxin B_1, . . ., B_8 8-ugol~nika Θ ne leßit na granice ∂Ω 8-ugol~nika Ω, to B_1B_3B_5B_7 i

B_2B_4B_6B_8 – kvadraty so storonami, parallel~nymi storonam

8-ugol~nika Ω. Oqevidno, qto dlina storony odnogo iz kvadratov ne prevoshodit dvuh dlin storon 8-ugol~nika Ω. Pust~ ffto kvadrat B_1B_3B_5B_7. Togda summa h_1 + h_3 + h_5 + h_7 maksimal~na, esli |B_1B_3| = 2|A_1A_2|, ne zavisit ot poloßeniØ centra kvadrata i, kak pokazyva¸t prostye vyqisleniØ, ravna 6 − 4 √ 2. V kaqestve predel~nogo sluqaØ vyxerassmotrennoæ situacii poluqaetsØ takße sluqaæ, kogda odna iz toqek B_1, . . . , B_8 prinadleßit ∂Ω (ris. 4). Pofftomu v dal~neæxem my predpolagaem, qto hotØ by dve iz toqek B_1, . . . , B_8 prinadleßat ∂Ω.

Ris. 4.

S toqnost~¸ do samosovmeweniæ vozmoßny 4 nißesledu¸wih sluqaØ vybora dvuh storon vos~miugol~nika Ω, na kotoryh leßat dve verxiny vos~miugol~nika Θ.

1) Pust~ verxiny B_4 i B_8 prinadleßat dvum protivopoloßnym storonam vos~miugol~nika Ω (ris. 5)

84 V. V. MAKEEV

Ris. 5.

Po analogiqnym vyxeizloßennym variacionnym soobraßeni- Øm pri zadannyh h_2 i h_6 summy h_1 + h_3 i h_5 + h_7 sootvetstvenno budut maksimal~nymi v tom sluqae, esli toqki B_2 i B_6 proektiru¸tsØ v serediny blißaæxih k nim storon. Kak pokazyva¸t prostye vyqisleniØ, v fftom sluqae

h_1 + h_3 = √ 2 − 2h_2 − 1,

h_5 + h_7 = √ 2 − 2h_6 − 1

i uslovie

h_1 + h_3 + h_5 + h_7 = h_2 + h_6

daet

h_1 + h_3 + h_5 + h_7 = 2 3 ( √ 2 − 1) ≈ 0, 276 < 0, 343 ≈ 6 − 4 √ 2. 2) Pust~ tol~ko toqki B_1 i B_8 prinadleßat ∂Ω (ris. 6). V fftom sluqae moßno sqitat~, qto B_1 = B_8 i obe toqki sovpada¸t s odnoæ iz toqek A_i.

Ris. 6.

V fftom sluqae oqevidno, qto malym povorotom prØmyh B_8B_7 i prØmyh B_2B_1, ostavlØØ vblizi toqki B_1 i B_8, moßno uveliqit~

O PARALLELEPIPEDAH 85

obe summy h_1 + h_3 + h_5 + h_7 i h_2 + h_4 + h_6 + h_8, qto i zaverxaet razbor sluqaØ.

3) Pust~ verxiny B_2 i B_7 prinadleßat ∂Ω (ris. 7). ˚sno, qto

h_2 = h_7 = 0.

Ris. 7.

Summa^8 ∑ i=1 h_i budet maksimal~na, tol~ko esli toqki A_i ØvlØ-

¸tsØ seredinami teh prohodØwih qerez nih storon vos~miugol~- nika Θ, kotorye ne nalega¸t na ∂Ω po celym otrezkam. Deæstvitel~no, esli naprimer storona B_4B_5 prohodit qerez verxinu A_4 i |A_4B_4| < |A_4B_5|, to, oqevidno, malyæ povorot prØmoæ B_4B_5 vokrug toqki A_4, umen~xa¸wiæ storonu B_3B_4, uveliqivaet S(Θ),

a znaqit i summu^8 ∑ i=1 h_i.

Kak pokazyva¸t prostye vyqisleniØ, v fftom sluqae B_1, . . ., B_8 poluqa¸tsØ iz B_1 posledovatel~nymi simmetriqnymi otraßeniØmi otnositel~no A_1, . . ., A_8 (ris. 7). Pri fftom B_1 leßit na prodolßenii storony A_1A_2 na rasstoØnii ( √ 2 − 1)|A_1A_2| ot A_1

(ris. 7). V fftom sluqae 8∑ i=1 h_i = 2(6 − 4 √ 2), otkuda sleduet trebuemoe utverßdenie.

4) Pust~ verxiny B_2 i B_8 prinadleßat ∂Ω (ris. 8). Oqevidno, vysota h_1 v fftom sluqae maksimal~no vozmoßnaØ i ravna 3/2− √ 2. RassußdaØ, kak v predyduwem sluqae, poluqaem, qto B_1, . . ., B_8 poluqa¸tsØ iz B_1 posledovatel~nymi otraßeniØmi otnositel~-

no A_1, . . . , A_8, i^8 ∑ i=1 h_i = 2(6 − 4 √ 2), qto i trebuetsØ.

86 V. V. MAKEEV

Ris. 8.

Razbor sluqaev, kogda tri i bolee iz qisla verxin B_1, . . ., B_8 leßat na ∂Ω, oqeviden. Utverßdenie, a s nim i lemma 3 dokaza-

ny. �_{Takim obrazom, my dokazali nestrogoe neravenstvo v teoreme.}

Strogoe neravenstvo sleduet iz togo, qto vo vseh vyxerassmotrennyh sluqaØh vokrug optimal~nogo mnogougol~nika Θ moßno opisat~ parallelogramm plowad~¸ < √ 2S(Θ). Rassmotrenie

kruga v kaqestve Θ v lemme 2 pokazyvaet, qto kofffficient √ 2 nel~zØ zamenit~ na konstantu, men~xu¸ 4/π.

Teorema dokazana. �

ZameqaniØ. Iz dokazannoæ teoremy i [2] sleduet, qto iz af-

finno pravil~nyh 4-, 6- i 8-ugol~nyh prizm imenno 4-ugol~nye, t.e. parallelepipedy, naibolee horoxo priblißa¸t trehmernye vypuklye tela izvne. Deæstvitel~no, v [2] dokazano, qto vsØkoe trehmernoe vypukloe telo K ⊂ R^3 soderßitsØ v afinnopravil~noæ vos~miugol~noæ prizme ob¨emom 6 3 √ 2V (K), priqem

dlØ tetraffdra dannaØ ocenka neuluqxaema. V [2] takße dokazano, qto vypukloe telo K ⊂ R^3 soderßitsØ v affinno-pravil~noæ xestiugol~noæ prizme ob¨emom 6 4, 845V (K), priqem dlØ tetraffdra konstanta v neravenstve ne moßet byt~ men~xe 9/2. Ewe huße obstoit delo s priblißeniem vypuklogo tela izvne (kosym) fflliptiqeskim cilindrom. V [2] dokazano, qto vsØkoe vypukloe telo K ⊂ R^3 soderßitsØ v fflliptiqeskom cilindre ob¨- emom 6^{3π}_2 V (K), priqem dlØ tetraffdra dannaØ ocenka neuluqxaema. Pri priblißenii tela iznutri situaciØ inaØ. V [4] dokazano, qto vsØkoe vypukloe telo K ⊂ R^3 soderßit fflliptiqeskiæ cilindr ob¨emom >^{4π}_{27}p_3 V (K), priqem v sluqae tetraffdra dannaØ ocenka neuluqxaema. Affinno-pravil~naØ xesti-

O PARALLELEPIPEDAH 87

ugol~naØ prizma, vpisannaØ v ukazannyæ cilindr, imeet ob¨-

em >^2_9 V (K), i ewe bol~xiæ ob¨em imeet vpisannaØ v nego

affinno-pravil~naØ vos~miugol~naØ prizma. Sootvetstvu¸wie toqnye konstanty pri priblißenii trehmernogo tela affinnopravil~nymi 6- i 8-ugol~nymi prizmami avtoru ne izvestny.

Literatura

1. A. Bielecki, K. Radziszewski, Sur les parallélépipédes inscrits dans les corps convexes. — Ann. Univ. Mariae Curie–Sklodowska, Sect. A8 (1954), 97–100 (1956).

2. V. V. Makeev, O priblißenii trehmernogo vypuklogo tela cilindrami.

— Algebra i analiz 17 (2005), No. 2, 133–144.

3. V. V. Makeev, Affinno-vpisannye i affinno-opisannye mnogougol~niki i mnogogranniki. — Zap. nauqn. semin. POMI 231 (1995), 286–298.

4. V. V. Makeev, O nekotoryh geometriqeskih svoæstvah vypuklyh trehmernyh tel. — Algebra i analiz 14 (2002), No. 5, 96–109.

Makeev V. V. Parallelepipeds circumscribed about a convex body in 3-space.

It is proved that each convex body K ⊂ R^3 of volume V (K) is contained in a parallelepiped of volume 3 √ 2 V (K).

Postupilo 16 noØbrØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: pp11687@vm11687.spb.edu