Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

V. V. Makeev O RAVNOREBERNYH SIMPLEKSAH V QETYREHMERNOM NORMIROVANNOM PROSTRANSTVE

Vs¸du v dal~neæxem (E, ‖ · ‖) – koneqnomernoe normirovannoe vewestvennoe prostranstvo.

Legko proverit~, qto esli dim E = 2, to dlØ l¸byh dvuh toqek A_1, A_2 ∈ E naædutsØ po men~xeæ mere dve takie toqki A_3 ∈ E, qto

‖A_1A_2‖ = ‖A_1A_3‖ = ‖A_2A_3‖,

t.e. l¸boæ otrezok slußit osnovaniem po kraæneæ mere 2 ravnostoronnih treugol~nikov.

Petti [1] dokazal, qto esli dim E = 3, to dlØ l¸byh treh ravnoudalennyh drug ot druga toqek A_1, A_2, A_3 ∈ E naædetsØ ravnoudalennaØ ot nih toqka A_4 ∈ E takaØ, qto ‖A_1A_2‖ = ‖A_1A_4‖. (Drugimi slovami, v E vsØkiæ ravnostoronniæ treugol~nik slußit osnovaniem ravnorebernogo tetraffdra.)

Niße nam ponadobitsØ sledu¸wiæ rezul~tat, sformulirovannyæ v [3] i faktiqeski dokazannyæ v [4]. (Sm. [4, predloßenie 4.5].) Esli dim E = 3, to v E naædutsØ 4 ravnoudalennye drug ot druga toqki, kotorye takße ravnoudaleny ot ih obwego centra tØßesti.

V razmernosti 4 nekotorye estestvennye utverßdeniØ ne verny. Tak, naprimer, v [2] priveden primer qetyrehmernogo normirovannogo prostranstva E i toqek A_1, A_2 ∈ E takih, qto v E ne suwestvuet treh toqek A_3, A_4, A_5, ravnoudalennyh ot A_1 i A_2 i drug ot druga na rasstoØnie ‖A_1A_2‖. (Inaqe govorØ, ne kaßdyæ otrezok v E ØvlØetsØ rebrom ravnorebernogo simpleksa.)

Tem ne menee, imeet mesto sledu¸wiæ fakt.

Teorema. Pust~ E – qetyrehmernoe normirovannoe prostran-

stvo, x ¿ 3/4 – poloßitel~noe qislo i P ⊂ E – trehmernaØ ploskost~. Togda naædutsØ ravnoudalennye drug ot druga toqki

Rabota qastiqno podderßana grantom NX-1914.2003.1. 88

O RAVNOREBERNYH SIMPLEKSAH 89

A_1, A_2, A_3, A_4 ∈ P i ravnoudalennaØ ot nih toqka A_5 ∈ E takie, qto ‖A_5A_1‖ = x · ‖A_1A_2‖.

Sledstvie. Vo vsØkom qetyrehmernom normirovannom prostran-

stve E suwestvu¸t 5 toqek, ravnoudalennyh drug ot druga.

Drugimi slovami, v E suwestvuet ravnorebernyæ simpleks, priqem s osnovaniem – v l¸boæ napered zadannoæ giperploskosti P . Ewe odna pereformulirovka: v E naædutsØ 5 poparno kasa¸wihsØ ediniqnyh xarov.

DlØ dokazatel~stva teoremy nam potrebuetsØ sledu¸wiæ vspomogatel~nyæ rezul~tat.

Lemma. Pust~ K ⊂ R^3 – central~no-simmetriqnoe strogo vy-

pukloe telo s centrom simmetrii O. (Zdes~ i dalee O – naqalo koordinat.) Pust~ T – vpisannyæ v K tetraffdr s centrom tØßesti v O. Togda v K nel~zØ vpisat~ otliqnyæ ot T poloßitel~nyæ gomotet tetraffdra T .

Dokazatel~stvo. Predpoloßiv protivnoe i soverxiv affinnoe

preobrazovanie, v dal~neæxem sqitaem tetraffdr T = ABCD pravil~nym s centrom v O. Togda tetraffdr −T toße vpisan v telo K i vypuklaØ oboloqka conv(T ∪ (−T )) est~ kub Q (ris. 1).

Ris. 1.

Pust~ T^0 = A^0B^0C^0D^0 – poloßitel~nyæ gomotet tetraffdra T , takße vpisannyæ v K. V silu strogoæ vypuklosti tela K ploskosti graneæ tetraffdrov T i T^0 razliqny. Rovno 2 grani tetraffdra T^0 poluqa¸tsØ iz graneæ T sdvigom narußu, a 2 – sdvigom vnutr~, poskol~ku v protivnom sluqae kakaØ-to verxina odnogo iz tetraffdrov T i T^0 leßit vnutri drugogo tetraffdra ili vnutri K.

90 V. V. MAKEEV

Pust~, dlØ opredelennosti, narußu sdviga¸tsØ grani ABD i ABC (ris. 1), a vnutr~ – dve drugie.

V fftom sluqae rebro A^0B^0 raspoloßeno vyxe verhneæ grani kuba Q (ris. 1), a rebro C^0D^0 – vyxe nißneæ. Tak kak toqki A^0, B^0, C^0, D^0 leßat vne Q, to libo A^0 leßit vnutri trehgrannogo ugla, “vertikal~nogo” trehgrannomu uglu kuba Q pri verxine A, libo B^0 – vnutri trehgrannogo ugla, “vertikal~nogo” trehgrannomu uglu kuba Q pri verxine B. V pervom sluqae A ∈ conv(T^0 ∪(−T )), a vo vtorom – B ∈ conv(T^0 ∪(−T )). Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~stvo lemmy. •

Dokazatel~stvo teoremy. Teoremu dostatoqno dokazat~ dlØ

sluqaØ, kogda ediniqnyæ xar B v E ØvlØetsØ gladkim strogo vypuklym telom, qto my i predpolagaem v dal~neæxem. V ostal~- nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ predel~nym perehodom.

Rassmotrim central~noe seqenie ediniqnogo xara B ⊂ E trehmernoæ ploskost~¸ P_0‖P . Po citirovannomu vyxe predloßeni¸, v ffto seqenie P_0 ∩ B vpisan ravnorebernyæ tetraffdr T s centrom tØßesti v centre O xara B. V silu strogoæ vypuklosti xara B tetraffdr T ne vyroßden (ne leßit v dvumernoæ ploskosti), poskol~ku inaqe ediniqnyæ krug v ego ploskosti byl by parallelogrammom.

Pust~ P_1 – parallel~naØ P_0 opornaØ trehmernaØ ploskost~ xara B. Rassmotrim vsevozmoßnye poloßitel~nye gomotety A_1A_2A_3A_4 tetraffdra T , vpisannye v seqeniØ B ∩ P_t, gde P_t — trehmernaØ ploskost~, parallel~naØ P_0 i P_1 i raspoloßennaØ meßdu nimi (ris. 2).

Ris. 2.

DlØ kaßdogo takogo gomoteta rassmotrim otnoxenie ‖OA_1‖ : ‖A_1A_2‖. DlØ samogo tetraffdra T otnoxenie ‖OA_1‖ : ‖A_1A_2‖ 6

O RAVNOREBERNYH SIMPLEKSAH 91

3/4, tak kak ‖OA_1‖ =^3_4‖A_1G‖, gde G – centr tØßesti grani A_2A_3A_4, a ‖A_1G‖ 6 ‖A_1A_2‖. Pri t_0 → 1 otnoxenie ‖OA_1‖/‖A_1A_2‖ dlØ vpisannyh v P_{t0} ∩ B gomotetov tetraffdra T stremitsØ k beskoneqnosti.

V situacii obwego poloßeniØ mnoßestvo M gomotetov tetraffdra T , vpisannyh v seqeniØ P_t ∩ B, ØvlØetsØ odnomernym podmnogoobraziem mnogoobraziØ vseh poloßitel~nyh gomotetov tetraffdra T , i ego koncevye toqki – tetraffdry, vpisannye v P_{t0} ∩B i P_0 ∩ B.

Legko proverit~, qto v tipiqnoe seqenie P_t ∩ B vpisano neqetnoe qislo poloßitel~nyh gomotetov tetraffdra T (sm. [5]). Pofftomu M soderßit svØznu¸ komponentu M_1 – dugu, odin iz koncov kotoroæ – tetraffdr, vpisannyæ v P_0 ∩ B, v silu lemmy sovpada¸wiæ s T , a drugoæ konec – tetraffdr, vpisannyæ v P_t ∩ B. Po oqevidnym soobraßeniØm nepreryvnosti dlØ nekotorogo tetraffdra T ∈ M_1 otnoxenie ‖OA_1‖/‖A_1A_2‖ = x, qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy v situacii obwego poloßeniØ. V ostal~nyh sluqaØh teorema dokazyvaetsØ predel~nym perehodom. •

Literatura

1. Petty C., Equilateral sets in Minkowski spaces. — Proc. Amer. Math. Soc. 27 (1971), 369–374.

2. Brass P., On equilateral simplices in normed spaces. — Beiträge Algebra Geom.

40 (1999), 303–307.

3. Makeev V. V., O nekotoryh geometriqeskih svoæstvah vypuklyh trehmernyh tel. — Algebra i analiz 14, ˝ 5 (2002), 96–109.

4. Makeev V. V., Trehmernye mnogogranniki, vpisannye i opisannye vokrug vypuklyh kompaktov. 2. — Algebra i analiz 13, ˝ 5 (2001), 110–134.

5. Makeev V. V., Affinno-vpisannye i affinno-opisannye mnogougol~niki i mnogogranniki. — Zap. nauq. semin. POMI 231 (1995), 286–298.

Makeev V. V. Equilateral simplices in normed 4-space. Let E be a 4-dimensional real normed space, x ¿ 3/4 a positive number, and P ⊂ E a 3-plane. It is proved that there exist 4 equidistant points A_1, A_2, A_3, A_4 ∈ P and a point A_5 ∈ E such that ‖A_5A_i‖ = x · ‖A_1A_2‖ for i = 1, 2, 3, 4. In particular, E contains an equilateral simplex.

Postupilo 25 dekabrØ 2005 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: pp1687@vm1687.spb.edu