Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

V. V. Makeev

GEOMETRI˚ KONEQNOMERNYH NORMIROVANNYH PROSTRANSTV I NEPRERYVNYE FUNKCII NA EVKLIDOVO` SFERE OboznaqeniØ.

• R^n – standartnoe n-mernoe evklidovo prostranstvo.

• O ∈ R^n – naqalo koordinat.

• S^{n−1} ⊂ R^n – standartnaØ ediniqnaØ sfera s centrom O.

§1. O geometrii pary norm

Naqnem s neskol~kih vozmoßnyh opredeleniæ ortogonal~nosti prØmyh v koneqnomernom vewestvennom normirovannom prostranstve.

Nazovem dve prohodØwie qere O prØmye ℓ_1 i ℓ_2 v normirovannom prostranstve (R^n, ‖ · ‖) ‖ · ‖-ortogonal~nymi, esli dlØ nih vypolnØetsØ odno iz nißepereqislennyh usloviæ 1–4.

1. DlØ kollinearnyh im ortov e_1 i e_2 vypolnØetsØ ‖e_1 + e_2‖ = ‖e1 − e2‖.

2. PrØmye ℓ_1 i ℓ_2 delØt plowad~ ediniqnogo kruga s centrom O v ih ploskosti na 4 ravnye qasti.

3. PrØmye ℓ_1 i ℓ_2 delØt perimetr ediniqnoæ okrußnosti s centrom O v ih ploskosti na 4 ravnye qasti.

4. L¸bye dve giperploskosti v R^n, prohodØwie qerez O i ortogonal~nye prØmym ℓ_1 i ℓ_2 otnositel~no nekotoroæ zafiksirovannoæ v R^n evklidovoæ struktury, delØt ob¨em ediniqnogo xara normy ‖ · ‖ na 4 ravnye qasti.

Teorema 1. Pri l¸bom vyxeopisannom ponimanii ortogonal~no-

sti v R^n naædetsØ nabor iz n prØmyh, poparno-ortogonal~nyh otnositel~no dvuh napered zadannyh v R^n norm.

Zameqanie 1. Pri qetvertom opredelenii ortogonal~nosti my

poluqaem utverßdenie iz [6] o tom, qto dlØ l¸byh central~no-

Rabota qastiqno podderßana grantom NX-1914.2003.1. 107

108 V. V. MAKEEV simmetriqnyh vypuklyh tel K_1, K_2 ⊂ R^n s obwim centrom simmetrii O naædutsØ n giperploskosteæ, prohodØwih qerez O, l¸- bye 2 iz kotoryh delØt ob¨em kaßdogo iz tel K_1, K_2 na 4 ravnye qasti. Ots¸da v silu central~noæ simmetrii tel K_1, K_2 avtomatiqeski sleduet, qto l¸bye 3 giperploskosti delØt ob¨em kaßdogo iz tel K_1, K_2 na 8 ravnyh qasteæ.

OboznaqeniØ.

• RP^{n−1} – model~ proektivnogo prostranstva, sostoØwaØ iz

prØmyh v R^n, prohodØwih qerez O.

• M – “vzrezannoe proizvedenie” n ffkzemplØrov RP^{n−1} (t.e. podmnoßestvo proizvedeniØ (RP^{n−1})^n, sostoØwee iz toqek s razliqnymi koordinatami), profaktorizovannoe po simmetriqeskoæ gruppe perestanovok koordinat.

• N – mnogoobrazie neuporØdoqennyh naborov iz n vzaimnoperpendikulØrnyh prØmyh v R^n, prohodØwih qerez O. Oqevidno, dim N = n(n − 1)/2.

• Pust~ [N] ∈ H_{n(n−1)/2}(M; Z_2)

– klass gomologiæ Z_2-cikla, realizovannogo mnogoobraziem N.

Utverßdenie. Indeks samopereseqeniØ cikla [N] v mnogoobrazii

M raven 1 ∈ Z_2.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim affinnoe preobrazovanie A : R^n

→ R^n, perevodØwee xar s centrom O v raznoosnyæ ffllipsoid E

s tem ße centrom. Preobrazovanie A induciruet preobrazova-

nie RP^{n−1} → RP^{n−1} i, sledovatel~no, preobrazovanie vzrezan-

nogo proizvedeniØ: M → M. Oboznaqim qerez A(N) obraz mnogoobraziØ N pri poslednem preobrazovanii. Oqevidno, qto cikly, predstavlennye v M mnogoobraziØmi N i A(N), gomologiqny, tak kak affinnoe preobrazovanie A moßno gladko prodeformirovat~ v toßdestvennoe. ˚sno, qto N ∩ A(N) sostoit iz odnoæ toqki – nabora oseæ ffllipsoida E. Transversal~nost~ N i A(N) proverØetsØ bez truda (sr. [7]). �

Dokazannoe utverßdenie moßno sqitat~ topologiqeskim variantom teoremy o suwestvovanii nabora iz n poparno-ortogo-nal~nyh oseæ otnositel~no dvuh skalØrnyh proizvedeniæ v R^n.

Dokazatel~stvo teoremy 1. Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda

GEOMETRI˚ KONEQNOMERNYH NORMIROVANNYH 109 normy ØvlØ¸tsØ gladkimi funkciØmi vne nulØ, qto my i predpolagaem v dal~neæxem.

Pokaßem, qto v situacii obwego poloßeniØ imeetsØ neqetnoe qislo m iskomyh neuporØdoqennyh naborov prØmyh.

Zametim, qto razmernost~ mnogoobraziØ neuporØdoqennyh naborov iz n prØmyh, prohodØwih qerez O, ravna n^2 − n. TrebovaniØ teoremy nalaga¸t na iskomyæ nabor prØmyh n^2 − n nezavisimyh usloviæ. Pofftomu v tipiqnoæ situacii imeetsØ koneqnoe qislo m trebuemyh naborov prØmyh. Po standartnym topologiqeskim soobraßeniØm qetnost~ qisla m ne zavisit ot vybora tipiqnoæ situacii, tak kak vse vyxerassmatrivaemye normy gladko deformiruemy drug v druga, a usloviØ teoremy ne pozvolØ¸t prØmym iz naborov neograniqenno sblißat~sØ, qto garantiruet kompaktnost~ iskomyh naborov prØmyh v processe deformacii odnoæ normy v drugu¸.

Kak horoxo izvestno, esli normy evklidovy i obwego poloßeniØ, to iskomyæ nabor oseæ edinstvenen.

Takim obrazom, teorema dokazana dlØ vs¸du plotnogo mnoßestva par norm, a v ostal~nyh sluqaØh dokazyvaetsØ predel~nym perehodom. �

Zameqanie 2. DlØ prØmyh v normirovannom prostranstve moß-

no vvesti mnogo simmetriqnyh otnoxeniæ ortogonal~nosti. Kak vidno iz vyxeskazannogo, dlØ vypolneniØ dlØ nih teoremy o suwestvovanii n poparno ortogonal~nyh prØmyh v R^n odnovremenno dlØ dvuh zadannyh norm neobhodimo, qtoby dlØ evklidovyh norm ffti otnoxeniØ sovpadali s obyqnym i “gladko” zaviseli ot “gladkoæ” normy, t.e. qtoby v tipiqnom gladkom odnoparametriqeskom semeæstve norm ‖ · ‖_t, gde 0 6 t 6 1, takie nabory prØmyh sostavlØli by gladkoe kompaktnoe i s kraem podmnogoobrazie v M × [0, 1] razmernosti n(n − 1)/2 + 1, transversal~noe k kra¸ ∂(M × [0, 1]) = M × 0 ∪ M × 1.

§2. Qetnye funkcii na evklidovoæ sfere

Nazovem qislovu¸ funkci¸ f : S^{n−1} → R qetnoæ, esli dlØ l¸boæ toqki x ∈ S^{n−1} vypolnØetsØ f(−x) = f(x). Primer takoæ funkcii daet l¸baØ norma v R^n.

Teorema 2. DlØ l¸boæ nepreryvnoæ qetnoæ qislovoæ funkcii

f : S^{n−1} → R naædetsØ ortonormirovannyæ bazis e_1, . . ., e_n takoæ,

110 V. V. MAKEEV qto pri l¸byh 1 6 i < j 6 n vypolnØetsØ f ( ei + ej√ 2 ) = f ( ei − ej√ 2 ) . Sledstvie. DlØ vsØkogo vypuklogo tela K ⊂ R^n i ego vnu-

trenneæ toqki O naædutsØ n poparno-ortogonal~nyh ortov e_1, . . . , e_n takih, qto dlØ l¸byh 1 6 i < j 6 n telo K vysekaet ravnye otrezki na luqah, prohodØwih qerez O vdol~ vektorov e_i + e_j i e_i − e_j. �

Utverßdenie teoremy neposredstvenno vytekaet iz dokazannoæ niße lemmy.

Pust~ M – mnogoobrazie poloßitel~no-orientirovannyh (pravil~nyh) 2^n-ffdrov v R^n s zanumerovannymi rebrami i centrom O. Gruppa G sohranØ¸wih orientaci¸ samosovmeweniæ 2^n-ffdra deæstvuet perestanovkami v mnoßestve ego reber. Rassmotrim ee deæstvie v R^{2n(n−1)} perestanovkami koordinat toqek s nomerami, sovpada¸wimi s nomerami reber 2^n-ffdra. Pust~ L_1 ⊂ R^{2n(n−1)} – podprostranstvo razmernosti n(n − 1), sostoØwee iz toqek, u kotoryh ravny koordinaty s nomerami reber 2^n-ffdra, simmetriqnyh otnositel~no centra. Pust~ L_2 ⊂ L_1 – podprostranstvo razmernosti n(n − 1)/2 s ravnymi qetverkami koordinat toqek, s nomerami, sootvetstvu¸wimi rebram 2^n-ffdra, sostavlØ¸wimi kvadrat s centrom O.

Lemma. Pust~ f : M → R^{2n(n−1)} – nepreryvnoe G-ffkvivariantnoe

otobraßenie, i pust~ f(M ) ⊂ L_1. Togda f(M ) ∩ L_2 ≠ ∅.

Dokazatel~stvo. Lemmu dostatoqno dokazat~ dlØ gladkih oto-

braßeniæ. V ostal~nyh sluqaØh ona dokazyvaetsØ predel~nym perehodom.

Tak kak

dim M = dim L_1 − dim L_2 = n(n − 1)/2,

to v situacii obwego poloßeniØ (t.e. kogda f transversal~no k L_2) mnoßestvo f(M ) ∩ L_2 sostoit iz koneqnogo qisla toqek, a ego proobraz f^{−1} (f(M ) ∩ L_2) sostoit iz koneqnogo qisla m Gorbit. Tak kak vse rassmatrivaemye G ffkvivariantnye gladkie otobraßeniØ f : M → L_1 gladko gomotopny (naprimer, lineæno

GEOMETRI˚ KONEQNOMERNYH NORMIROVANNYH 111 gomotopny), to qetnost~ qisla m ne zavisit ot vybora f v situacii obwego poloßeniØ.

Pokaßem, qto m neqetno. DlØ fftogo rassmotrim otobraßenie

f_1 : M → L_1,

dlØ kotorogo i-Ø koordinata toqki f(m) dlØ 2^n-ffdra m ∈ M ravna dline ego i-go rebra otnositel~no nekotoroæ novoæ evklidovoæ normy ‖ · ‖_2. Oqevidno, qto uslovie f(m) ∈ L_2 ravnosil~no tomu, qto osi 2^n-ffdra m ortogonal~ny otnositel~no novogo skalØrnogo proizvedeniØ, a dlØ evklidovoæ normy ‖ · ‖_2 v situacii obwego poloßeniØ takoæ nabor oseæ edinstvenen, i nußnaØ transversal~nost~ proverØetsØ bez truda. Lemma dokazana. �

Dokazatel~stvo teoremy. DlØ kaßdogo poloßitel~no-orienti-

rovannogo ortonormirovannogo bazisa (e_1, . . . , e_n) rassmotrim n-mernyæ 2^n-ffdr, ØvlØ¸wiæsØ vypukloæ oboloqkoæ koncov vektorov {e_1, . . . , e_n, −e_1, . . . , −e_n}, i zanumeruem ego rebra. Teper~ ostaetsØ primenit~ lemmu k otobraßeni¸ f mnogoobraziØ M poloßitel~no-orientirovannyh ortonormirovannyh bazisov e_1, . . . , e_n v R^{2n(n−1)}, koordinatnye funkcii kotorogo sut~ f (_{±ei ±ej√} 2 ) , priqem nomera koordinatnyh funkciæ sovpada¸t s nomerami reber 2^n-ffdra, postroennogo po reperu e_1, . . . , e_n. �

PrimenØØ dokazannu¸ teoremu 2 k funkcii (f(x) + f(−x))/2 dlØ proizvol~noæ nepreryvnoæ funkcii f na evklidovoæ sfere, poluqaem sledstvie.

Sledstvie. DlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii f : S^{n−1} → R naæ-

detsØ ortonormirovannyæ bazis e_1, . . . , e_n takoæ, qto pri l¸byh

1 6 i < j 6 n vypolnØetsØ f ( ei + ej√ 2 ) + f ( −ei − ej√ 2 ) = f (ei − ej√ 2 ) + f (ej − ei√ 2 ) . � §3. Dopolnenie: Pokryxki dlØ mnoßestv dannogo diametra

U lemmy iz predyduwego paragrafa est~ ewe odno primenenie. My postroim semeæstvo 2n^2-grannikov v R^n, ograniqennyh n^2 parami udalennyh drug ot druga na rasstoØnie parallel~nyh d giperploskosteæ, takoe, qto vsØkoe podmnoßestvo R^n diametra

112 V. V. MAKEEV

d moßno pomestit~ posredstvom dvißeniØ v odin iz mnogogrannikov semeæstva.

Kak izvestno, vsØkoe podmnoßestvo R^n diametra d soderßitsØ v vypuklom mnoßestve postoØnnoæ xiriny d, t.e. s rasstoØniem d meßdu l¸bymi parami parallel~nyh opornyh giperploskosteæ. Pofftomu v dal~neæxem vozmoßnost~ pomestit~ v mnogogranniki iz semeæstva dostatoqno proverit~ lix~ dlØ podmnoßestv R^n postoØnnoæ xiriny.

ProvedØ k ploskoæ figure K ⊂ R^2 postoØnnoæ xiriny dve pary perpendikulØrnyh opornyh prØmyh, my opixem vokrug nee kvadrat. ProvedØ k K dve pary opornyh prØmyh, perpendikulØrnyh diagonalØm postroennogo kvadrata, my opixem vokrug K ravnougol~nyæ vos~miugol~nik. Oqevidnye soobraßeniØ nepreryvnosti pokazyva¸t, qto vokrug K moßno opisat~ ravnougol~nyæ vos~miugol~nik, poluqennyæ iz kvadrata otseqeniem dvuh par ravnyh ravnobedrennyh prØmougol~nyh treugol~nikov (ris. 1).

Ris. 1.

Nißesledu¸waØ teorema ØvlØetsØ mnogomernym analogom fftogo utverßdeniØ.

Teorema 3. Pust~ K ⊂ R^n – vypukloe telo postoØnnoæ xiriny.

Togda naædetsØ ortonormirovannyæ bazis e_1, . . . , e_n takoæ, qto (1) pary ortogonal~nyh ortam e_i i opornyh k telu K giperploskosteæ ograniqiva¸t opisannyæ vokrug K kub Q s centrom O, priqem

(2) dlØ 1 6 i < j 6 n serediny ortogonal~nyh proekciæ tela K na prØmye, prohodØwie qerez O i parallel~nye vektoram e_i + e_j i ei − ej , nahodØtsØ na ravnyh rasstoØniØh ot O.

GEOMETRI˚ KONEQNOMERNYH NORMIROVANNYH 113

Dokazatel~stvo. DlØ kaßdogo poloßitel~no-orientirovannogo

ortonormirovannogo bazisa e_1, . . . , e_n, kak i vyxe, postroim poloßitel~no-orientirovannyæ 2^n-ffdr m, zanumeruem ego rebra i sopostavim s m toqku f(m) ∈ R^{2n(n−1)}, koordinaty kotoroæ ravny rasstoØniØm do O ot seredin ortogonal~nyh proekciæ tela K na prØmye, parallel~nye vektoram e_i ± e_j dlØ 1 6 i < j 6 n, prohodØwim qerez centr opisannogo vokrug tela K kuba Q, ograniqennogo opornymi k telu K i ortogonal~nymi vektoram e_i giperploskostØmi, kak ffto opisano v teoreme, priqem nomera koordinat ravny nomeram reber 2^n-ffdra.

Teper~ dlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno primenit~ lemmu k postroennomu otobraßeni¸ mnogoobraziØ 2^n-ffdrov. �

Zameqanie. Pust~ K ⊂ R^n – telo postoØnnoæ xiriny. Do-

kazannaØ teorema garantiruet suwestvovanie opisannogo vokrug K 2n^2-grannika, ograniqennogo n^2 parami parallel~nyh opornyh giperploskosteæ, iz opisannogo v teoreme n(n − 1)/2- parametriqeskogo semeæstva 2n^2-grannikov, kotorye parametrizu¸tsØ n(n−1)/2 rasstoØniØmi seredin ortogonal~nyh proekciæ tela K ot centra O ukazannogo v teoreme opisannogo vokrug tela K kuba Q.

§4. Nepreryvnye funkcii na evklidovoæ sfere

Nedavno byla oprovergnuta staraØ gipoteza o tom, qto l¸bye n toqek na sfere S^{n−1} moßno vraweniem sfery pomestit~ v odin uroven~ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii na fftoæ sfere [4, 3]. Odnako dlØ nekotoryh konkretnyh konfiguraciæ toqek sfery ffto utverßdenie verno. (Obzor podobnyh rezul~tatov imeetsØ v [5].)

Niße my rassmatrivaem bolee obwu¸ zadaqu, kogda dlØ zadannyh toqek sfery S^{n−1} putem ee vraweniØ my dobivaemsØ vypolneniØ nekotoryh lineænyh sootnoxeniæ s kofffficientami ±1 meßdu znaqeniØmi v fftih toqkah zadannoæ na sfere nepreryvnoæ funkcii.

Naxa osnovnaØ cel~ v §§4–6 sostoit v dokazatel~stve sledu- ¸wih dvuh teorem.

Teorema 4. Pust~ f : S^{n−1} → R – proizvol~naØ nepreryvnaØ qi-

slovaØ funkciØ. Togda naædetsØ (n − 1)-mernyæ kub s centrom O, vpisannyæ v sferu S^{n−1} i takoæ, qto vse summy znaqeniæ funkcii f v verxinah ego (n − 3)-mernyh graneæ ravny meßdu soboæ.

114 V. V. MAKEEV

ZameqaniØ. 1. Pri n = 3 utverßdenie teoremy prevrawaetsØ

v teoremu Daæsona [1] o tom, qto vsØkaØ nepreryvnaØ funkciØ f : S^2 → R prinimaet ravnye znaqeniØ v verxinah nekotorogo kvadrata, vpisannogo v bol~xu¸ okrußnost~ sfery S^2.

2. Pri n = 4 teorema 4 utverßdaet, qto dlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii f : S^3 → R naædetsØ takoæ vpisannyæ v bol~xu¸ dvumernu¸ sferu sfery S^3 trehmernyæ kub, pri xahmatnoæ raskraske verxin kotorogo funkciØ f prinimaet ravnye znaqeniØ vo vseh ego “belyh” verxinah, a takße prinimaet ravnye znaqeniØ vo vseh ego “qernyh” verxinah.

DlØ qetnyh funkciæ imeet mesto bolee sil~nyæ rezul~tat.

Teorema 5. Pust~ f : S^{n−1} → R – nepreryvnaØ qetnaØ qislovaØ

funkciØ. Togda naædetsØ vpisannyæ v sferu S^{n−1} n-mernyæ kub takoæ, qto vse summy znaqeniæ funkcii f v verxinah ego (n − 3)- mernyh graneæ ravny meßdu soboæ.

ZameqaniØ. 1. Pri n = 2 utverßdenie teoremy prevrawaetsØ

v teoremu [2] o tom, qto qetnaØ funkciØ na dvumernoæ sfere prinimaet ravnye znaqeniØ v verxinah nekotorogo kuba.

2. Pri n = 4 teorema utverßdaet, qto dlØ nepreryvnoæ qetnoæ funkcii f : S^3 → R naædetsØ takoæ vpisannyæ v sferu qetyrehmernyæ kub, pri xahmatnoæ raskraske verxin kotorogo funkciØ f prinimaet ravnye znaqeniØ vo vseh ego “belyh” verxinah, a takße prinimaet ravnye znaqeniØ vo vseh ego “qernyh” verxinah.

OstavxaØsØ qast~ raboty posvØwena dokazatel~stvu teorem 4 i 5.

§5. Dokazatel~stvo teoremy 5

Oboznaqim qerez M mnogoobrazie poloßitel~no-orientiro-vannyh ediniqnyh kubov v R^n s centrom O. Verxiny kuba iz M budem oboznaqat~ qerez A_1, . . . , A_2n . Pust~ G – gruppa sohranØ- ¸wih orientaci¸ samosovmeweniæ kuba. Ona deæstvuet v M i v prostranstve R^{2n}, perestavlØØ koordinaty toqek tak ße, kak verxiny kubov A_1, . . . , A_2n . Pust~ L_1 ⊂ R^{2n} – podprostranstvo, sostoØwee iz toqek x ∈ R^{2n} s ravnymi summami koordinat s nomerami, ravnymi nomeram verxin graneæ kuba starxeæ razmernosti n − 1. Nakonec, pust~ L_2 ⊂ L_1 – podprostranstvo, sostoØwee iz toqek x ∈ R^{2n} s ravnymi summami koordinat s nomerami,

GEOMETRI˚ KONEQNOMERNYH NORMIROVANNYH 115 ravnymi nomeram verxin graneæ kuba razmernosti n − 2. Legko proverit~, qto

dim L_1 − dim L_2 = n(n − 1) 2 . Lemma 1. Pust~ f : M → R^{2n} – nepreryvnoe G-ffkvivariantnoe

otobraßenie takoe, qto f(M) ⊂ L_1. Togda f(M) ∩ L_2 ≠ ∅.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda oto-

braßenie f – gladkoe, qto my i predpolagaem v dal~neæxem. V ostal~nyh sluqaØh ona dokazyvaetsØ predel~nym perehodom.

Tak kak dim M = n(n − 1)/2, to v situacii obwego poloßeniØ f^{−1}(L_2) predstavlØet soboæ koneqnoe G-invariantnoe mnoßestvo toqek. Pokaßem, qto v situacii obwego poloßeniØ ffto mnoßestvo sostoit iz neqetnogo qisla ℓ G-orbit.

Po standartnym topologiqeskim soobraßeniØm vyqet ℓ mod 2 ne zavisit ot tipiqnogo otobraßeniØ f, poskol~ku vse takie otobraßeniØ gladko i G-ffkvivariantno deformiruemy drug v druga (naprimer, lineæno gomotopny).

Privedem primer otobraßeniØ s ℓ ≡ 1 mod 2. Zafiksiruem kakoæ-nibud~ raznoosnyæ ffllipsoid E s centrom O. Rassmotrim proizvol~nyæ kub m ∈ M. Togda n vzaimno-ortogonal~nyh giperploskosteæ, prohodØwih qerez O parallel~no granØm kuba m, delØt ob¨em, ograniqennyæ ffllipsoidom E, na 2^n qasteæ. Pust~ f(m) – toqka, i-Ø koordinata kotoroæ ravna ob¨emu qasti, soderßaweæ verxinu A_i kuba m. Pokaßem, qto dlØ takogo otobraßeniØ f imeem ℓ = 1.

Pust~ P_1, . . . , P_n – vzaimno-ortogonal~nye giperploskosti, prohodØwie qerez O i takie, qto l¸bye dve iz nih delØt ob¨- em, ograniqennyæ ffllipsoidom E, na 4 ravnye qasti. Pust~

α : R^n → R^n – affinnoe preobrazovanie, perevodØwee ffllipsoid

E v sferu. Togda giperploskosti α(P_1), . . . , α(P_n) takße vzaimno ortogonal~ny, poskol~ku l¸bye dve iz nih delØt ob¨em xara na 4 ravnye qasti. Sledovatel~no, ishodnye giperploskosti P_1, . . . , P_n perpendikulØrny osØm ffllipsoida E.

To, qto rassmatrivaemaØ situaciØ – obwego poloßeniØ, sleduet iz togo, qto pri dvißenii vyxeukazannogo nabora giperploskosteæ s nenulevoæ skorost~¸ naqinaet naruxat~sØ hotØ by odno iz usloviæ ravenstva ob¨emov. Lemma 1 dokazana. �

116 V. V. MAKEEV

Dokazatel~stvo teoremy 5. Otoßdestvim M s mnogoobraziem

n-mernyh kubov, vpisannyh v sferu S^{n−1}.

Teper~ dostatoqno primenit~ lemmu 1 k otobraßeni¸

F : M → R^{2n}, (A_1, . . . , A_2n ) → (f(A_1 ), . . . , f(A_2n )),

gde A_1, . . . , A_2n – verxiny sootvetstvu¸wego kuba.

Poskol~ku funkciØ f – qetnaØ, to iz togo, qto summy ee znaqeniæ v verxinah (n − 2)-mernyh graneæ kuba odinakovy, sleduet, qto odinakovy i summy znaqeniæ v verxinah ego (n − 3)-mernyh graneæ. �

§6. Dokazatel~stvo teoremy 4

Pust~ teper~ M^′ – mnogoobrazie ediniqnyh (n − 1)-mernyh kubov s verxinami A_1, . . . , A_2n�1 i centrom O, a G – gruppa sohranØ¸wih orientaci¸ dvißeniæ prostranstva R^n, perevodØwih nekotoryæ fiksirovannyæ (n − 1)-mernyæ kub v sebØ.

Lemma 2. Pust~ f : M^′ → R^{2n�1} nepreryvnoe G-ffkvivariantnoe

otobraßenie. Togda f(M^′) ∩ L_2 ≠ ∅.

Dokazatel~stvo. Kak i v lemme 1, proverØetsØ, qto dlØ tipiq-

nogo gladkogo f imeetsØ neqetnoe qislo trebuemyh poloßeniæ kuba.

Model~noe otobraßenie f : M^′ → R^{2n}�^1 stroitsØ analogiqno s pomow~¸ seqeniæ raznoosnogo ffllipsoida v R^n s centrom O n − 1 poparno-ortogonal~nymi giperploskostØmi, prohodØwimi qerez otliqnu¸ ot O toqku na odnoæ iz ego oseæ. �

Dokazatel~stvo teoremy 4. Otoßdestvim M^′ s mnogoobraziem

(n−1)-mernyh kubov, vpisannyh v bol~xie (n−2)-mernye sfery.

Dostatoqno primenit~ lemmu 2 k otobraßeni¸

F : M^′ → R^{2n} �1 , (A_1, . . . , A_2n�1 ) → (f(A_1 ), . . . , f(A_2n�1 ),

gde A_1, . . . , A_2n – verxiny sootvetstvu¸wego kuba. �

Literatura

1. F. J. Dyson, Continuous functions defined on spheres. — Ann. Math. 54 (1951),

534–536.

2. T. Hausel, E. Makai, A. Szűcz, Inscribing cubes and covering by rhombic dodec-

ahedra via equivariant topology. — Mathematica (2001).

GEOMETRI˚ KONEQNOMERNYH NORMIROVANNYH 117 3. A. Hinrichs, C. Richter, New counterexamples to Knaster’s conjecture. Preprint

(2003).

4. B. S. Kashin, S. J. Szarek, The Knaster problem and the geometry of high di-

mensional cubes. — C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1, 336 (2003), 931–936.

5. V. V. Makeev, Zadaqa Knastera o nepreryvnyh otobraßeniØh sfery v evklidovo prostranstvo. — Zap. nauqn. semin. LOMI 167 (1987), 169– 178.

6. V. V. Makeev, Neskol~ko teorem o delenii nepreryvno raspredelennoæ massy. — Zap. nauq. semin. POMI 329 (2006).

7. R. Rattray, An antipodal point, orthogonal point theorem. — Ann. Math. 60 (1954), 502–512.

Makeev V. V. Geometry of finite-dimensional normed spaces and continuous functions on the Euclidean sphere.

Let R^n be the n-dimensional Euclidean space, and let ‖ · ‖ be a norm in R^n. Two lines ℓ1 and ℓ2 in R^n are said to be ‖ · ‖-orthogonal if their

‖ · ‖-unit directional vectors e_1 and e_2 satisfy ‖e_1 + e_2‖ = ‖e_1 − e_2‖. It is proved that for any two norms ‖ · ‖ and ‖ · ‖^′ in R^n there are n lines ℓ_1, . . . , ℓ_n that are ‖ · ‖- and ‖ · ‖^′-orthogonal simultaneously.

Let f : S^{n−1} → R be a continuous function on the unit sphere S^{n−1} ⊂

R^n with center O. It is proved that there exists an (n−1)-cube C centered

at O, inscribed in S^{n−1}, and such that all sums of values of f at the vertices of (n − 3)-faces of C are pairwise equal. If the function f is even, then there exists an n-cube with the same properties. Furthermore, there exists an orthonormal basis e_1, . . . , e_n such that for 1 6 i < j 6 n we have f (_{ei +ej√} 2 ) = f (_{ei −ej√} 2 ) . Postupilo 1 marta 2005 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: pp11687@vm11687.spb.edu