Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

R. ˚. Nizkiæ

URAVNENI˚ MAKSVELLA I NAPRAVLENIE �LEKTROMAGNITNOGO POL˚

Vvedenie

Odnim iz sposobov opisaniØ fflektromagnitnogo polØ (�MpolØ) ØvlØetsØ zadanie v kaßdoæ toqke (prostranstva Minkovskogo M^4) bivektora nad vektornym prostranstvom Minkovskogo

M_0. Cel~¸ raboty ØvlØetsØ sopostavlenie s bivektorom toqki

mnogoobraziØ napravleniæ fiziqeskogo prostranstva G^1. Ono osnovano na special~nom razloßenii bivektora v summu dvuh slagaemyh, svØzannyh, sootvetstvenno, so znaqeniØmi fflektriqeskogo i magnitnogo poleæ v nekotorom kanoniqeskom klasse sistem koordinat.

V §1 privodØtsØ razliqnye sposoby opisaniØ �M-polØ i zapisi uravneniæ Maksvella v vakuume, rassmatriva¸tsØ ih otliqiØ drug ot druga. Da¸tsØ opredeleniØ napravleniØ �M-polØ, fflektriqeskogo i magnitnogo kofffficientov.

V §2 uravneniØ Maksvella zapisyva¸tsØ v terminah napravleniØ �M-polØ.

V §3 vvodØtsØ differencial~nye operatory na nekotoryh klassah otobraßeniæ, s pomow~¸ nih uravneniØ Maksvella, sformulirovannye v predyduwem razdele, zapisyva¸tsØ v invariantnoæ forme.

Nakonec, §§4 i 5 posvØweny ograniqeniØm, kotorye uravneniØ Maksvella nakladyva¸t na napravlenie �M-polØ. V §4 dokazyvaetsØ, qto tol~ko postoØnnoe �M-pole moßet imet~ postoØnnoe napravlenie. V §5 rassmatriva¸tsØ polØ, dlØ kotoryh fflektriqeskiæ i magnitnyæ kofffficienty postoØnny.

1. Razliqnye sposoby opisaniØ fflektromagnitnogo polØ 1.1. Rassmotrim prostranstvo Minkovskogo M^4 = R^4_{1,3} kak mo-

del~ prostranstva-vremeni i razliqnye sposoby opisaniØ fflek-

Rabota qastiqno podderßana grantom NX-1914.2003.1. 118

URAVNENI˚ MAKSVELLA 119 tromagnitnogo polØ. VybrannaØ toqka x_0 ∈ M^4 i tetrada Minkovskogo (e_0, e_1, e_2, e_3) – bazis vektornogo prostranstva Minkovskogo M_0, takoæ, qto ⟨e_0, e_0⟩ = 1,

⟨e_1, e_1⟩ = ⟨e_2, e_2⟩ = ⟨e_3, e_3⟩ = −1

i ⟨e_i, e_j⟩ = 0 pri i ≠ j, – zada¸t v M^4 global~nu¸ inercial~nu¸ sistemu koordinat (x^0, x^1, x^2, x^3). �to pozvolØet kaßdu¸ toqku prostranstva Minkovskogo odnoznaqno opisat~ s pomow~¸ prostranstvennoæ x = (x^1, x^2, x^3) ∈ R^3 i vremennoæ t = x^0/c ∈ R koordinat. V takih oboznaqeniØh �M-pole prinØto opisyvat~ dvumØ otobraßeniØmi, sopostavlØ¸wimi s kaßdoæ toqkoæ prostranstva Minkovskogo fflement trehmernogo arifmetiqeskogo evklidova prostranstva:

E : R^3 × R → R^3, (x, t) → E(x, t) = (E1(x, t), E2(x, t), E3(x, t)) , (1) H : R^3 × R → R^3, (x, t) → H(x, t) = (H1(x, t), H2(x, t), H3(x, t)) . (2)

Otobraßenie E nazyva¸t naprØßennost~¸ fflektriqeskogo polØ, a otobraßenie H – naprØßennost~¸ magnitnogo polØ.

VzØv drugu¸ tetradu Minkovskogo (ẽ_0, ẽ_1, ẽ_2, ẽ_3), taku¸ qto

e_0 = ẽ_0, my poluqim drugu¸ sistemu koordinat (x̃^0, x̃^1, x̃^2, x̃^3) s x^0 = x̃^0. Pri perehode ot odnoæ takoæ sistemy koordinat k dru-

goæ, kotoryæ ØvlØetsØ, po suti, zamenoæ x na x̃, veliqiny E_1, E_2,

E_3, tak ße, kak i H_1, H_2, H_3, menØ¸tsØ kak koordinaty vektora.

OtobraßeniØ E i H dlØ fiksirovannogo �M-polØ opredelØ- ¸tsØ vyborom tetrady (e_0, e_1, e_2, e_3). No veliqiny

(E, H)R3 , (3)

(E, E)R3 − (H, H)R3 , (4)

gde (·, ·)R3 oboznaqaet skalØrnoe proizvedenie v prostranstve znaqeniæ otobraßeniæ E i H, ne zavisØt ot vybora tetrady i nazyva¸tsØ invariantami �M-polØ (sm. [6, §25]).

V fftih oboznaqeniØh uravneniØ Maksvella, zada¸wie ograniqeniØ dlØ E i H, kotorye nakladyva¸t na �M-polØ zakony fflektrodinamiki, v prosteæxem sluqae – v vakuume – vyglØdØt tak:

div E = ∂E_1 ∂x^1 + ∂E_2 ∂x^2 + ∂E_3 ∂x^3 = 0, (5)

120 R. ˚. NIZKI`

rot E = ( ∂E_3 ∂x^2 − ∂E_2 ∂x^3 , ∂E_1 ∂x^3 − ∂E_3 ∂x^1 , ∂E_2 ∂x^1 − ∂E_1 ∂x^2 ) = − ∂H ∂x^0 , (6)

div H = ∂H_1 ∂x^1 + ∂H_2 ∂x^2 + ∂H_3 ∂x^3 = 0, (7)

rot H = ( ∂H_3 ∂x^2 − ∂H_2 ∂x^3 , ∂H_1 ∂x^3 − ∂H_3 ∂x^1 , ∂H_2 ∂x^1 − ∂H_1 ∂x^2 ) = ∂E ∂x^0 . (8)

Ot populØrnoæ formy zapisi uravneniæ Maksvella uravneniØ (5)–(8) otliqa¸tsØ tol~ko ispol~zovaniem x^0 = ct vmesto t.

UravneniØ (5)–(8) verny dlØ sistem koordinat, zadavaemyh tetradami Minkovskogo s fiksirovannymi vremennoæ i prostranstvennoæ orientaciØmi (sm. [3]). L¸bye dve takie tetrady

(e_0, e_1, e_2, e_3) i (ẽ_0, ẽ_1, ẽ_2, ẽ_3) zada¸t odnu i tu ße orientaci¸ M_0,

i, krome togo, ⟨e_0, ẽ_0⟩ > 0. Perehod ot odnoæ takoæ sistemy koordinat k drugoæ ØvlØetsØ ograniqennym preobrazovaniem Lorenca, t.e. preobrazovaniem iz komponenty svØznosti edinicy gruppy Lorenca. V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ tol~ko dopustimye tetrady Minkovskogo – tetrady s fiksirovannymi vremennoæ i prostranstvennoæ orientaciØmi.

V kaßdoæ takoæ sisteme koordinat uravneniØ Maksvella ØvlØ¸tsØ sistemoæ iz 8 differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh, svØzyva¸weæ 6 vewestvennoznaqnyh funkciæ, zadannyh v M^4. NesmotrØ na to, qto otobraßeniØ E i H suwestvenno zavisØt ot sistemy koordinat, sistemy uravneniæ (5)–(8), zapisannye dlØ raznyh sistem koordinat, ffkvivalentny. Odnako dlØ kaßdogo iz fftih uravneniæ v otdel~nosti sredi analogiqnyh uravneniæ dlØ drugoæ sistemy koordinat v obwem sluqae ne naædetsØ ffkvivalentnogo.

1.2. Bolee simmetriqnyæ vid uravneniæ Maksvella udaetsØ po-

luqit~, rassmatrivaØ dlØ kaßdoæ sistemy koordinat veliqinu F_{ik}(x) = 0 E_1(x) E_2(x) E_3(x) −E_1(x) 0 −H_3(x) H_2(x) −E_2(x) H_3(x) 0 −H_1(x) −E_3(x) −H_2(x) H_1(x) 0 , (9) zavisØwu¸ ot x ∈ M^4. Izvestno, qto svoæstva �M-polØ takovy, qto pri perehode ot sistemy koordinat, zadannoæ (e_0, e_1, e_2, e_3), k sisteme, zadannoæ drugoæ dopustimoæ tetradoæ, koordinaty

F_{ik} izmenØ¸tsØ kak koordinaty tenzora ranga (0, 2). Tenzor F_{ik},

URAVNENI˚ MAKSVELLA 121 opredelØemyæ ravenstvom (9), nazyvaetsØ tenzorom �M-polØ. Tak kak F_{ik} – kososimmetriqeskiæ, to ego moßno zapisat~ v vide differencial~noæ formy:

F (x) = E_1(x)dx^0 ∧ dx^1 + E_2(x)dx^0 ∧ dx^2 + E_3(x)dx^0 ∧ dx^3

− H_3(x)dx^1 ∧ dx^2 + H_2(x)dx^1 ∧ dx^3 − H_1(x)dx^2 ∧ dx^3.

V [1, §19] dlØ kososimmetriqeskih tenzorov v psevdorimanovom prostranstve opredelen operator Hodßa ∗, s pomow~¸ kotorogo uravneniØ Maksvella v vakuume prinima¸t sledu¸wiæ vid (sm. [7]): { dF = 0 d(∗F ) = 0

(10)

gde dF i d(∗F ) – vnexnie differencialy differencial~nyh form F i ∗F .

Kaßdoe iz uravneniæ (10) ØvlØetsØ ravenstvom tenzorov i ne zavisit ot sistemy koordinat. Odnako sistema (10) opisyvaet tol~ko svoæstva tenzora F_{ik} v celom i ne ispol~zuet ponØtiØ fflektriqeskogo i magnitnogo poleæ.

1.3. V psevdorimanovom prostranstve suwestvuet kanoniqeskoe

sootvetstvie meßdu tenzorami razliqnogo ranga, kotoroe ustanavlivaetsØ s pomow~¸ podnØtiØ i opuskaniØ indeksov (opisanie i dokazatel~stvo korrektnosti fftoæ operacii dano v [1, §19]). Takim obrazom, tenzor �M-polØ F_{ik} moßet byt~ zapisan i v kontravariantnoæ forme kak F^{ik}, gde F^{ik} = g^{ip}g^{kq}F_{pq}. DlØ vseh rassmatrivaemyh nami sistem koordinat v prostranstve Minkovskogo metriqeskiæ tenzor g^{ij} imeet vid g^{ik} = 1 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 −1 .

F^{ik} ØvlØetsØ polem kososimmetriqeskih tenzorov ranga (2, 0), a

znaqenie �M-polØ F^{ik}(x_0) v toqke x_0 – bivektorom nad M_0. V sisteme koordinat, zadannoæ tetradoæ (e_0, e_1, e_2, e_3), fftot bivektor imeet vid

F (x_0) = ∑ 06i<j63^F ij(x_0)e_i ∧ e_j ∈ Λ_2(M_0).

122 R. ˚. NIZKI` V terminah naprØßennosteæ fflektriqeskogo i magnitnogo poleæ v dannoæ sisteme koordinat ego moßno zapisat~ kak

F (x_0) = −E_1e_0∧e_1−E_2e_0∧e_2−E_3e_0∧e_3−H_3e_1∧e_2+H_2e_1∧e_3−H_1e_2∧e_3.

(11) Invarianty (3) i (4) s pomow~¸ tenzora fflektromagnitnogo polØ zapisyva¸tsØ kak 1 2 F_{ik}F^{ik}, (12) − 1 4 ε^{ijkl}F_{ij}F_{kl}, (13) sootvetstvenno (sm. [1, §21]). Zdes~ ε^{ijkl} – veliqina, menØ¸- waØ znak pri perestanovke l¸byh dvuh indeksov i takaØ, qto

ε^{1234} = 1. Pri zamene koordinat, sootvetstvu¸weæ perehodu ot

odnoæ dopustimoæ tetrady Minkovskogo k drugoæ, ε^{ijkl} ØvlØetsØ kososimmetriqeskim tenzorom (sm. [6, §6]). Veliqiny (12) i (13) ØvlØ¸tsØ tenzorami ranga (0,0) i ne zavisØt ot koordinat v sluqae, esli sistemy koordinat sootvetstvu¸t dopustimym tetradam.

V [4] opredelen operator Hodßa dlØ vnexneæ algebry nad lineænym prostranstvom so skalØrnym proizvedeniem. Sußennyæ na podrostranstvo bivektorov Λ_2(M_0) vnexneæ algebry Λ(M_0) on ØvlØetsØ lineænym operatorom na Λ_2(M_0):

∗ : Λ_2(M_0) → Λ_2(M_0),

kotoryæ, kak pokazano v rabote [5], deæstvuet na bazise, poroßdennom dopustimoæ tetradoæ Minkovskogo (e_0, e_1, e_2, e_3), sledu- ¸wim obrazom:

∗(e_0 ∧ e_1) = −e_2 ∧ e_3, ∗(e_0 ∧ e_2) = e_1 ∧ e_3, ∗(e_0 ∧ e_3) = −e_1 ∧ e_2,

∗(e_1 ∧ e_2) = e_0 ∧ e_3, ∗(e_1 ∧ e_3) = −e_0 ∧ e_2, ∗(e_2 ∧ e_3) = e_1 ∧ e_2.

(14) Esli kaßdyæ tenzor ranga (0, 2) v prostranstve Minkovskogo otoßdestvit~ s bivektorom iz Λ_2(M_0) s pomow~¸ podnØtiØ indeksov, to operatory Hodßa ∗, opredelennye v [4] i [1], budut otliqat~sØ na prostranstve bivektorov znakom, i spravedlivost~ vtorogo uravneniØ iz (10) ne zavisit ot togo, kakoæ iz fftih operatorov ispol~zuetsØ. V dal~neæxem simvolom ∗ budem oboznaqat~ tol~ko operator, opredelennyæ v [4], i dlØ kotorogo verno (14).

URAVNENI˚ MAKSVELLA 123 Neposredstvenno iz (14) sleduet

∗ ∗ = −id_{Λ2(M0)}, (15)

qto pozvolØet vvesti na Λ_2(M_0) strukturu kompleksnogo lineænogo prostranstva, polagaØ dlØ l¸byh φ ∈ Λ_2(M_0), z ∈ C

zφ = (Re z)φ + (Im c) ∗ φ. (16)

V rabote [5] rassmatrivalos~ lorenc-invariantnoe skalØrnoe proizvedenie na prostranstve bivektorov Λ_2(M_0). Esli

(e_0, e_1, e_2, e_3) – tetrada Minkovskogo, to bazisnye bivektory

e_0 ∧ e_1, e_0 ∧ e_2, e_0 ∧ e_3, e_1 ∧ e_2, e_1 ∧ e_3, e_2 ∧ e_3

sostavlØ¸t ortogonal~nyæ bazis Λ_2(M_0) dlØ dannogo skalØrnogo proizvedeniØ, a skalØrnye kvadraty fftih bivektorov ravny

⟨e_0 ∧ e_1, e_0 ∧ e_1⟩ = ⟨e_0 ∧ e_2, e_0 ∧ e_2⟩ = ⟨e_0 ∧ e_3, e_0 ∧ e_3⟩ = −1,

⟨e_1 ∧ e_2, e_1 ∧ e_2⟩ = ⟨e_1 ∧ e_3, e_1 ∧ e_3⟩ = ⟨e_2 ∧ e_3, e_2 ∧ e_3⟩ = 1.

S pomow~¸ fftogo skalØrnogo proizvedeniØ vydelim nekotorye special~nye podmnoßestva Λ_2(M_0). Pust~ K_0 – konus bivektorov so skalØrnym proizvedeniem, ravnym nul¸, (takie bivektora nazyva¸tsØ izotropnymi)

K_0 = {φ ∈ Λ_2(M_0) | ⟨φ, φ⟩ = 0} ,

K_2 – konus prostyh bivektorov, t.e. bivektorov, predstavimyh

v vide vnexnego proizvedeniØ dvuh vektorov,

K_2 = {v_1 ∧ v_2 ∈ Λ_2(M_0) | v_1, v_2 ∈ M_0} .

Mnogoobrazie napravleniæ fiziqeskogo prostranstva G^1 = {ω ∈ K_2 | ⟨ω, ω⟩ = −1} (sm. [5]) s metrikoæ, inducirovannoæ vloßeniem v Λ_2(M_0), ØvlØetsØ qetyrehmernym psevdorimanovym mnogoobraziem s signaturoæ (+ + −−). Ego moßno rassmatrivat~ kak nekotoryæ analog grassmanova mnogoobraziØ nad evklidovym prostranstvom dlØ sluqaØ prostranstva Minkovskogo, tak kak kaßdomu ω ∈ G^1 moßno postavit~ v sootvetstvie orientirovannu¸ ploskost~ v

M_0, soderßawu¸ vremenipodobnoe napravlenie (vektor s polo-

ßitel~nym skalØrnym kvadratom).

124 R. ˚. NIZKI`

V [2] pokazano, qto dlØ l¸bogo bivektora φ ∈ Λ_2(M_0), φ /∈

K_0 ∩ K_2, suwestvu¸t ω ∈ G^1 i e, h ∈ R takie, qto φ = eω + h(∗ω) ili, na Øzyke kompleksnoæ struktury (16), φ = zω, (17) gde z = e + ih.

KompleksnaØ struktura (16) i skalØrnoe proizvedenie na prostranstve bivektorov Λ_2(M_0) pozvolØ¸t vvesti kompleksnoznaqnu¸ bilineænu¸ kvadratiqnu¸ formu A(ω, φ) = ⟨ω, φ⟩ + i⟨ω, ∗φ⟩, ω, φ ∈ Λ_2(M_0). V [2] pokazano, qto A(φ, φ) ØvlØetsØ polnym invariantom bivetkora φ, v tom smysle, qto dlØ dvuh bivektorov φ_1, φ_2 ∈ Λ_2(M_0)

A(φ_1, φ_1) = A(φ_2, φ_2) togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet pre-

obrazovanie Lorenca, kotoroe perevodit φ_1 v φ_2.

Esli z ∈ C , ω ∈ takie, qto φ = zω, to A(φ, φ) = z̄^2A(ω, ω) = −z̄^2. DlØ vseh znaqeniæ A(φ, φ) ∈ C \ [0; +∞) rovno dlØ odnogo kornØ uravneniØ −z̄^2 = A(φ, φ) vypolnØetsØ Re z > 0. DlØ kaßdogo znaqeniØ z ≠ 0, udovletvorØ¸wego (17), ω ∈ G^1 opredelØetsØ odnoznaqno i ravno z^{−1}φ.

Utverßdenie 1.1 [2]. DlØ kaßdogo φ ∈ Λ2(M0) verny sledu¸wie

ffkvivalentnosti:

φ ∈ K_2 ⇔ Im A(φ, φ) = 0,

φ ∈ K_0 ⇔ Re A(φ, φ) = 0,

φ ∈ K_0 ∩ K_2 ⇔ A(φ, φ) = 0.

Takim obrazom, iz A(φ, φ) /∈ [0; +∞) sleduet suwestvovanie predstavleniØ (17) i edinstvennost~ z i ω, takih, qto Re z > 0 i

φ = zω. �ti fakty leßat v osnove sledu¸wego opredeleniØ.

URAVNENI˚ MAKSVELLA 125

Opredelenie 1.1. Pust~ znaqenie �M-polØ v toqke x0 ∈ M^4

zadaetsØ bivektorom F (x_0) i A(F (x_0), F (x_0)) /∈ [0; +∞). Pust~ ω(x_0) ∈ G^1 i e(x_0), h(x_0) ∈ R takovy, qto

F (x_0) = e(x_0)ω(x_0) + h(x_0)(∗ω(x_0)) (18)

i e(x_0) > 0. Togda ω(x_0) budem nazyvat~ napravleniem �M-polØ v toqke x_0, a e(x_0) i h(x_0) – fflektriqeskim i magnitnym kofffficientami fflektromagnitnogo polØ v toqke x_0.

Cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ poluqenie sistemy uravneniæ, ffkvivalentnoæ uravneniØm Maksvella dlØ polØ F (5)–(8) ili (10), soderßaweæ tol~ko otobraßeniØ ω, e i h i ih differencialy. DlØ fftogo opredelØ¸tsØ differencial~nye operatory special~nogo vida, deæstvu¸wie na otobraßeniØh f : V_1 → V_2, gde V_1, V_2 – dvumernye psevdorimanovy mnogoobraziØ s fiksirovannoæ signaturoæ. OtliqiØ poluqenoæ zapisi uravneniæ Maksvella ot (5)–(8) i (10) zakl¸qaetsØ v sledu¸wem: s odnoæ storony, ω, e i h ne zavisØt ot sistemy koordinat (e i h odnoznaqno opredelØ¸tsØ invariantami polØ (3) i (4) v dannoæ toqke), a s drugoæ — ona ispol~zuet razdelenie �M-polØ na fflektriqeskoe i magnitnoe polØ (e i h ravny, s toqnost~¸ do znaka, modulØm vektorov naprØßennosteæ fflektriqeskogo i magnitnogo poleæ v nekotoryh, svØzannyh s ω, sistemah koordinat).

Dal~neæxee izloßenie postroeno sledu¸wim obrazom: v §2 uravneniØ Maksvella zapisyva¸tsØ qerez e, h, ω i kofffficienty ih differencialov v nekotoroæ sisteme koordinat. V §3 s pomow~¸ opredelennyh v nem differencial~nyh operatorov uravneniØ privodØtsØ k beskoordinatnoæ forme. V §§4 i 5 rassmatriva¸tsØ mnoßestva rexeniæ uravneniæ Maksvella, dlØ kotoryh napravlenie �M-polØ i fflektriqeskiæ i magnitnyæ kofffficienty ime¸t special~nyæ vid.

2. Vyvod uravneniæ Maksvella v terminah napravleniØ fflektromagnitnogo polØ 2.1. DlØ pereformulirovki uravneniæ Maksvella v toqke x0 bu-

det udobno pol~zovat~sØ nekotoroæ osoboæ sistemoæ koordinat. Vyberem dopustimu¸ tetradu Minkovskogo (e_0, e_1, e_2, e_3) taku¸, qto ω(x_0) = e_0 ∧ e_1, ∗ω(x_0) = −e_2 ∧ e_3, (19)

126 R. ˚. NIZKI` i svØzannu¸ s neæ sistemu koordinat (x^0, x^1, x^2, x^3) v M^4. TakaØ tetrada ne edinstvenna, no dlØ kaßdoæ takoæ tetrady v sisteme koordinat, svØzannoæ s neæ, kontravariantnyæ tenzor �M-polØ budet imet~ vid

F (x_0) = e(x_0)e_0 ∧ e_1 − h(x_0)e_2 ∧ e_3,

a znaqit, soglasno (11), naprØßennosti fflektriqeskogo polØ (1) i magnitnogo polØ (2) v takih sistemah koordinat budut ravny

E(x_0) = (−e(x_0), 0, 0) , H(x_0) = (h(x_0), 0, 0) . (20)

Vybor tetrady, udovletvorØ¸weæ (19), i ime¸weæ fiksirovannye vremennu¸ i prostranstvennu¸ orientacii, sootvetstvuet vyboru ortonormirovannyh bazisov fiksirovannyh orientaciæ v dvumernyh lineænyh podprostranstvah

V_{ω(x0 )} = Lin {e_0, e_1} ⊂ M_0) i V_{∗ω(x0)} = Lin {e_2, e_3} ⊂ M_0.

Mnoßestvo vseh takih tetrad ØvlØetsØ podmnogoobraziem, gomeomorfnym

SO(R^2_{1,1}) × SO(R^2)^∼= R^1 × S^1,

mnogoobraziØ V^M_{4,4} vseh tetrad Minkovskogo.

Iz (20) vidno, qto dlØ bivektora F (x_0) takogo, qto

A(F (x_0), F (x_0)) /∈ [0; +∞),

invarianty (3) i (4) ravny −e(x_0)h(x_0) i e(x_0)^2 − h(x_0)^2 sootvetstvenno. Iz [1, Teorema 21.1] sleduet, qto ω(x_0), e(x_0), h(x_0) mogut byt~ korrektno opredeleny, esli

(E, H)R3 ≠ 0 ili (E, H)R3 = 0, (E, E)R3 − (H, H)R3 > 0. My budem predpolagat~, qto �M-pole F (x) gladko zavisit ot toqki x, pofftomu dlØ kaßdoæ toqki x_0 ∈ M^4, takoæ qto

A(F (x_0), F (x_0)) /∈ [0; +∞), moßno vybrat~ okrestnost~ U toqki x_0 (zavisØwu¸ ot F ), dlØ kaßdoæ toqki kotoroæ vypolnØetsØ

analogiqnoe ograniqenie. V dal~neæxem izloßenii pod ω, e, h budem ponimat~ otobraßeniØ ω : U → G^1,

URAVNENI˚ MAKSVELLA 127 e : U → (0, +∞) h : U → R, gde x_0 ∈ U i A(F (x), F (x)) /∈ [0; +∞) dlØ kaßdoæ toqki x ∈ U .

2.2. Sistema koordinat (x0, x1, x2, x3), svØzannaØ s tetradoæ

Minkovskogo (e_0, e_1, e_2, e_3), udovletvorØ¸weæ (19), kakoniqeskim obrazom zadaet bazis v kasatel~nom prostranstve T_{x0} M^4. S drugoæ storony, pl¸kkerovo vloßenie G^1 v Λ_2(M_0), kak pokazano v [5], pozvolØet rassmatrivat~ T_{ω(x0)}G^1 kak lineænoe podprostranstvo v Λ_2(M_0) s ortonormirovannym bazisom

(e_0 ∧ e_2, e_0 ∧ e_3, e_1 ∧ e_2, e_1 ∧ e_3). (21)

Pofftomu differencial otobraßeniØ ω : U → G^1 v toqke x_0 moßet byt~ opisan s pomow~¸ qisel λ^{02}_i , λ^{03}_i , λ^{12}_i , λ^{13}_i , (0 ⩽ i ⩽ 3), ØvlØ¸wihsØ kofffficientami razloßeniØ bivektorov ∂ω/∂x^i(x_0) po bazisu (21): ∂ω ∂x^i (x_0) = λ^{02}_i e_0 ∧e_2 +λ^{03}_i e_0 ∧e_3 +λ^{12}_i e_1 ∧e_2 +λ^{13}_i e_1 ∧e_3 ∈ T_{x0} ⊂ Λ_2(M_0).

(22) Esli bivektor ω(x) imeet razloßenie po bazisu Λ_2(M_0), svØzannomu s tetradoæ Minkovskogo (e_0, e_1, e_2, e_3),

ω(x) = ω^{01}(x)e_0 ∧ e_1 + ω^{02}(x)e_0 ∧ e_2 + ω^{03}(x)e_0 ∧ e_3 + ω^{12}(x)e_1 ∧ e_2 + ω^{13}(x)e_1 ∧ e_3 + ω^{23}(x)e_2 ∧ e_3,

to, soglasno (22), ∂ω^{01} ∂x^i (x_0) = ∂ω^{23} ∂x^i (x_0) = 0, ∂ω^{02} ∂x^i (x_0) = λ^{02}_i , ∂ω^{03} ∂x^i (x_0) = λ^{03}_i , ∂ω^{12} ∂x^i (x_0) = λ^{12}_i , ∂ω^{13} ∂x^i (x_0) = λ^{13}_i .

Zametim takße, qto

ω^{01}(x_0) = 1, ω^{02}(x_0) = ω^{03}(x_0) = ω^{12}(x_0) = ω^{13}(x_0) = ω^{23}(x_0) = 0.

128 R. ˚. NIZKI`

2.3. Soglasno pravilu opuskaniØ indeksov i naxim oboznaqe-

niØm �M-pole F (x) moßno zapisat~ v vide differencial~noæ formy

F (x) = ( −e(x)ω^{01}(x) − h(x)ω^{23}(x) ) dx^0 ∧ dx^1 + ( −e(x)ω^{02}(x) + h(x)ω^{13}(x) ) dx^0 ∧ dx^2 + ( −e(x)ω^{03}(x) − h(x)ω^{12}(x) ) dx^0 ∧ dx^3 + ( e(x)ω^{12}(x) − h(x)ω^{03}(x) ) dx^1 ∧ dx^2 + ( e(x)ω^{13}(x) + h(x)ω^{02}(x) ) dx^1 ∧ dx^3 + ( e(x)ω^{23}(x) − h(x)ω^{01}(x) ) dx^2 ∧ dx^3.

(23)

Iz (15) i (18) vidno, qto vyraßenie dlØ ∗F (x) poluqaetsØ zamenoæ v (23) e(x) i h(x) na −h(x) i e(x), sootvetstvenno.

2.4. Qtoby zapisat~ uravneniØ Maksvella v toqke x0 v termi-

nah otobraßeniæ e, h i ω, vospol~zuemsØ (10) i (23): voz~mem vnexniæ differencial ot differencial~nyh form F i ∗F i priravnØem kofffficienty vnexnih differencialov dF i d(∗F ) k nul¸. DlØ uproweniØ zapisi qerez e, h, ∂e/∂x^i, ∂h/∂x^i budem oboznaqat~ znaqenie sootvetstvu¸wih otobraßeniæ v toqke x_0.

(dF )_{012}(x_0) =

∂(F_{12}) ∂x^0 (x_0)−

∂(F_{02}) ∂x^1 (x_0) +

∂(F_{01}) ∂x^2 (x_0) = ∂(eω^{12} − hω^{03}) ∂x^0 (x_0) −

∂(−eω^{02} + hω^{13}) ∂x^1 (x_0) +

∂(−eω^{01} − hω^{23}) ∂x^2 (x_0) = ∂e ∂x^0 (x_0)ω^{12}(x_0) + ∂ω^{12} ∂x^0 (x_0)e(x_0) − ∂h ∂x^0 (x_0)ω^{03}(x_0) − ∂ω^{03} ∂x^0 (x_0)h(x_0) + ∂e ∂x^1 (x_0)ω^{02}(x_0) + ∂ω^{02} ∂x^1 (x_0)e(x_0) − ∂h ∂x^1 (x_0)ω^{13}(x_0) − ∂ω^{13} ∂x^1 (x_0)h(x_0) − ∂e ∂x^2 (x_0)ω^{01}(x_0) − ∂ω^{01} ∂x^2 (x_0)e(x_0) − ∂h ∂x^2 (x_0)ω^{23}(x_0) − ∂ω^{23} ∂x^2 (x_0)h(x_0) = − ∂e ∂x^2 + ( λ^{12}_0 + λ^{02}_1 ) e + ( −λ^{03}_0 − λ^{13}_1 ) h = 0, (24)

(dF )_{013}(x_0) =

∂(F_{13}) ∂x^0 (x_0) −

∂(F_{03}) ∂x^1 (x_0) +

∂(F_{01}) ∂x^3 (x_0) = − ∂e ∂x^3 + ( λ^{13}_0 + λ^{03}_1 ) e + ( λ^{02}_0 + λ^{12}_1 ) h = 0, (25)

URAVNENI˚ MAKSVELLA 129

(dF )_{023}(x_0) =

∂(F_{23}) ∂x^0 (x_0) −

∂(F_{03}) ∂x^2 (x_0) +

∂(F_{02}) ∂x^3 (x_0) = − ∂h ∂x^0 + ( λ^{03}_2 − λ^{02}_3 ) e + ( λ^{12}_2 + λ^{13}_3 ) h = 0, (26)

(dF )_{123}(x_0) =

∂(F_{23}) ∂x^1 (x_0) −

∂(F_{13}) ∂x^2 (x_0) +

∂(F_{12}) ∂x^3 (x_0) = − ∂h ∂x^1 + ( −λ^{13}_2 + λ^{12}_3 ) e + ( −λ^{02}_2 − λ^{03}_3 ) h = 0. (27)

ZamenØØ v (14), (25)–(27) e na h, a −h na e, poluqaem ewe qetyre uravneniØ: ∂h ∂x^2 + ( −λ^{03}_0 − λ^{13}_1 ) e + ( −λ^{12}_0 − λ^{02}_1 ) h = 0, (28) ∂h ∂x^3 + ( λ^{02}_0 + λ^{12}_1 ) e + ( −λ^{13}_0 − λ^{03}_1 ) h = 0, (29) − ∂e ∂x^0 + ( λ^{12}_2 + λ^{13}_1 ) e + ( −λ^{03}_2 + λ^{02}_3 ) h = 0, (30) − ∂e ∂x^1 + ( −λ^{02}_2 − λ^{03}_3 ) e + ( λ^{13}_2 − λ^{12}_3 ) h = 0. (31)

2.5. UravneniØ (5)–(8) vyraßa¸t zakonomernosti meßdu oto-

braßeniØmi E i H v nekotoroæ sisteme koordinat. (5) sootvetstvuet zakonu Gaussa, (6) – zakonu FaradeØ, (8) – zakonu Ampera pri otsutstvii tokov.

Rassmotrim zakon Gaussa v toqke x_0 v sisteme koordinat, svØzannoæ s ω(x_0) (v sisteme, dlØ kotoroæ vypolnØetsØ (19). E i H prinima¸t vid:

E(x) = (−e(x)ω^{01}(x) − h(x)ω^{23}(x), −e(x)ω^{02}(x) + h(x)ω^{13}(x),

− e(x)ω^{03}(x) − h(x)ω^{12}(x)),

H(x) = (−e(x)ω^{23}(x) + h(x)ω^{01}(x), e(x)ω^{13}(x) + h(x)ω^{02}(x),

− e(x)ω^{12}(x) + h(x)ω^{03}(x)).

Togda

(div E)(x_0) = ∂E_1 ∂x^1 (x_0) + ∂E_2 ∂x^2 (x_0) + ∂E_3 ∂x^3 (x_0)

= −e_1 − λ^{02}_2 e + λ^{13}_2 h − λ^{03}_3 e − λ^{12}_3 h.

130 R. ˚. NIZKI` Takim obrazom, zakon Gaussa v toqke x_0 v sisteme koordinat

(x_0, x_1, x_2, x_3), svØzannoæ s ω(x_0), ravnosilen (31).

Analogiqno, zakon FaradeØ (6) v fftoæ sisteme koordinat ffkvivalenten sisteme uravneniæ (24)–(26), a zakon Ampera (8) – sisteme (28)–(30).

UravneniØ (5), (7) i zapisannye v koordinatah uravneniØ (6), (8) v l¸boæ sisteme koordinat sovpada¸t s sistemoæ (10), zapisannoæ v koordinatah, no tol~ko v sistemah koordinat, svØzannyh s ω(x_0), sovpada¸t s (24)–(31).

3. InvariantnaØ forma zapisi uravneniæ Maksvella 3.1. Sootnoxenie (19) ostavlØet svobodu vybora bazisov v pod-

prostranstvah V_ω(x_0), V_∗ω(x_0), kotoryæ vliØet na znaqeniØ slagaemyh v (24)–(31). Vydelim nekotorye lineænye kombinacii kofffficientov differencialov otobraßeniæ, ne zavisØwie ot vybora bazisov v kasatel~nyh prostranstvah.

Opredelenie 3.1. Pust~ V1, V2 – vewestvennye mnogoobraziØ,

dim V_1 = 2, x_0 ∈ V_1, f : V_1 → V_2 – gladkoe otobraßenie,

Df(x_0) : T_{x0} V_1 → T_{x0} V_2

–differencial otobraßeniØ f v toqke x_0. Pust~ P ⊆ T_{f(x0 )}V_2 – lineænoe podprostranstvo, takoe, qto Df(x_0)(T_{x0} V_1) ⊆ P , ψ : T_{x0} V_1 → P – izomorfizm lineænyh prostranstv, (x_1, x_2) – sistema koordinat v okrestnosti toqki x_0, A = [Df(x_0) ∘ ψ^{−1}] – matrica operatora Df(x_0) ∘ ψ^{−1} : P → P , gde

Df(x_0) ( ∂ ∂x^i ) = A^1_i ψ ( ∂ ∂x^1 ) + A^2_i ψ ( ∂ ∂x^2 ) . Togda poloßim

(dv f)(x_0) = tr A = A^1 + A^2.

Opredelenie 3.2. Pust~ V1, V2 – orientirovannye vewestven-

nye psevdorimanovy mnogoobraziØ, dim V_1 = 2, V_1 imeet signaturu (+, −), x_0 ∈ V_1, f : V_1 → V_2 – gladkoe otobraßenie,

Df(x_0) : T_{x0} V_1 → T_{x0} V_2

– differencial otobraßeniØ f v toqke x_0. Pust~ P ⊆ T_{f(x0)}V_2 – lineænoe podprostranstvo, takoe, qto Df(x_0)(T_{x0} V_1) ⊆ P , ψ :

URAVNENI˚ MAKSVELLA 131 T_{x0} V_1 → P – izomorfizm lineænyh prostranstv, sohranØ¸wiæ psevdorimanovu metriku i orientaci¸, (x_1, x_2) – sistema koordinat v okrestnosti toqki x_0, sootvetstvu¸waØ orientacii V_1, v kotoroæ metriqeskiæ tenzor mnogoobraziØ V_1 imeet vid (g_{ij}(x_0)) = ( 1 0 0 −1 ) , A = [Df(x_0) ∘ ψ^{−1}] – matrica operatora Df(x_0) ∘ ψ^{−1} : P → P , gde

Df(x_0) ( ∂ ∂x^i ) = A^1_i ψ ( ∂ ∂x^1 ) + A^2_i ψ ( ∂ ∂x^2 ) . Togda poloßim (rt^{+−} f)(x_0) = A^2_1 + A^1_2.

Opredelenie 3.3. Pust~ V1, V2 – orientirovannye vewestven-

nye psevdorimanovy mnogoobraziØ, dim V_1 = 2, V_1 imeet signaturu (−, −), x_0 ∈ V_1, f : V_1 → V_2 – gladkoe otobraßenie,

Df(x_0) : T_{x0} V_1 → T_{x0} V_2

– differencial otobraßeniØ f v toqke x_0. Pust~ P ⊆ T_{f(x0)}V_2 – lineænoe podprostranstvo, takoe, qto Df(x_0)(T_{x0} V_1) ⊆ P , ψ : T_{x0} V_1 → P – izomorfizm lineænyh prostranstv, sohranØ¸wiæ psevdorimanovu metriku i orientaci¸, (x_1, x_2) – sistema koordinat v okrestnosti toqki x_0, sootvetstvu¸waØ orientacii V_1, v kotoroæ metriqeskiæ tenzor mnogoobraziØ V_1 imeet vid (g_{ij}(x_0)) = ( −1 0 0 −1 ) , A = [Df(x_0) ∘ ψ^{−1}] – matrica operatora Df(x_0) ∘ ψ^{−1} : P → P , gde

Df(x_0) ( ∂ ∂x^i ) = A^1_i ψ ( ∂ ∂x^1 ) + A^2_i ψ ( ∂ ∂x^2 ) . Togda poloßim (rt^{−−} f)(x_0) = A^2_1 − A^1_2.

Utverßdenie 3.1. ZnaqeniØ veliqin, opredelennyh v opredele-

niØh 3.1–3.3, ne zavisØt ot vybora sistemy koordinat (x^1, x^2) s ukazannymi svoæstvami.

Dokazatel~stvo. (Df) ∘ ψ^{−1} : P → P – lineænyæ operator na

podprostranstve P kasatel~nyh vektorov, pofftomu fflementy matricy A, opredelØ¸wie ego deæstvie na bazise (∂/∂x^1, ∂/∂x^2),

132 R. ˚. NIZKI` sootvetstvu¸wem sisteme koordinat (x^1, x^2), pri zamene koordinat izmenØ¸tsØ kak koordinaty tenzora ranga (1, 1).

Togda veliqina dv f = A^1 + A^2 = A^i ØvlØetsØ tenzorom ranga

(0, 0) i ne menØetsØ pri zamene koordinat.

Pust~ B = (∂x̃^i/∂x^j) – matrica zameny koordinat (x^1, x^2) na

(x̃^1, x̃^2). Iz togo, qto zamena koordinat sohranØet metriqeskiæ

tenzor g_{ij}, sleduet, qto | det B| = 1 (sm. [1, §18]). Iz togo, qto sistemy koordinat (x^1, x^2) i (x̃^1, x̃^2) sootvetstvu¸t odnoæ i toæ ße orientacii P , sleduet, qto det B > 0. Znaqit, det B = 1.

Pokaßem, qto veliqina ε^{ij} , gde

ε^{12} = −ε^{21} = 1, ε^{11} = ε^{22} = 0,

ØvlØetsØ tenzorom ranga (2, 0) otnositel~no zamen koordinat, sohranØ¸wih orientaci¸ i metriqeskiæ tenzor. Esli koordinaty tenzora ranga (2, 0) v sisteme koordinat (x^1, x^2) sostavlØ¸t ma-

tricu ( 0 1 −1 0 ) , to v sisteme (x̃^1, x̃^2) matrica koordinat budet

imet~ znaqenie B ( 0 1 −1 0 ) B^T . Poloßiv b_{ij} = ∂x̃^i/∂x^j, poluqaem ( b_{11} b_{12} b_{21} b_{22} ) ( 0 1 −1 0 ) ( b_{11} b_{21} b_{12} b_{22} ) = ( −b_{12} b_{11} b_{22} b_{21} ) ( b_{11} b_{21} b_{12} b_{22} )

= ( 0 b_{11}b_{22} − b_{12}b_{21} −b_{11}b_{22} + b_{12}b_{21} 0 ) . Tak kak det B = b_{11}b_{22} − b_{12}b_{21} = 1, to dannyæ tenzor budet imet~ odinakovye koordinaty vo vseh rassmatrivaemyh sistemah koordinat.

Takim obrazom, veliqina g_{ij}A^i_kε^{jk} ØvlØetsØ tenzorom nulevogo ranga i ne zavisit ot sistemy koordinat. Esli V_1 imeet signaturu (+, +), to g_{11} = g_{22} = 1 i

g_{ij} A^i_kε^{jk} = A^2_1 − A^1_2 = rt^{−−} f.

Esli V_1 imeet signaturu (+, −), to g_{11} = −g_{22} = 1 i

g_{ij}A^i_kε^{jk} = A^1_2 + A^2_1 = rt^{+−} f. □

Matrica lineænogo otobraßeniØ (Df) ∘ ψ^{−1} v bazise (∂/∂x̃^1, ∂/∂x̃^2)

URAVNENI˚ MAKSVELLA 133

ravna Ã = BAB^{−1}. V sluqae (g_{ij}) = ( −1 0 0 −1 ) esli zamena koordinat sohranØet metriqeskiæ tenzor i orientaci¸, to naædetsØ

t ∈ [0, 2π) takoe, qto B = ( cos t sin t − sin t cos t ) , B^{−1} = ( cos t − sin t sin t cos t ) . VyqislØØ Ã, poluqaem

Ã = ( cos t sin t − sin t cos t ) ( A^1 A^1_2 A^2_1 A^2 ) ( cos t − sin t sin t cos t )

= ( cos tA^1 + sin tA^2_1 cos tA^1_2 + sin tA^2 − sin tA^1 + cos tA^2_1 − sin tA^1_2 + cos tA^2 ) ( cos t − sin t sin t cos t )

i Ã^1_2 = − sin t cos tA^1 + cos^2 tA^1_2 − sin^2 tA^2_1 + sin t cos tA^2,

Ã^2_1 = − sin t cos tA^1 − sin^2 tA^1_2 + cos^2 tA^2_1 + sin t cos tA^2,

Ã^2_1 − Ã^1_2 = A^2_1 − A^1_2.

Analogiqno, dlØ kaßdoæ zameny koordinat, sohranØ¸weæ orientaci¸ i tenzor (g_{ij}) = ( 1 0 0 −1 ) , naædetsØ t ∈ R takoe, qto B = ( ch t sh t sh t ch t ) , B^{−1} = ( ch t − sh t − sh t ch t ) ,

Ã = ( ch tA^1 + sh tA^2_1 ch tA^1_2 + sh tA^2 sh tA^1 + ch tA^2_1 sh tA^1_2 + ch tA^2 ) ( ch t − sh t − sh t ch t )

i Ã^1_2 = − sh t ch tA^1 + ch^2 tA^1_2 − sh^2 tA^2_1 + sh t ch tA^2,

Ã^2_1 = sh t ch tA^1 − sh^2 tA^1_2 + ch^2 tA^2_1 − sh t ch tA^2,

Ã^1_2 + Ã^2_1 = A^1_2 + A^2_1.

134 R. ˚. NIZKI`

3.2. Mnoßiteli pered e i h v (24)–(31) sovpada¸t s (dv f)(x0),

(rt^{+−})(x_0), (rt^{−−} f)(x_0) dlØ nekotoryh otobraßeniæ f. Qtoby

opredelit~ takie f, my vospol~zuemsØ operacieæ vnutrennego umnoßeniØ ⌞, opisannoæ v [4]. Rassmotrim operaci¸

⌞: Λ_2(M_0) × Λ_1(M_0) → Λ_1(M_0),

taku¸ qto dlØ l¸bogo φ ∈ Λ_2(M_0), v ∈ M_0, u ∈ M_0 ⟨φ⌞v, u⟩ = ⟨φ, v ∧ u⟩. TakaØ operaciØ suwestvuet i edinstvenna, lineæna po kaßdomu iz svoih argumentov, i dlØ vektora

λ = λ^{02}e_0 ∧ e_2 + λ^{03}e_0 ∧ e_3 + λ^{12}e_1 ∧ e_2 + λ^{13}e_1 ∧ e_3

verno

λ⌞e_0 = λ^{02}e_2 + λ^{03}e_3,

λ⌞e_1 = −λ^{12}e_2 − λ^{13}e_3,

λ⌞e_2 = λ^{02}e_0 + λ^{12}e_1,

λ⌞e_3 = λ^{03}e_0 + λ^{13}e_1.

Utverßdenie 3.2. Pust~ ω : U → G^1 ⊂ Λ2(M0) – gladkoe otobra-

ßenie, gde U – oblast~ v M. Togda dlØ i = 0, 1, 2, 3 ∀v ∈ M_0 ∂ω ∂x^i (x)⌞v = ∂ (ω(x)⌞v) ∂x^i . �to neposredstvenno sleduet iz lineænosti operacii vnutrennego umnoßeniØ.

3.3.

Utverßdenie 3.3. Pust~ ω : U → G^1 ⊂ Λ2(M0) – gladkoe otobra-

ßenie, x_0 ∈ U , (e_0, e_1, e_2, e_3) – tetrada Minkovskogo, udovletvorØ- ¸waØ (19),

P_ω = { x ∈ M | x^2 = x^2_0, x^3 = x^3_0 } i P_{∗ω} = { x ∈ M | x^0 = x^0, x_1 = x^1_0 } – afinnye podprostranstva, soderßawie toqku x_0, s kasatel~nymi prostranstvami T_{x0} P_ω = V_{ω(x0)} i T_{x0} P_{∗ω} = V_{∗ω(x0)} v toqke x_0. Rassmotrim otobraßeniØ

ω⌞e_i : U → M_0 = Λ_1(M_0), i = 0, 1, 2, 3,

URAVNENI˚ MAKSVELLA 135 i ih sußeniØ ω⌞e_0|_{P�!} , ω⌞e_1|_{P�!} , ω⌞e_2|_{P!} , ω⌞e_3|_{P!} na P_ω i P_{∗ω}. Pust~ D(ω⌞e_i|_{P�}! )(x_0) : V_{∗ω(x0)} → T_{ω(x0)}x_{e0} M = T_{ω(x0 )}x_{e1} M = M^0, i = 0, 1,

D(ω⌞e_i|_P! )(x_0), : V_{ω(x0 )} → M_0, i = 2, 3 – differencialy sootvetstvu¸wih sußeniæ.

Togda D(ω⌞e_i|_{P�}! )(x_0)(V_{∗ω(x0)}) ⊆ V_{∗ω(x0)} ⊂ M_0, i = 0, 1, D(ω⌞e_i|_{P�}! )(x_0)(V_ω) ⊆ V_{ω(x0)}, i = 2, 3 i dv(ω⌞e_0|_{P�}! )(x_0) = λ^{02}_2 + λ^{03}_3 , rt^{−−}(ω⌞e_0|_{P�}! )(x_0) = λ^{03}_2 − λ^{02}_3 , dv(ω⌞e_1|_{P�}! )(x_0) = −λ^{12}_2 − λ^{13}_3 , rt^{−−}(ω⌞e_0|_{P�}! )(x_0) = −λ^{13}_2 + λ^{12}_3 , dv(ω⌞e_2|_P! )(x_0) = λ^{02}_0 + λ^{12}_1 , rt^{+−}(ω⌞e_2|_P! )(x_0) = λ^{12}_0 + λ^{02}_1 , dv(ω⌞e_3|_P! )(x_0) = λ^{03}_0 + λ^{13}_1 , rt^{+−}(ω⌞e_3|_P! )(x_0) = λ^{13}_0 + λ^{03}_1 ,

gde dv, rt^{+−}, rt^{−−} – operatory iz opredeleniæ (3.1)–(3.3) dlØ sistem koordinat (x^0, x^1) v P_ω i (x^2, x^3) v P_{∗ω}, orientaciæ V_{ω(x0)} i V_{∗ω(x0)}, zadavaemyh proizvol~nymi bazisami (e_0, e_1) i (e_2, e_3), udovletvorØ¸wimi (19), otobraßeniæ ψ = id_{V!(x0 )} i ψ = id_{V�!(x0 )} , sootvetstvenno, a λ^{jk}_i opredeleny v (22).

Dokazatel~stvo. Iz togo, qto l¸boæ kasatel~nyæ vektor λ ∈

T_{ω(x0)}G^1 moßet byt~ predstavlen v vide

λ = λ^{02}e_0 ∧ e_2 + λ^{03}e_0 ∧ e_3 + λ^{12}e_1 ∧ e_2 + λ^{13}e_1 ∧ e_3,

i utverßdeniØ 3.2 sleduet, qto

D(ω⌞e_i)(x_0)(M_0) ⊆ V_{∗ω}, i = 0, 1,

D(ω⌞e_i)(x_0)(M_0) ⊆ V_ω, i = 2, 3.

a znaqit, i obrazy differencialov sußeniæ fftih otobraßeniæ leßat v sootvetstvu¸wih prostranstvah. Formuly dlØ λ^{jk}_i neposredstvenno sledu¸t iz ravenstv p. 3.2 i opredeleniæ 3.1–3.3. □ Takim obrazom, v novyh oboznaqeniØh uravneniØ (24)–(31) mogut byt~ zapisany v vide ∂e ∂x^0 + e dv(ω⌞e_1|_{P�}! )(x_0) + h rt^{−−}(ω⌞e_0|_{P�}! )(x_0) = 0, (32)

136 R. ˚. NIZKI` ∂e ∂x^1 + e dv(ω⌞e_0|_{P�}! )(x_0) + h rt^{−−}(ω⌞e_1|_{P�}! )(x_0) = 0, (33) ∂e ∂x^2 + h dv(ω⌞e_3|_P! )(x_0) − e rt^{+−}(ω⌞e_2|_P! )(x_0) = 0, (34) ∂e ∂x^3 − h dv(ω⌞e_2|_P! )(x_0) − e rt^{+−}(ω⌞e_3|_P! )(x_0) = 0, (35) ∂h ∂x^0 + h dv(ω⌞e_1|_{P�}! )(x_0) − e rt^{−−}(ω⌞e_0|_{P�}! )(x_0) = 0, (36) ∂h ∂x^1 + h dv(ω⌞e_0|_{P�}! )(x_0) − e rt^{−−}(ω⌞e_1|_{P�}! )(x_0) = 0, (37) ∂h ∂x^2 − e dv(ω⌞e_3|_P! )(x_0) − h rt^{+−}(ω⌞e_2|_P! )(x_0) = 0, (38) ∂h ∂x^3 + e dv(ω⌞e_2|_P! )(x_0) − h rt^{+−}(ω⌞e_3|_P! )(x_0) = 0. (39)

Otmetim, qto uravneniØ (32)–(35) uße ne zavisØt ot vybora

e_2, e_3, takih, qto e_2∧e_3 = ∗ω(x_0), a uravneniØ (36)–(39) ne zavisØt

ot vybora e_0, e_1, takih, qto e_0 ∧ e_1 = ω(x_0).

3.4. Rassmotrim

v = αe_0 + βe_1 ∈ Lin{e_0, e_1} = V_{ω(x0 )}.

Togda

ω(x_0)⌞v = e_0 ∧ e_1⌞(αe_0 + βe_1) = αe_1 + βe_0.

Poskol~ku operaciØ ⌞ lineæna i ∂e ∂x^0 = De(x_0)(e_0), ∂e ∂x^1 = De(x_0)(e_1),

gde De(x_0) – differencial otobraßeniØ e v toqke x_0, to uravneniØ (32), (33) ffkvivalentny

∀v ∈ V_{ω(x0 )} De(x_0)(v)+e dv((ω⌞(ω⌞v))|_{P�}! )+h rt^{−−}((ω⌞v)|_{P�}! ) = 0.

(40) DannaØ forma uravneniØ nikakih terminov, svØzannyh s tetradoæ (e_0, e_1, e_2, e_3), ne soderßit i ne zavisit ot ee vybora. Analogiqno moßno zapisat~

∀v ∈ V_{ω(x0 )} Dh(x_0)(v)+h dv((ω⌞(ω⌞v))|_{P�}! )−e rt^{−−}((ω⌞v)|_{P�}! ) = 0.

(41)

URAVNENI˚ MAKSVELLA 137 Esli ße v = αe_2 + βe_3, to

∗ω(x_0)⌞v = e_0 ∧ e_1⌞(αe_2 + βe_3) = −αe_3 + βe_2,

a znaqit, (34), (35) prevrawa¸tsØ v ∀v ∈ V_{∗ω(x0)} De(x_0)(v) − h dv((ω⌞(∗ω⌞v))|_P! ) − e rt^{+−}((ω⌞v)|_P! ) = 0, (42) a (38), (39) – v

∀v ∈ V_{∗ω(x0 )} Dh(x_0)(v) + e dv((ω⌞(∗ω⌞v))|_P! ) − h rt^{+−}((ω⌞v)|_P! ) = 0.

(43) Sistema uravneniæ (40)–(43) ffkvivalentna uravneniØm Maksvella v vakuume (10), a takße (5)–(8).

4. �lektromagnitnye polØ postoØnnogo napravleniØ

Funkcii e(x), h(x), ω(x), udovletvorØ¸wie uravneniØm (40)– (43), opisyva¸t nekotoroe �M-pole, suwestvovanie kotorogo ne protivoreqit uravneniØm fflektrodinamiki.

Opredelenie 4.1. Nabor gladkih funkciæ e : U → (0, +∞), h : U →

R, ω : U → G^1, udovletvorØ¸wiæ dlØ kaßdoæ x0 ∈ U v nekotoroæ

oblasti U ⊂ M uravneniØm (40)–(43), budem nazyvat~ dopustimym fflektromagnitnym polem v oblasti U .

Opredelenie 4.2. �M-polem postoØnnogo napravleniØ nazyva-

etsØ dopustimoe �M-pole {e, h, ω}, esli ω(x) – postoØnnoe otobraßenie.

Utverßdenie 4.1. L¸boe �M-pole postoØnnogo napravleniØ v

oblasti U postoØnno v oblasti U .

Dokazatel~stvo. Esli ω(x) ≡ ω0, to dlØ kaßdogo v ∈ M0 ω(x)⌞v ≡ ω_0⌞v, ω(x)⌞(ω(x)⌞v) ≡ ω_0⌞(ω_0⌞v) i differencialy sußeniæ fftih otobraßeniæ na l¸boe mnoßestvo ravny nul¸. A znaqit, (40)–(43) prevrawa¸tsØ v

∀v ∈ M_0 ∀x_0 ∈ U De(x_0) = Dh(x_0) = 0,

otkuda i sleduet, qto otobraßeniØ e(x) i h(x) postoØnny. □

138 R. ˚. NIZKI`

5. �lektromagnitnye polØ s postoØnnymi fflektriqeskim i magnitnym kofffficientami 5.1. V §4 pokazano, qto esli ω(x) postoØnno dlØ nekotorogo re-

xeniØ uravneniØ Maksvella, to iz fftogo srazu sleduet, qto e(x) i h(x) toße postoØnny. Obratnoe utverßdenie neverno – suwestvu¸t dopustimye �M-polØ, takie, qto e i h ØvlØ¸tsØ posto- Ønnymi otobraßeniØmi, a napravlenie �M-polØ ω postoØnnym otobraßeniem ne ØvlØetsØ.

Nekotorye svoæstva takih napravleniæ �M-polØ sledu¸t iz togo, qto odna polovina uravneniæ, opisyva¸wih svoæstva �MpolØ, poluqaetsØ zamenoæ v drugoæ polovine uravneniæ e(x) i h(x) na −h(x) i e(x). Utverßdenie 5.1. Pust~ {e(x), h(x), ω(x)} – dopustimoe �M-

pole, takoe, qto dlØ l¸bogo x ∈ U e(x) = e, h(x) = h, gde e, h ∈ R, e > 0. Togda dlØ l¸byh x_0 ∈ U , v_1 ∈ V_{ω(x0)}, v_2 ∈ V_{∗ω(x0)} verno dv ( (ω⌞(ω⌞v_1)) |_{P�}!_(x_{0 )} ) (x_0) = 0, (44) rt^{−−} ( (ω⌞v_1)|_{P�}!_(x_{0 )} ) (x_0) = 0, (45) dv ( (ω⌞(∗ω⌞v_2)) |_P!_(x_{0 )} ) (x_0) = 0, (46)

rt^{+−} ( (ω⌞v_2)|_P!_(x_{0 )} ) (x_0) = 0. (47)

Dokazatel~stvo. DlØ postoØnnyh otobraßeniæ e(x) i h(x) dif-

ferencialy De(x_0) i Dh(x_0) obrawa¸tsØ v nul~, a ravenstva (40), (41) i (42), (43) moßno rasmotret~ kak sistemy lineænyh uravneniæ otnositel~no peremennyh e i h. DlØ l¸byh x_0 ∈ U ,

v_1 ∈ V_{ω(x0 )}, v_2 ∈ V_{∗ω(x0 )} oni ime¸t netrivial~noe rexenie, tak kak e > 0. �to vozmoßno, tol~ko esli opredelitel~ kaßdoæ sistemy

raven nul¸. Opredelitel~ sistemy, poluqennoæ iz uravneniæ (40), (41), raven ( dv ( (ω⌞(ω⌞v_1)) |_{P�}!_(x_{0 )} ) (x_0)

)_2 + ( rt^{−−} ( (ω⌞v_1)|_{P�}!_(x_{0 )} ) (x_0)

)_2 = 0,

a opredelitel~ sistemy, poluqennoæ iz uravneniæ (42), (43), raven − ( dv ( (ω⌞(∗ω⌞v_2)) |_P!_(x_{0 )} ) (x_0)

)_2 − ( rt^{+−} ( (ω⌞v_2)|_P!_(x_{0 )} ) (x_0)

)_2 = 0.

URAVNENI˚ MAKSVELLA 139 Ravenstvo nul¸ opredeliteleæ vleqet ravenstvo nul¸ kaßdogo iz slagaemyh, otkuda i sledu¸t ravenstva (44)–(47). □ Zapixem poluqennye sootnoxeniØ v nekotoroæ sisteme koordinat. Pust~ x_0 ∈ U i (e_0, e_1, e_2, e_3) – tetrada, udovletvorØ¸waØ (19), a λ^{ij}_k – opredelennye v (22) kofffficienty differenciala otobraßeniØ ω(x) v toqke x_0. Togda v sluqae, kogda fflektriqeskiæ i magnitnyæ kofffficienty postoØnny v U , verno

λ^{12}_0 + λ^{02}_1 = λ^{03}_0 + λ^{13}_1 = 0, (48)

λ^{02}_0 + λ^{12}_1 = λ^{13}_0 + λ^{03}_1 = 0, (49)

λ^{12}_2 + λ^{13}_3 = λ^{03}_2 − λ^{02}_3 = 0, (50)

λ^{13}_2 − λ^{13}_3 = λ^{02}_2 + λ^{03}_3 = 0. (51)

V spravedlivosti fftih ravenstv moßno ubedit~sØ, rassmatrivaØ uravneniØ (24)–(31) kak 4 lineænyh sistemy uravneniæ otnositel~no e i h.

5.2. Rassmotrim nekotoru¸ inercial~nu¸ sistemu koordinat.

�M-pole, dlØ kotorogo v fftoæ sisteme vektor naprØßennosti fflektriqeskogo polØ E toßdestvenno raven nul¸, a vektor naprØßennosti magnitnogo polØ H postoØnen, udovletvorØet uravneniØm (5)–(8). Pofftomu, esli rexeniØmi uravneniæ (5)–(8) ØvlØ¸tsØ otobraßeniØ E^∗(x, t) i H^∗(x, t), to i otobraßeniØ E^{∗∗}(x, t) = E^∗(x, t), H^{∗∗}(x, t) = H^∗(x, t) + H ØvlØ¸tsØ rexeniØmi uravneniæ Maksvella. Takim obrazom, znaØ vo vseh toqkah znaqeniØ vektorov naprØßennosteæ fflektriqeskogo polØ dlØ dopustimogo �M-polØ, nevozmoßno odnoznaqno opredelit~ znaqeniØ vektora naprØßennosti magnitnogo polØ. I naoborot: esli izvesten vektor naprØßennosti magnitnogo polØ, to nel~zØ opredelit~ po nemu vektor naprØßennosti fflektriqeskogo polØ.

Esli �M-pole opisyvaetsØ otobraßeniØmi e(x), h(x), ω(x), to moßno predstavit~ vektor �M-polØ F (x) = e(x)ω(x) + h(x)(∗ω(x)) v vide summy tenzorov

F (x) = F_e(x) + F_h(x),

140 R. ˚. NIZKI` gde F_e(x) = e(x)ω(x) – fflektriqeskaØ sostavlØ¸waØ i F_h(x) =

h(x)(∗ω(x)) – magnitnaØ sostavlØ¸waØ odnoznaqno opredelØ¸tsØ

po znaqeni¸ F v toqke x. Esli F (x) ØvlØetsØ dopustimym �Mpolem, to po tenzoru F_e poqti vsegda moßno vosstanovit~ tenzor

F_h, i naoborot. To est~ po otobraßeniØm e(x) i ω(x) moßno naæti

otobraßenie h(x) (i po otobraßeniØm h(x) i ω(x) naæti e(x)).

Predpoloßim, qto dlØ dopustimyh fflektromagnitnyh poleæ

F^∗ = F^∗_e +F^∗_h = e^∗ω^∗+h^∗(∗ω^∗) i F^{∗∗} = F^{∗∗}_e +F^{∗∗}_h = e^∗∗ω^{∗∗}+h^{∗∗}(∗ω^{∗∗})

verno F^∗_e = F^{∗∗}_e . Togda i pole

F = F^∗ − F^{∗∗} = F^∗_h − F^{∗∗}_h

ØvlØetsØ dopustimym. Poskol~ku ravenstvo fflektriqeskih sostavlØ¸wih tenzorov �M-poleæ vleqet ravenstvo fflektriqeskih kofffficientov i napravleniæ �M-poleæ, to F = h^∗(∗ω^∗) − h^{∗∗}(∗ω^{∗∗}) = (h^∗ − h^{∗∗})(∗ω), gde ω = ω^∗ = ω^{∗∗} – obwee dlØ tenzorov F , F^∗, F^{∗∗} otobraßenie �M-polØ. �lektriqeskiæ kofffficient e polØ F toßdestvenno raven nul¸.

Podstaviv e(x_0) = 0 v (42) i (40), poluqim qto znaqeniØ F^∗_h i F^{∗∗}_h mogut ne sovpadat~ v toqke x_0 tol~ko v tom sluqae, kogda

rt^{−−}((ω⌞v)|_{P�}! ) = 0 dlØ l¸bogo v ∈ V_{ω(x0)} i rt^{+−}((ω⌞v)|_P! ) = 0

dlØ l¸bogo v ∈ V_{∗ω(x0 )}. Pri fftih ße usloviØh (soglasno (43) i (41)) mogut ne sovpadat~ F^∗_e i F^{∗∗}_e pri F^∗_h = F^{∗∗}_h . Takim obrazom, dokazano utverßdenie.

Utverßdenie 5.2. Pust~ F (x) = e(x)ω(x) + h(x)(∗ω(x)) – dopustimoe �M-pole, F_e(x) = e(x)ω(x), F_h(x) = h(x)(∗ω(x_0)).

Esli dlØ nekotoroæ toqki x_0 i nekotoryh vektorov v_1 ∈ V_{ω(x0)} i v_2 ∈ V_{∗ω(x0)} verno rt^{−−}((ω⌞v_1)|_{P�}! ) ≠ 0 ili rt^{+−}((ω⌞v_2)|_P! ) ≠ 0,

to v nekotoroæ okrestnosti toqki x_0 znaqeniØ kaßdogo iz tenzorov F_e(x) i F_h(x) odnoznaqno opredelØ¸tsØ po drugomu iz nih. □

URAVNENI˚ MAKSVELLA 141

5.3. Naædem vse rexeniØ uravneniæ (40)–(43), udovletvorØ¸wie

sledu¸wim ograniqeniØm: e(x) ≡ e ∈ (0, ∞), h(x) ≡ h ∈ R, a

ω(x) ∈ Γ ⊂ G^1 dlØ kaßdogo x ∈ U , gde Γ – vpolne geodeziqeskoe

podmnogoobrazie v G^1 razmernosti 1 (geodeziqeskaØ).

V rabote [5] opisany vse geodeziqeskie v mnogoobrazii G^1. Ih moßno razdelit~ na dva vida, v zavisimosti ot togo, prinadleßit li kasatel~nyæ vektor k geodeziqeskoæ v proizvol~noæ toqke krivoæ k konusu K_0 ∩ K_2 ili net. Esli kasatel~nyæ vektor k geodeziqeskoæ Γ v nekotoroæ toqke ne prinadleßit K_0 ∩ K_2, to kasatel~nye vektora geodeziqeskoæ Γ vo vseh ee toqkah ne budut prinadleßat~ K_0 ∩ K_2 i naædutsØ dopustimaØ tetrada

(e_0, e_1, e_2, e_3) i qisla α_0, α_1 ∈ R \ {0} takie, qto geodeziqeskaØ

Γ imeet vid

ω(t) = e_0(t) ∧ e_1(t),

a kasatel~nyæ vektor raven ∂ω(t) ∂t = α_0e_0(t) ∧ e_2(t) − α_1e_1(t) ∧ e_3(t), (52) gde e_0(t) = e_0 ch(α_1t) + e_3 sh(α_1t), e_1(t) = e_1 cos(α_0t) + e_2 sin(α_0t),

e_2(t) = e_1 sin(α_0t) + e_2 cos(α_0t), e_3(t) = e_0 sh(α_1t) + e_3 ch(α_1t).

DlØ geodeziqeskih vtorogo tipa kasatel~nye vektora vo vseh toqkah prinadleßat K_0 ∩ K_2. DlØ kaßdoæ takoæ geodeziqeskoæ naædetsØ dopustimaØ tetrada (e_0, e_1, e_2, e_3), takaØ, qto geodeziqeskaØ imeet vid

ω(t) = (e_0 + e_1) ∧ (e_1 + te_3) ili ω(t) = (e_0 − e_1) ∧ (e_1 + te_3),

a kasatel~nyæ vektor raven ∂ω(t) ∂t = (e_0 + e_1) ∧ e_3 ili ∂ω(t) ∂t = (e_0 − e_1) ∧ e_3

sootvetstvenno.

5.4.

142 R. ˚. NIZKI`

Utverßdenie 5.3. Pust~

Γ_1 = { e_0(t) ∧ e_1(t) ∈ G^1 | t ∈ R } – geodeziqeskaØ v G^1, gde e_0(t), e_1(t), e_2(t), e_3(t) opredeleny v (52). Togda esli {e(x), h(x), ω(x)} – dopustimoe �M-pole, takoe, qto dlØ l¸bogo x ∈ U e(x) = e, h(x) = h, ω(x) ∈ Γ_1, gde e ∈ (0, ∞), h ∈ R, to otobraßenie ω(x) – postoØnno.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku ω(x) ∈ Γ1 dlØ l¸bogo x ∈ U , to

moßno opredelit~ otobraßenie s : U → R, takoe, qto v U spravedlivo ravenstvo

ω(x) = e_0 (s(x)) ∧ e_1 (s(x)) .

Pust~ x_0 ∈ U . Togda tetrada

(e_0(s(x_0)), e_1(s(x_0)), e_2(s(x_0)), e_3(s(x_0)))

udovletvorØet uslovi¸ (19). Rassmotrim svØzannu¸ s neæ sistemu koordinat (x^0, x^1, x^2, x^3). V fftoæ sisteme kofffficienty iz (22) ravny

λ^{02}_i = α_0 ∂s ∂x^i (x_0), λ^{13}_i = −α_1 ∂s ∂x^i (x_0), λ^{12}_i = λ^{03}_i = 0 (i = 0, 1, 2, 3),

i iz ravenstv (48)–(51) sleduet, qto

α_0 ∂s ∂x^i (x_0) = −α_1 ∂s ∂x^i (x_0) = 0 (i = 0, 1, 2, 3).

Poskol~ku α_0 i α_1 ne ravny nul¸ odnovremenno, to ∂s ∂x^i (x_0) = 0 (i = 0, 1, 2, 3)

i otobraßenie s(x), a takße otobraßenie ω(x) postoØnno. □

5.5. Pust~ geodeziqeskaØ krivaØ Γ2 imeet vid

{(e_0 + e_1) ∧ (e_1 + te_3) | t ∈ R},

gde (e_0, e_1, e_2, e_3) – dopustimaØ tetrada. Rassmotrim semeæstva vektorov {e_0(t)}_{t∈}Ri {e_0(t)}_{t∈}R, gladko zavisØwie ot t, takie qto

e_0(t) ∧ e_1(t) = (e_0 + e_1) ∧ (e_1 + te_3), ⟨e_0(t) ∧ e_0(t)⟩ = 1, ⟨e_1(t) ∧ e_1(t)⟩ = −1, ⟨e_0(t) ∧ e_0⟩ > 0

URAVNENI˚ MAKSVELLA 143 dlØ l¸bogo t i e_0(0) = e_0, e_1(0) = e_1. Pereseqenie kaßdogo iz dvumernyh podprostranstv

Lin{e_0(t), e_1(t)} = V_{(e0+e1)∧(e1 +te3)}

so svetovym konusom {v ∈ M_0 | ⟨v, v⟩ = 0} ØvlØetsØ ob¨edineniem dvuh razliqnyh odnomernyh lineænyh podprostranstv (izotropnyh prØmyh). �ti prØmye edinstvennym obrazom moßno razbit~ na dva semeæstva, gladko zavisØwih ot t, tak qtoby pereseqenie

V_{(e0+e1 )∧(e1+te3)} so svetovym konusom bylo ravno ob¨edineni¸

dvuh prØmyh – po odnomu iz kaßdogo semeæstva. �ti semeæstva budut imet~ vid:

L_1(t) = {λ(e_0(t) + e_1(t)) ∈ M_0 | λ ∈ R},

L_2(t) = {λ(e_0(t) − e_1(t)) ∈ M_0 | λ ∈ R}.

Izotropnyæ vektor e_0 + e_1 prinadleßit V_{(e0+e1 )∧(e1+te3)} dlØ kaßdogo t, a znaqit, i odnomu iz mnoßestv L_1(t), L_2(t). A tak kak

e_0 = e_0(0) i e_1 = e_1(0), to e_0 + e_1 ∈ L_1(0). Semeæstva L_1(t), L_2(t)

gladko zavisØt ot t, pofftomu e_0 + e_1 dlØ vseh t prinadleßit prØmoæ iz odnogo i togo ße semeæstva, i suwestvuet λ(t) ∈ R takoe, qto λ(t)(e_0(t) + e_1(t) = e_0 + e_1.

Krome togo, tak kak

e_0(t), e_1(t) ∈ V_{(e0+e1)∧(e1+te3)} ⊂ Lin{e_0, e_1, e_3},

a e_2 ortogonalen vsem vektoram iz Lin{e_0, e_1, e_3}, to e_0(t), e_1(t) moßno dopolnit~ do dopustimoæ tetrady (e_0(t), e_1(t), e_2, e_3(t)), gde

e_3(t) ∈ Lin{e_0, e_1, e_3} opredelØetsØ odnoznaqno. Priqem

e_3 ∈ Lin{e_0(t), e_1(t), e_3(t)} = Lin{e_0, e_1, e_3}.

Utverßdenie 5.4. Pust~

Γ_2 = { (e_0 + e_1) ∧ (e_1 + te_3) ∈ G^1 | t ∈ R } – geodeziqeskaØ v G^1 dlØ nekotoroæ dopustimoæ tetrady (e_0, e_1, e_2, e_3). Togda esli {e(x), h(x), ω(x)} – dopustimoe �M-pole, takoe, qto dlØ l¸bogo x ∈ U e(x) = e, h(x) = h, ω(x) ∈ Γ_2,

144 R. ˚. NIZKI` gde e ∈ (0, ∞), h ∈ R, to suwestvuet funkciØ f : R → R, takaØ qto v sisteme koordinat (x^0, x^1, x^2, x^3), svØzannoæ s (e_0, e_1, e_2, e_3) ω = (e_0 + e_1) ∧ (e_1 + f(x^0 − x^1)e_3). (53)

Dokazatel~stvo. Po analogii s dokazatel~stvom predyduwego

utverßdeniØ opredelim otobraßenie s : U → R, takoe, qto

ω(x) = (e_0 + e_1) ∧ (e_1 + s(x)e_3).

DlØ toqki x_0 ∈ U rassmotrim tetradu (e_0(t), e_1(t), e_2, e_3(t)) i sistemu koordinat (x^{∗0}, x^{∗1}, x^{∗2}, x^{∗3}), s neæ svØzannu¸. Tak kak

e_3 ∈ Lin{e_0(t), e_1(t), e_3(t)} i ∂ω ∂x^{∗i} (x_0) = ∂s ∂x^{∗i} (x_0)(e_0 + e_1) ∧ e_3 = ∂s ∂x^{∗i} (x_0)λ(s(x_0))(e_0(s(x_0)) + e_1(s(x_0))) ∧ e_3,

to suwestvuet takoe α ∈ R\ {0}, qto

λ^{03}_i = λ^{13}_i = α ∂s ∂x^{∗i} (x_0), λ^{02}_i = λ^{12}_i = 0.

Ravenstva (48)–(51) prinima¸t vid α ( ∂s ∂x^{∗0} (x_0) + ∂s ∂x^{∗1} (x_0) ) = 0, α ( ∂s ∂x^{∗2} (x_0) ) = α ( ∂s ∂x^{∗3} (x_0) ) = 0.

Otkuda ∂s ∂x^{∗0} (x_0) + ∂s ∂x^{∗1} (x_0) = ∂s ∂x^{∗2} (x_0) = ∂s ∂x^{∗3} (x_0) = 0.

Poskol~ku e_0(s(x_0)) + e_1(s(x_0)) dlØ kaßdogo x_0 proporcionalen vektoru e_0 + e_1, to v sisteme koordinat (x^0, x^1, x^2, x^3), sootvetstvu¸weæ tetrade (e_0, e_1, e_2, e_3), ffto uslovie moßno perepisat~ v vide ∂s ∂x^i (x_0) = 0, i = 1, 2, 3. (54)

PerehodØ k koordinatam (y^0, y^1, y^2, y^3) takim, qto

y^0 = x^1 − x^0 2 , y^1 = x^0 + x^1 2 , y^2 = x^2, y^3 = x^3,

URAVNENI˚ MAKSVELLA 145 poluqim ∂s ∂x^0 = ∂s ∂y^0 ∂y^0 ∂x^0 + ∂s ∂y^1 ∂y^1 ∂x^0 = 1 2 ( − ∂s ∂y^0 + ∂s ∂y^1 ) i ∂s ∂x^1 = ∂s ∂y^0 ∂y^0 ∂x^1 + ∂s ∂y^1 ∂y^1 ∂x^1 = 1 2 ( ∂s ∂y^0 + ∂s ∂y^1 ) . Takim obrazom, ∂s ∂y^i = 0, i = 1, 2, 3,

i rexeniØmi (54) ØvlØ¸tsØ otobraßeniØ vida s(x) = f(2y^0) =

f(x^0 + x^1), gde f : R → R – proizvol~naØ gladkaØ funkciØ. Na-

pravlenie �M-polØ v fftom sluqae prinimaet vid

ω = (e_0 + e_1) ∧ (e_1 + f(x^0 − x^1)e_3). □

Esli v kaqestve Γ_2 vzØt~ krivu¸ { (e_0 − e_1) ∧ (e_1 + te_3) ∈ G^1 | t ∈ R } , to analogiqnymi rexeniØmi uravneniæ (40)–(43) budut

ω = (e_0 − e_1) ∧ (e_1 + f(x^0 + x^1)e_3). (55)

V sisteme koordinat (x^0, x^1, x^2, x^3) �M-pole s napravleniem, zadannym (53), i postoØnnymi fflektriqeskim kofffficientom e i magnitnym kofffficientom h imeet vid

F = e(e_0 ∧ e_1 + f(x^0 − x^1)e_0 ∧ e_3 + f(x^0 − x^1)e_1 ∧ e_3) + h(−e_2 ∧ e_3 − f(x^0 − x^1)e_1 ∧ e_2 + f(x^0 − x^1)e_0 ∧ e_2).

RazdelØØ prostranstvennye i vremennye koordinaty, ffto pole moßno rassmatrivat~ kak plosku¸ volnu, rasprostranØ¸wu¸sØ v poloßitel~nom napravlenii osi x^1, s naprØßennostØmi fflektriqeskogo i magnitnogo poleæ ravnymi

E = (−e, f(x^0 − x^1), −f(x^0 − x^1)),

H = (h, f(x^0 − x^1), f(x^0 − x^1)).

Dannu¸ volnu moßno predstavit~ v vide summy postoØnnogo �M-polØ s E^∗ ≡ (−e, 0, 0), H^∗ ≡ (h, 0, 0)

146 R. ˚. NIZKI` i ploskoæ popereqnoæ volny

E^{∗∗} = (0, f(x^0 − x^1), −f(x^0 − x^1)), H^{∗∗} = (0, f(x^0 − x^1), f(x^0 − x^1)), (E^{∗∗}, H^{∗∗})R3. �M-pole, sootvetstvu¸wee rexeni¸ (55), otliqaetsØ tol~ko tem, qto imeet v dannoæ sisteme koordinat protivopoloßnoe napravlenie rasprostranenie volny.

Literatura 1. B. A. Dubrovin, S. P. Novikov, A. T. Fomenko, SovremennaØ geometriØ.

Metody i priloßeniØ. 5-e izd., �ditorial URSS, M. (2001).

2. D. V. Ivanov, GeometriØ mnogoobraziØ napravleniæ fiziqeskogo pro-

stranstva. DissertaciØ kand. fiz.-matem. nauk, S.-Pb., SPbGU (2003).

3. S. E. Kozlov, Matematiqeskie osnovy special~noæ teorii otnositel~-

nosti i prostranstvo Lobaqevskogo. SPbGU, S.-Pb. (1995).

4. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997).

5. S. E. Kozlov, TopologiØ i lorenc-invariantnaØ psevdorimanova metri-

ka mnogoobraziØ napravleniæ v fiziqeskom prostranstve. — Zap. nauqn.

semin. POMI 246 (1997).

6. L. D. Landau, E. M. Lifxic, TeoriØ polØ. 6-e izd., Nauka, M. (1973). 7. V. F. Osipov, Struktura prostranstva-vremeni: vektornaØ algebra i

analiz. SPbGU, S.-Pb. (1995).

Nizkii R. Ya. Maxwell equations and direction of electromagnetic field. A mapping F : U → Λ_2(M_0), U ⊂ R^4, satisfying the Maxwell equations is regarded as the tensor of a certain electromagnetic field (EM-field) in vacuum. The EM-field is described on the basis of a special decomposition F = eω + h(∗ω), where the mapping ω : U → G^1 is called the direction of the EM-field, and e : U → (0, +∞) and h : U → R are the electric and magnetic coefficients of the EM-field. The Maxwell equations are reformulated in terms of ω, e, and h. EM-fields whose set of directions is a point or a one-dimensional subset of G^1 are considered.

Postupilo 17 i¸nØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: nizky@mail.ru