Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

M. ı. Nikanorova

O KANONIQESKIM PREDSTAVLENII KASATEL^NYH VEKTOROV GRASSMANIANA

Vvedenie

V rabote [2] byli dokazany suwestvovanie i edinstvennost~ kanoniqeskogo razloßeniØ kasatel~nogo vektora k grassmanianu G^+_{p,n} v pl¸kkerovoæ modeli. Na osnovanii takogo razloßeniØ v [2] postroena teoriØ stacionarnyh uglov meßdu orientirovannymi p-ploskostØmi v n-mernom evklidovom prostranstve i issledovany global~nye svoæstva vnutrenneæ metriki mnogoobraziæ G^+_{p,n}. V qastnosti, poluqeny Øvnye formuly dlØ geodeziqeskih i krivizn Rimana [2, 8]. V nastoØweæ rabote rexaetsØ zadaqa o konstruktivnom postroenii kanoniqeskogo razloßeniØ dlØ proizvol~nogo kasatel~nogo vektora k grassmanovu mnogoobrazi¸ G^+_{p,n}.

V §1 opisyvaetsØ struktura pl¸kkerova vloßeniØ grassmanianov vo vnexn¸¸ algebru nad ishodnym evklidovym prostranstvom i poØsnØetsØ perehod k uprowennoæ forme zapisi kasatel~nyh vektorov mnogoobraziØ G^+_{p,n}. V §2 vvodØtsØ nekotorye oboznaqeniØ i izuqaetsØ svØz~ meßdu razliqnymi predstavleni- Ømi fiksirovannogo kasatel~nogo vektora. Poluqennye rezul~- taty ispol~zu¸tsØ v §3 dlØ postroeniØ kanoniqeskogo razloßeniØ dlØ kasatel~nyh vektorov nekotorogo special~nogo vida (teorema 3). V §4 issleduetsØ obwiæ sluqaæ (predloßenie 4, teorema 5).

§1. Predvaritel~nye svedeniØ

Napomnim konstrukci¸ pl¸kkerova vloßeniØ grassmanianov G^+_{p,n}, obrazovannyh p-mernymi orientirovannymi ploskostØmi n-mernogo evklidova prostranstva V^n, v podprostranstvo Λ_p(V^n) vnexneæ algebry Λ(V^n) (sm. [1, 3]).

Rabota qastiqno podderßana grantom NX-1914.2003.1. 147

148 M. ı. NIKANOROVA

Kaßdoæ orientirovannoæ p-ploskosti U ∈ G^+_{p,n} vzaimnoodnoznaqno sootvetstvuet prostoæ ediniqnyæ p-vektor P (U ) = ω = e_1 ∧ e_2 ∧ · · · ∧ e_p. (Zdes~ {e_i}^p_{i=1} – nekotoryæ ortonormirovannyæ bazis, opredelØ¸wiæ orientaci¸ ploskosti U .) Pri fftom pl¸kkerovo otobraßenie

P : G^+_{p,n} → Λ_p

ØvlØetsØ gladkim vloßeniem, a podmnogoobrazie P ( G^+_{p,n} ) ⊂ Λ_p nazyvaetsØ pl¸kkerovoæ model~¸ grassmaniana G^+_{p,n}.

Deæstvie gruppy SO(n) v mnogoobrazii P ( G^+_{p,n} ) osuwestvlØetsØ dvißeniem ob¨eml¸wego prostranstva Λ_p, pofftomu vnutrennØØ rimanova metrika, inducirovannaØ na grassmaniane G^+_{p,n} pl¸kkerovym vloßeniem, SO(n)-invariantna. (Edinstvennost~ s toqnost~¸ do mnoßitelØ SO(n)-invariantnyh rimanovyh metrik na mnogoobraziØh G^+_{p,n} dlØ vseh (p, n), krome (2, 4) dokazana v rabotah [4, 5]; mnogoobrazie G^+_{2,4} diffeomorfno S^2 ×S^2, i l¸baØ metrika, zadavaemaØ kak rimanovo proizvedenie sfer proizvol~nyh radiusov R_1 i R_2, ØvlØetsØ SO(4)-invariantnoæ [6].)

Soglasno opredeleni¸, dannomu v [1], rangovym prostranstvom V_{ω̃} proizvol~nogo p-vektora ω̃ ∈ Λ_p(V^n) nazyvaetsØ minimal~noe iz podprostranstv W ⊂ V^n, takih, qto ω̃ ∈ Λ_p(W ). DlØ prostogo p-vektora ω = e_1 ∧ · · · ∧ e_p rangovoe prostranstvo V_ω sovpadaet s lineænoæ oboloqkoæ vektorov e_1, . . . , e_p.

Operacieæ vnutrennego umnoßeniØ “ x ” nazyvaetsØ bilineænoe otobraßenie

x : Λp(V^n) × Λq (V^n) → Λp−q(V^n), p ≥ q ≥ 0, (φ, ξ) → φ x ξ, takoe, qto dlØ l¸byh φ ∈ Λ_p(V^n), ξ ∈ Λ_q(V^n), ζ ∈ Λ_{p−q}(V^n), vypolneno ravenstvo ⟨φ x ξ, ζ⟩ = ⟨φ, ξ ∧ ζ⟩ . Rassmotrim fflement (ω, X) ∈ T G^+_{p,n} kasatel~nogo rassloeniØ grassmanova mnogoobraziØ G^+_{p,n} ⊂ Λ_p(V^n) v ego pl¸kkerovoæ modeli.

Ortonormirovannym bazisam {e_i}^p_{i=1} i {n_j }^q_{j=1}, (q = n − p), prostranstv V_ω i V^⊥_ω sopostavlØetsØ ortonormirovannyæ bazis

KANONIQESKOE PREDSTAVLENIE 149

{η_{ij}} kasatel~nogo prostranstva T_ωG^+_{p,n} (sm. [1]):

η_{ij} = e_1 ∧ · · · ∧ e_{i−1} ∧ n_j ∧ e_{i+1} ∧ · · · ∧ e_p = n_j ∧ (ω x e_i). (1)

Takim obrazom, vektor X moßet byt~ predstavlen v vide

X = N_1 ∧ e_2 ∧ · · · ∧ e_p + e_1 ∧ N_2 ∧ · · · ∧ e_p + · · · + e_1 ∧ · · · ∧ e_{p−1} ∧ N_p = = p∑ i=1 N_i ∧ (ω x e_i). (2)

V dannoæ summe vektory N_i ne obØzatel~no poparno ortogonal~- ny. V rabote [2] bylo pokazano, qto poparnaØ ortogonal~nost~ dannyh vektorov vozmoßna pri nekotorom udaqnom vybore ishodnyh bazisov prostranstv V_ω i V^⊥_ω . A imenno, dlØ kaßdogo kasatel~nogo vektora X ∈ T_ωG^+_{p,n} suwestvu¸t ortonormirovannye bazisy {ê_i}^p_1, {n̂_j}^q_1 prostranstv V_ω i V^⊥_ω , takie, qto formula (2) imeet sledu¸wiæ qastnyæ vid: X = r∑ i=1 λ_in̂_i ∧ (ω x ê_i), r ≤ min {p, q}, 0 < λ_i ≤ λ_j , i < j. (3) Dannoe razloßenie vektora X, nazyvaemoe kanoniqeskim, edinstvenno. (Privedennye podobnye slagaemye v l¸byh dvuh kanoniqeskih razloßeniØh pri odinakovyh λ_i i sami nabory {λ_i} dolßny sovpadat~.)

Dokazatel~stvo suwestvovaniØ takogo razloßeniØ osnovano na tom, qto poparnaØ ortogonal~nost~ vektorov N_i dostigaetsØ pri uslovii minimal~nosti koliqestva nenulevyh slagaemyh v summe (2) i minimal~nosti proizvedeniØ |N_1|·|N_2|·. . .·|N_r|, r ≤ p. Pri fftom voznikaet zadaqa nahoßdeniØ nekotorogo special~nogo ortogonal~nogo preobrazovaniØ prostranstva V_ω , perevodØwego o.n.b. {e_i}^p_{i=1} v novyæ bazis {ê_i}^p_{i=1}, pozvolØ¸wiæ predstavit~ vektor X v kanoniqeskom vide (3). (Oqevidno, qto pri fiksirovannom bazise {e_i}^p_{i=1} vektory N_i v summe (2) opredelØ¸tsØ edinstvennym obrazom.)

V processe rexeniØ ukazannoæ zadaqi nam budet udobno ispol~zovat~ uprowennu¸ formu zapisi kasatel~nyh vektorov k grassmanianu G^+_{p,n} v toqke ω. Napomnim, qto v [2] dlØ l¸bogo fiksirovannogo p-mernogo podprostranstva W ⊂ V^n opredeleno lineænoe prostranstvo

Λ_{r,s}(W ) = Lin {Λ_r(W ) ∧ Λ_s(W^⊥)} ⊂ Λ_{r+s}(V^n).

150 M. ı. NIKANOROVA V qastnosti, T_ωG^+_{p,n} = Λ_{p−1,1}(V_ω ).

Esli prostranstvo W orientirovano (t.e. zafiksirovan odin iz dvuh ediniqnyh p-vektorov E ∈ W ), to vo vnexneæ algebre Λ(W ) deæstvuet ortogonal~nyæ operator Hodßa:

∗(W ) : Λ(W ) → Λ(W ), ∗(W )(φ) = E x φ.

Pust~ ω – ediniqnyæ p-vektor orientacii prostranstva V_ω. Togda suwestvuet edinstvennyæ lineænyæ operator

∗_ω : Λ(V^n) → Λ(V^n),

udovletvorØ¸wiæ ravenstvam

∗_ω(x ∧ y) = (∗(V_ω )x) ∧ y, x ∈ Λ(V_ω ), y ∈ Λ(V^⊥_ω ).

�tot operator ØvlØetsØ izometrieæ algebry Λ(V^n). Ego sußenie na Λ_{r,s}(V_ω ) – izometriqeskiæ izomorfizm prostranstv Λ_{r,s}(V_ω ) i Λ_{p−r,s}(V_ω) (sm. [2]). Pri fftom dlØ bazisnyh vektorov η_{ij} spravedlivo sootnoxenie ∗_ωη_{ij} = e_i ∧ n_j . (4)

Takim obrazom, vyxepereqislennye svoæstva operatora ∗_ω pozvolØ¸t v dal~neæxih oboznaqeniØh zamenØt~ vektory η_{ij} ih obrazami e_i ∧ n_j. V qastnosti, kanoniqeskoe razloßenie vektora X ∈ T_ω G^+_{p,n} priobretet vid X = r∑ i=1 λ_iê_i ∧ n̂_i, r ≤ min {p, q}, 0 < λ_i ≤ λ_j , i < j. (5) §2. Nekotorye oboznaqeniØ i vspomogatel~nye predloßeniØ

V formule (2) Øvno ukaßem razloßenie vektorov N_i po ortonormirovannomu bazisu {n_j}^q_{j=1} prostranstva V^⊥_ω i iskl¸qim nulevye slagaemye. Togda, s uqetom nekotoroæ perenumeracii naborov {e_i}^p_1 i {n_j}^q_1, poluqim:

X = e_1 ∧ ( A_1 · (n_i)^l_{i=1} ) + + e_2 ∧ ( A_2 · (n_i)^l_{i=1} ) + · · · + e_k ∧ ( A_k · (n_i)^l_{i=1} ) , l ≤ q. (6)

KANONIQESKOE PREDSTAVLENIE 151 Zdes~ A_i = (a_{i1}, . . . , a_{il}) – stroki, obrazu¸wie nekotoru¸ vewestvennu¸ matricu razmerom k × l A = (a_{ij}); (n_i)^l_{i=1} – stolbec (n_1, . . ., n_l)^T . Pri fftom sqitaem, qto

N_j = A_j · (n_i)^l_{i=1} = a_{j1}n_1 + a_{j2}n_2 + · · · + a_{jl}n_l, j = 1, . . ., k. Sledu¸wee utverßdenie demonstriruet vzaimosvØz~ meßdu levoæ i pravoæ qastØmi bivektorov v summe (6), voznika¸wu¸ pri vyraßenii odnoæ iz nih qerez nekotoryæ novyæ nabor vektorov sootvetstvu¸wego prostranstva.

Predloßenie 1. Pust~ (ej)^k_{j=1} = B(ẽi)^m_{i=1} (zdes~ ẽi ∈ Vω, a B –

nekotoraØ k × m matrica). Togda vektor X (6) imeet vid X = ẽ_1 ∧ Ñ_1 + ẽ_2 ∧ Ñ_2 + · · · + ẽ_m ∧ Ñ_m, gde (Ñ_j )^m_{j=1} = B^T A(n_i)^l_{i=1} = B^T (N_j )^k_{j=1}.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no,

X = (b_{11}ẽ_1 + b_{12}ẽ_2 + · · · + b_{1m}ẽ_m) ∧ (A_1 · (n_i)^l_1) + (b_{21}ẽ_1 + b_{22}ẽ_2 + · · · + b_{2m}ẽ_m) ∧ (A_2 · (n_i)^l_1) + · · · + (b_1ẽ_1 + b_2ẽ_2 + · · · + b_{km}ẽ_m) ∧ (A_k · (n_i)^l_1) = ẽ_1 ∧ (b_{11}A_1 · (n_i)^l_1 + b_{21}A_2 · (n_i)^l_1 + · · · + b_1A_k · (n_i)^l_1) + ẽ_2 ∧ (b_{12}A_1 · (n_i)^l_1 + b_{22}A_2 · (n_i)^l_1 + · · · + b_2A_k · (n_i)^l_1) + · · · + ẽ_m ∧ (b_{1m}A_1 · (n_i)^l_1 + b_{2m}A_2 · (n_i)^l_1 + · · · + b_{km}A_k · (n_i)^l_1).

Oboznaqim qerez B_j j-æ stolbec matricy V. Togda

Ñ_j = b_{1j}A_1 · (n_i)^l_1+

+ b_{2j}A_2 · (n_i)^l_1 + · · · + b_{kj}A_k · (n_i)^l_1 = B^T_j A(n_i)^l_1, j = 1, . . ., m. Sledovatel~no, (Ñ_j )^m_1 = B^T A(n_i)^l_1, qto i trebovalos~ dokazat~. � Sledstvie. Pust~ v usloviØh predloßeniØ 1 (ẽi)^k_1 = P (ei)^k_1, P -

ortogonal~naØ matrica, t.e. {ẽ_i}^k_1 – o.n.b. v Lin {e_i}^k_1. Togda X = ẽ_1 ∧ Ñ_1 + ẽ_2 ∧ Ñ_2 + · · · + ẽ_k ∧ Ñ_k, gde (Ñ_i)^k_1 = P (N_i)^k_1 = P A(n_i)^l_1.

Dokazatel~stvo. (ei)^k_1 = P^{−1}(ẽi)^k_1 = P^T (ei)^k_1, sledovatel~no,

(Ñ_i)^k_1 = ( P^T )_T (N_i)^k_1 = P (N_i)^k_1. �

152 M. ı. NIKANOROVA

Pust~ Ṽ = Lin {e_1, . . . , e_k}, i pust~ A – vewestvennaØ matrica razmerom k × k. Rassmotrim lineænoe preobrazovanie

A : Ṽ → Ṽ : A(e_i)^k_1 = A(e_i)^k_1 , t.e. A : e_i → A_i · (e_i)^k_1 .

My budem nazyvat~ A matriceæ preobrazovaniØ A v bazise {e_i}^k_1.

Predloßenie 2. Pust~ A, B – matricy nekotoryh preobrazo-

vaniæ A i B : Ṽ → Ṽ v bazise {e_i}^k_1. Togda vo vvedennyh vyxe oboznaqeniØh imeem: (A ∘ B) (e_i)^k_1 = BA(e_i)^k_1.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim deæstvie preobrazovaniØ A ∘ B na

vektor e_i:

B(e_i) = B_i(e_i)^k_1 = b_{i1}e_1 + b_{i2}e_2 + · · · + b_{ik}e_k.

Togda

(A ∘ B) (e_i) = k∑ j=1 b_{ij} A(e_i) = k∑ j=1 b_{ij}A_j (e_i)^k_1

= k∑ j=1 b_{ij} (_k ∑ s=1 a_{js}e_s ) = k∑ s=1 k∑ j=1 b_{ij}a_{js} e_s = B_iA(e_i)^k_1 .

Sledovatel~no, A ∘ B(e_i)^k_1 = BA(e_i)^k_1. �

§3. OsnovnaØ teorema dlØ kasatel~nyh vektorov special~nogo vida

VozvrawaØs~ k voprosu o kanoniqeskom razloßenii kasatel~- nyh vektorov, obratim vnimanie na osobyæ sluqaæ predstavleniØ vektora X ∈ T_ωG^+_{p,n} v vide (6). Esli dlØ nekotoroæ (k × l)- matricy A nabor vektorov (N_j )^k_{j=1} = (A_j (n_i)^l_{i=1})^k_{j=1} ortogonalen, to razloßenie (6) samo ØvlØetsØ kanoniqeskim. Ono soderßit k_1 = rk A = dim ( Lin{N_j}^k_1 ) nenulevyh slagaemyh, k_1 ≤ min {k, l}.

Dannoe obstoØtel~stvo pozvolØet predpoloßit~, qto i v sluqae proizvol~noæ matricy A kanoniqeskoe razloßenie vektora X toße budet soderßat~ k_1 = rk A slagaemyh. Dokazannye niße teoremy 3 i 5 podtverßda¸t ffto predpoloßenie, priqem v processe dokazatel~stva poluqen konstruktivnyæ sposob nahoßdeniØ ortonormirovannyh bazisov

{ẽ_i}^{k1}_{i=1} ⊂ Lin {e_i}^k_{i=1}, {ñ_i}^{k1}_{i=1} ⊂ Lin {N_i}^k_{i=1}

KANONIQESKOE PREDSTAVLENIE 153 i kofffficientov {λ_i}^{k1}_{i=1}, opredelØ¸wih kanoniqeskoe razloßenie vektora X: X = k1∑ i=1 λ_iẽ_i ∧ ñ_i, r ≤ min {p, q}, 0 < λ_i ≤ λ_j , i < j. (7) Snaqala rassmotrim sluqaæ, kogda l = k i kvadratnaØ matrica A nevyroßdenna.

Teorema 3. Pust~ kasatel~nyæ vektor X ∈ Tω G^+_{p,n} predstavlen

v vide X = e_1 ∧ ( A_1 · (n_i)^k_1 ) + · · · + e_k ∧ ( A_k · (n_i)^k_1 ) ,

A = A_1 . . A_k , detA ≠ 0.

Togda suwestvuet ortogonal~noe preobrazovanie P^∗ prostranstva Ṽ = Lin {e_1, . . . , e_k}, perevodØwee ortonormirovannyæ bazis {e_i}^k_1 v ortonormirovannyæ bazis {ẽ_i}^k_1 ((ẽ_i)^k_1 = P^T (e_i)^k_1 , P^T – matrica preobrazovaniØ P^∗ v bazise {e_i}^k_1) i takoe, qto razloßenie vektora X, ime¸wee vid

X = ẽ_1 ∧ Ñ_1 + ẽ_2 ∧ Ñ_2 + · · · + ẽ_k ∧ Ñ_k, (Ñ_i)^k_1 = P^T A(n_i)^k_1,

ØvlØetsØ kanoniqeskim (t.e. ⟨Ñ_i, Ñ_j⟩ = 0, i ≠ j; Ñ_i ≠ −→ 0 ∀i). Pri fftom nabor kvadratov kofffficientov {λ^2_i }^k_1 = {|Ñ_i|^2}^k_1 kanoniqeskogo razloßeniØ vektora X sovpadaet s naborom sobstvennyh qisel simmetriqeskoæ matricy A^T A.

Dokazatel~stvo. Pust~^~V = Lin {ni}^k_{i=1}. Rassmotrim samosoprØ-

ßennyæ operator A ∘ A^∗ : Ṽ → Ṽ , kotoromu v bazise {n_i}^k_1 sootvetstvuet matrica A^T A.

Poskol~ku det A ≠ 0, to A ∘ A^∗ – poloßitel~no opredelennyæ. Znaqit, suwestvuet ortonormirovannyæ bazis {f_i}^k_{i=1} prostranstva Ṽ , sostoØwiæ iz sobstvennyh vektorov operatora A ∘ A^∗, v kotorom matrica dannogo preobrazovaniØ imeet vid:

D = diag (λ^2_1, λ^2, . . . , λ^2_k), 0 < λ_i ≤ λ_j , i < j,

154 M. ı. NIKANOROVA ({λ^2_i } – nabor sobstvennyh qisel matricy A^T A), t.e.

A ∘ A^∗(f_i)^k_1 = D(f_i)^k_1 = λ^2_1f_1 . . λ^2_kf_k .

Pust~ F – ortogonal~naØ (k × k)-matrica: (f_i)^k_1 = F (n_i)^k_1 . Togda (n_i)^k_1 = F^T (f_i)^k_1. Rassmotrim preobrazovanie B, ime¸wee v bazise (f_i)^k_1 matricu B = diag (λ_1, . . . , λ_k). Oqevidno, B^2 = A ∘ A^∗ (tak kak B^2 = D). Imeem:

B(n_i)^k_1 = B(F^T (f_i)^k_1) = F^T B(f_i)^k_1 = F^T BF (n_i)^k_1.

Znaqit, v bazise {n_i}^k_1 preobrazovanie B imeet matricu F^T BF . (Oqevidno, qto dannoe pravilo verno dlØ l¸bogo preobrazovaniØ B i matricy perehoda F .)

Predstavim preobrazovanie A v vide kompozicii ortogonal~- nogo i diagonal~nogo preobrazovaniæ v bazise {f_i}^k_1 (sm. [7]): A = B ∘ ( B^{−1} ∘ A ) . (8)

(Deæstvitel~no, v bazise {f_i}^k_1 preobrazovanie B^{−1} ∘A imeet matricu F AF^T B^{−1}. Poskol~ku F A^T AF^T – matrica preobrazovaniØ A ∘ A^∗ v bazise {f_i}^k_1, to

(F AF^T B^{−1})^T · (F AF^T B^{−1}) = B^{−1}F A^T F^T F AF^T B^{−1}

= B^{−1}F A^T AF^T B^{−1} = B^{−1}DB = E,

i, sledovatel~no, preobrazovanie B^{−1} ∘ A ortogonal~no.)

Napixem matricu preobrazovaniØ A v bazise {n_i}^k_1, ispol~zuØ (8): A = AF^T B^{−1}F F^T BF = (AF^T B^{−1})BF. Poskol~ku F AF^T B^{−1} – matrica ortogonal~nogo preobrazovaniØ B^{−1} ∘ A v ortonormirovannom bazise {f_i}^k_1, to matrica P = AF^T B^{−1} takße ortogonal~na, pri fftom A = P BF . Posledn¸¸ formulu moßno perepisat~ v sledu¸wem vide: P^T A = BF .

Rassmotrim (ẽ_i)^k_1 = P^T (e_i)^k_1 – o.n.b. prostranstva Ṽ . Togda, v silu sledstviØ k predloßeni¸ 1,

X = ẽ_1 ∧ Ñ_1 + ẽ_2 ∧ Ñ_2 + · · · + ẽ_k ∧ Ñ_k,

KANONIQESKOE PREDSTAVLENIE 155 gde (Ñ_i)^k_1 = P^T A(n_i)^k_1 = BF (n_i)^k_1. Oqevidno, qto BF = λ_1 . . . 0 . . ... . . 0 . . . λ_k F_1 . . F_k = λ_1F_1 . . λ_kF_k . (Zdes~ F_i – stroki matricy F .)

Sledovatel~no, ⟨Ñ_i, Ñ_j⟩ = 0 pri i ≠ j, |Ñ_i| = λ_i. Poloßim

ñ_i := Ñ_i λ_i = f_i. Togda razloßenie

X = λ_1ẽ_1 ∧ ñ_1 + · · · + λ_kẽ_k ∧ ñ_k

ØvlØetsØ kanoniqeskim, a matrica P^T zadaet iskomoe preobrazovanie P^∗.

Zameqanie 1. Pust~ v usloviØh teoremy 3 matrica A simme-

triqna. Togda suwestvuet {f̃_i}^k_1 – o.n.b. prostranstva Ṽ , v kotorom preobrazovanie A imeet diagonal~nu¸ matricu B = diag (μ_1, . . . , μ_2), 0 < |μ_i| ≤ |μ_j|, i < j. ({μ_i}^k_1 – nabor sobstvennyh qisel A). Togda (f̃_i)^k_1 = Q(n_i)^k_1, gde Q – ortogonal~naØ matrica, znaqit, B = QAQ^T . Pust~ (ẽ_i)^k_1 = Q(e_i)^k_1 . Togda, po sledstvi¸ k predloßeni¸ 1,

X = ẽ_1 ∧ Ñ_1 + ẽ_2 ∧ Ñ_2 + · · · + ẽ_k ∧ Ñ_k;

(Ñ_i)^k_1 = QA(n_i)^k_1 = BQ(n_i)^k_1 .

Sledovatel~no, |Ñ_i| = |μ_i|, ⟨Ñ_i, Ñ_j⟩ = 0, i ≠ j. Poloßim ñ_i = Ñ_i |μ_i| = ±f̃_i. Togda razloßenie

X = |μ_1|ẽ_1 ∧ ñ_1 + · · · + |μ_k|ẽ_k ∧ ñ_k

– kanoniqeskoe.

Znaqit, dlØ simmetriqnoæ matricy A (s det A ≠ 0), preobrazovanie P^∗ moßet byt~ zadano matriceæ Q. �

Sledstvie. V usloviØh teoremy 3 koliqestvo slagaemyh v kano-

niqeskom razloßenii vektora X ravno k. �

156 M. ı. NIKANOROVA

§4. Obwiæ sluqaæ Teper~ rassmotrim sluqaæ proizvol~nyh razmernosteæ l, k i proizvol~noæ (k×l)-matricy A. Pri fftom nabor vektorov (N_i)^k_1 = A(n_i)^l_1 moßet byt~ lineæno zavisim. Napomnim, qto qerez k_1 my oboznaqili rang matricy A (sm. §3).

Predloßenie 4. Pust~ kasatel~nyæ vektor X ∈ TωG^+_{p,n} predsta-

vlen v vide summy k nenulevyh slagaemyh:

X = e_1 ∧ A·_1(n_i)^l_1 + · · · + e_k ∧ A·_k(n_i)^l_1.

Togda suwestvuet nevyroßdennoe preobrazovanie D prostranstva Ṽ = Lin{e_i}^k_1, zadavaemoe v bazise {e_i}^k_1 nekotoroæ (k×k)-matriceæ D ((g_i)^k_1 = D(e_i)^k_1), takoe, qto, s uqetom nekotoroæ perenumeracii indeksov,

X = g_1 ∧ Ñ_1 + g_2 ∧ Ñ_2 + · · · + g_k ∧ Ñ_k, gde Ñ_{k1+1} = Ñ_{k1+2} = · · · = Ñ_k = −→0 ; ⟨Ñ_i, Ñ_j⟩ = δ_{ij}, i, j ≤ k_1. (9)

(Zdes~, v silu predloßeniØ 1, (Ñ_i)^k_1 = (D^{−1})^T (N_i)^k_1 = (D^{−1})^T A(n_i)^l_1.)

Dokazatel~stvo. UsloviØ (9) oznaqa¸t, qto k1 strok matricy

(D^{−1})^T A dolßny byt~ ortonormirovannymi, a ostal~nye k − k_1 – nulevymi.

Rassmotrim process posledovatel~noæ ortonormirovki strok matricy A:

a_1 := A_1/|A_1|;

a^′_j := A_j −^{j−1} ∑ i=1 ⟨a_i, A_j⟩a_i; esli a^′_j = −→0 , to a_j := a^′_j = −→0 ;

esli a^′_j ≠ −→0 , to a_j := a^′_j/|a^′_j|; j = 2, . . . , k.

Pri fftom vyqitani¸ iz stroki j vseh predyduwih strok, umnoßennyh na nekotorye qisla α_i, sootvetstvuet umnoßenie

KANONIQESKOE PREDSTAVLENIE 157

matricy A sleva na matricu

D_{1,j}(k × k) =

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . −α_1 −α_2 . . . −α_{j−1} 1 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 1

,

det D_{1,j} ≠ 0.

Umnoßeni¸ j-æ stroki na qislo α sootvetstvuet umnoßenie sleva na matricu D_{2,j}(k × k) = diag (1, 1, . . ., α, 1, . . ., 1) , det D_{2,j} ≠ 0. V rezul~tate poluqim matricu razmerom k × l:

Ã = D_{2,k} · D_{1,k} · . . . · D_{2,2} · D_{1,2} · D_{2,1} · A = a_1 . . a_k .

Koliqestvo nulevyh strok matricy Ã ravno k − rk A = k − k_1; dlØ vseh a_i, takih, qto a_j ≠ 0, vypolneno ⟨a_i, a_j⟩ = δ_{ij}. Znaqit, v kaqestve matricy D moßno vzØt~ D = ( (D_{2,k} · D_{1,k} · . . . · D_{2,2} · D_{1,2} · D_{2,1})^{−1} )_T , detD ≠ 0. �

Teorema 5. V usloviØh predloßeniØ 4 koliqestvo nenulevyh sla-

gaemyh kanoniqeskogo razloßeniØ vektora X ravno rangu matri-

cy A.

Dokazatel~stvo. Rezul~tat predloßeniØ 4 pozvolØet predsta-

vit~ vektor X v vide:

X = g_1 ∧ Ñ_1 + · · · + g_{k1} ∧ Ñ_{k1} . (10)

Zdes~ nabor vektorov {g_i}^{k1}_1 ⊂ Lin {e_i}^k_1 lineæno nezavisim; {Ñ_i}^{k1}_1 ⊂ Lin {n_i}^l_1, ⟨Ñ_i, Ñ_j⟩ = δ_{ij}. Pust~ {g̃_i}^{k1}_1 – o.n.b. v Lin {g_i}^{k1}_1

(ego moßno postroit~ putem ortonormirovaniØ bazisa {g_i}^{k1}_1 ).

Znaqit, suwestvuet nekotoraØ nevyroßdennaØ (k_1 × k_1)-matrica G, takaØ, qto (g_i)^{k1}_1 = G(g̃_i)^{k1}_1 .

158 M. ı. NIKANOROVA

Pereoboznaqiv nabory {g̃_i}^{k1}_1 i {Ñ_i}^{k1}_1 , moßno vospol~zovat~- sØ teoremoæ 3 i poluqit~ kanoniqeskoe razloßenie vektora X. Koliqestvo nenulevyh slagaemyh v nem budet ravno k_1 = rk A. �

Literatura

1. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvenyh grassmanovyh mnogoobraziæ. I, II.

— Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 84–107.

2. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvenyh grassmanovyh mnogoobraziæ. III. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 108–129.

3. A. A. Borisenko, ı. N. Nikolaevskiæ, MnogoobraziØ Grassmana i grassmanov obraz mnogoobraziæ. — Uspehi mat. nauk 46, No. 2 (1991), 41–81.

4. E. Cartan, Oeuvres completes. — I. Paris (1952).

5. K. Leichtweiss, Zur Riemannschen Geometrie in Grassmannschen Mannig-

faltigkeiten. — Math. Z. 76 (1961), 334–366.

6. S. E. Kozlov, Ortogonal~no invariantnye rimanovy metriki na vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziØh. — Mat. fiz. Analiz. GeometriØ 4, No. 1–2 (1997).

7. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric — Nauka, M. (1966). 8. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvenyh grassmanovyh mnogoobraziæ. V. — Zap. nauqn. semin. POMI 252 (1998), 104–120.

Nikanorova M. Yu. Canonical representation of tangent vectors of Grassmannians.

The structure of the tangent bundle of the real Grassmann manifold G^+_{p,n} under the Plücker embedding (in the exterior algebra of the initial Euclidean space) is studied. Explicit expressions for the relation between decompositions of a tangent vector with respect to different bases of the tangent space are obtained, and a constructive method yielding the canonical (= simplest) decomposition is presented.

Postupilo 5 dekabrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: mashuk@mn10097.spb.edu