Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 329, 2005 g.

S. S. Podkorytov

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY V ODNOSV˚ZNOE PROSTRANSTVO Vvedenie Polagaem N = {0, 1, . . .}. DlØ koneqnogo mnoßestva E i qisla

r ∈ N polagaem_{E(r) = { F ⊂ E : |F |}

6 r }.

DlØ otobraßeniØ a : X → Y polagaem: Γ(a) ⊂ X × Y – ego grafik.

Osnovnye terminy. Pust~ dany mnoßestva X, Y , qislo r ∈ N

i abeleva gruppa M .

Oboznaqenie i opredelenie. Pust~ dany koneqnoe mnoßestvo

B otobraßeniæ a : X → Y i koneqnoe mnoßestvo E ⊂ X × Y . DlØ otobraßeniØ k : E(r) → M zadaœm otobraßenie k_B : B → M formuloæ k_B(a) = ∑ F ∈E(r):F ⊂Γ(a) k(F ). Otobraßenie g : B → M nazyvaem (E, r)-opredelimym, esli suwestvuet takoe otobraßenie k : E(r) → M , qto g = k_B.

Opredelenie. Pust~ dano nekotoroe mnoßestvo A otobraße-

niæ a : X → Y . Otobraßenie f : A → M nazyvaem r-opredelimym, esli dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva B ⊂ A suwestvuet koneqnoe mnoßestvo E ⊂ X × Y takoe, qto otobraßenie f|_B (E, r)- opredelimo.

Sr. ponØtie perseptrona ograniqennogo porØdka (sm. [1]). Naqnem s dvuh primerov r-opredelimyh otobraßeniæ.

Predloßenie 1. Pust~ A – mnoßestvo vseh izmerimyh otobra-

ßeniæ prostranstva X s koneqnoæ meroæ v izmerimoe prostranstvo Y , p : (X × Y )^r → R – ograniqennaØ izmerimaØ funkciØ. Togda

Rabota qastiqno podderßana Fondom podderßki oteqestvennoæ nauki i grantom NX-1914.2003.1. 159

160 S. S. PODKORYTOV otobraßenie f : A → R, f(a) = ∫ X^r p(x_1, a(x_1), . . . , x_r, a(x_r)) dx_1 . . . dx_r, r-opredelimo.

Dokazatel~stvo. DlØ a ∈ A zadadim izmerimu¸ funkci¸

P_a : X^r → R, polagaØ P_a(x_1, . . ., x_r) = p(x_1, a(x_1), . . . , x_r, a(x_r)). Pust~ dano koneqnoe mnoßestvo B ⊂ A. DlØ x ∈ X^r zadadim na B otnoxenie R_x = { (a, a^′) : P_a(x) = P_a′ (x) }.

Pust~ Q = {R_x | x ∈ X^r }. Mnoßestva D_R = { x ∈ X^r | R_x = R }, R ∈ Q, izmerimy i obrazu¸t razbienie prostranstva X^r . DlØ kaßdogo R ∈ Q vyberem toqku x_R ∈ D_R. DlØ R ∈ Q, a ∈ B pust~ F (R, a) = { (x_s, a(x_s)) | s = 1, . . . , r }, gde (x_1, . . . , x_r) = x_R. Pust~ E = ⋃ R∈Q, a∈B F (R, a). Postroim otobraßenie k : E(r) → R. DlØ F ∈ E(r) vyberem, esli moßno, takoe a ∈ B, qto F ⊂ Γ(a), i poloßim k(F ) = ∑ R∈Q:F (R,a)=F ∫ D_R P_a(x) dx. Ot vybora a rezul~tat ne zavisit, tak kak pri F ⊂ Γ(a) ∩ Γ(a^′) usloviØ F (R, a) = F i F (R, a^′) = F ravnosil~ny i vlekut sovpadenie funkciæ P_a i P_a′ v toqke x_R i, sledovatel~no, na mnoßestve D_R. Esli nußnogo a ne suwestvuet, zadadim k(F ) proizvol~no. DlØ a ∈ B imeem k_B(a) = ∑ F ∈E(r):F ⊂Γ(a) k(F ) = ∑ F ∈E(r):F ⊂Γ(a) ∑ R∈Q:F (R,a)=F ∫ D_R P_a(x) dx

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 161 = ∑ R∈Q ∫ D_R P_a(x) dx = ∫ X^r P_a(x) dx = f(a) (zdes~ ispol~zuetsØ, qto F (R, a) ⊂ Γ(a)). �

Predloßenie 2. Pust~ A – mnoßestvo vseh gladkih vloßeniæ

a : S^1 → R^3, M – abeleva gruppa. Togda:

(a) l¸boæ invariant Vasil~eva f : A → M porØdka ne vyxe r 2r-opredelim;

(b) l¸boæ r-opredelimyæ izotopiqeskiæ invariant f : A → M – invariant Vasil~eva porØdka ne vyxe r.

Snaqala my dokaßem utverßdenie (b), kak bolee prostoe.

Dokazatel~stvo p. (b). Pust~ dan osobyæ uzel a : S^1 → R^3 s r+1

dvoænymi toqkami y_0, . . . , y_r ∈ R^3. DlØ c_0, . . . , c_r = ±1 pust~

a_{c0...cr} : S^1 → R^3

– uzel, poluqa¸wiæsØ iz osobogo uzla a razrexeniem, napravlenie kotorogo v toqke y_s ravno c_s, s = 0, . . ., r. Nußno pokazat~, qto ∑ c0,...,c_r=±1 c_0 . . . c_rf(a_{c0...cr} ) = 0. DlØ kaßdogo s = 0, . . ., r vyberem okrestnost~ V_s toqki y_s – tak, qtoby ffti okrestnosti ne peresekalis~. Pust~ U_s = a^{−1}(V_s), s = 0, . . . , r. Sqitaem, qto otobraßenie a_{c0...cr} na mnoßestve U_s opredelØetsØ qislom c_s, a vne fftih mnoßestv sovpadaet s a. Pust~ B = {a_{c0...cr} | c_0, . . . , c_r = ±1}. Est~ takie koneqnoe mnoßestvo E ⊂ S^1 × R^3 i otobraßenie k : E(r) → M , qto k_B = f|_B . Imeem ∑ c0,...,c_r=±1 c_0 . . . c_rf(a_{c0...cr} ) = ∑ c0,...,c_r=±1 c_0 . . . c_r ∑ F ∈E(r):F ⊂Γ(a_c0_{...cr} ) k(F )

= ∑ F ∈E(r) ( ∑ c0,...,c_r =±1:F ⊂Γ(a_c0_{...cr} ) c_0 . . . c_r ) k(F ). DlØ l¸bogo F ∈ E(r) suwestvuet takoe s, qto F ∩ U_s × R^3 = ? i, sledovatel~no, istinnost~ vkl¸qeniØ F ⊂ Γ(a_{c0...cr} ) ne zavisit ot c_s, a znaqit, vnutrennØØ summa ravna nul¸. �

162 S. S. PODKORYTOV

Gaussovy diagrammy. Strelka (so znakom) – troæka (x, x^′, c),

gde x, x^′ ∈ S^1 \{x_0} (zdes~ x_0 – otmeqennaØ toqka), x ≠ x^′ i c = ±1. Nositelem strelki (x, x^′, c) nazyvaem mnoßestvo {x, x^′}. (Gaussova) diagramma – koneqnoe mnoßestvo strelok s nepereseka¸wimisØ nositelØmi. Ob¨edinenie nositeleæ vseh strelok diagrammy g – eœ nositel~ supp g. Pust~ G_r – mnoßestvo vseh diagramm mownosti 6 r.

SqitaØ, qto R^3 = R^2 × R, dlØ otobraßeniØ a : S^1 → R^3 polaga- em: a_g : S^1 → R^2, a_v : S^1 → R

– ego proekcii. Uzel a nazyvaem dopustimym, esli a_g – pogrußenie bez samokasaniæ i troænyh toqek, priqœm a_g(x_0) – ego prostaØ toqka. S dopustimym uzlom a svØzana diagramma δ(a) – mnoßestvo takih strelok (x, x^′, c), qto

a_g(x) = a_g(x^′), a_v(x) < a_v(x^′) i c = sgn[da_g(x), da_g(x^′)]

(d – differencirovanie vdol~ S^1, kvadratnye skobki – standartnaØ forma plowadi na R^2).

Dokazatel~stvo p. (a). Pust~ dany abeleva gruppa M i inva-

riant Vasil~eva f : A → M porØdka 6 r. Po teoreme Gusarova [4] suwestvuet otobraßenie p : G_r → M takoe, qto dlØ l¸bogo dopustimogo uzla a f(a) = ∑ g⊂δ(a):|g|6r p(g). (Teorema Gusarova pozvolØet vybrat~ otobraßenie p invariantnym otnositel~no sohranØ¸wih otmeqennu¸ toqku izotopiæ okrußnosti. �to ne ponadobitsØ.) Pokaßem, qto invariant f 2ropredelim. Pust~ dano koneqnoe mnoßestvo B ⊂ A. Pust~ Z ⊂ S^1 – mnoßestvo teh toqek x, dlØ kotoryh suwestvu¸t uzly a, a^′ ∈ B s a(x) = a^′(x), da(x) ≠ da^′(x). Mnoßestvo Z koneqno. Est~ takoæ izotopnyæ toßdestvennomu diffeomorfizm h : R^3 → R^3, qto uzly h ∘ a, a ∈ B, dopustimy i nositeli ih diagramm ne pereseka¸tsØ s Z. Vmesto h ∘ a pixem ~a.

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 163 Zametim, qto (*) esli a ∈ B, g ⊂ δ(~a) i otobraßenie a^′ ∈ B sovpadaet s a na mnoßestve supp g, to g ⊂ δ(~a^′). DlØ a ∈ B, g ⊂ δ(~a) pust~ F (a, g) = { (x, a(x)) | x ∈ supp g }. Pust~ E – ob¨edinenie vseh takih mnoßestv. Ono koneqno. Postroim otobraßenie k : E(2r) → M. DlØ a ∈ B, g ⊂ δ(~a), |g| 6 r, pust~ k(F (a, g)) = p(g) (ffto korrektno, tak kak, po (*), ravenstvo F (a, g) = F (a^′, g^′) vleqœt g = g^′). DlØ ostal~nyh F ∈ E(2r) pust~ k(F ) = 0. DlØ a ∈ B imeem

k_B (a) = ∑ F ∈E(2r):F ⊂Γ(a) k(F )

= ∑ g⊂δ(ea):|g|6r k(F (a, g)) = ∑ g⊂δ(ea):|g|6r p(g) = f(~a) = f(a) (zdes~ ispol~zuetsØ tot fakt, qto esli F (a^′, g) ⊂ Γ(a), to, po (*), g ⊂ δ(~a) i F (a^′, g) = F (a, g)). � Osnovnoæ rezul~tat. Prostranstvo Y nazyvaem dopustimym,

esli suwestvu¸t kletoqnoe prostranstvo Z i (slabaØ gomotopiqeskaØ) ffkvivalentnost~ e : Y → Z. DlØ qisla m ∈ N i punktirovannogo prostranstva Y polagaem: Π_m(Y ) – mnoßestvo vseh svØzannyh (t. e. otobraßa¸wih otmeqennu¸ toqku v otmeqennu¸ toqku) nepreryvnyh otobraßeniæ a : S^m → Y , i otobraßenie

h : Π_m(Y ) → π_m(Y ), h(a) = [a]

nazyvaem osnovnym.

Teorema. DlØ l¸bogo m ∈ N, m > 2, suwestvuet takoe r ∈ N, qto

dlØ l¸bogo odnosvØznogo dopustimogo punktirovannogo prostranstva Y osnovnoe otobraßenie h : Π_m(Y ) → π_m(Y ) r-opredelimo.

Bolee slaboe utverßdenie dokazano v [2].

§1. Predvaritel~nyæ material (1.1) Simplicial~nye ob¨ekty. Mnoßestva [p] = {0, . . . , p},

p ∈ N, i nestrogo vozrasta¸wie otobraßeniØ meßdu nimi obra-

zu¸t kategori¸. DlØ i ∈ [p] polagaem:

δ^p_i : [p − 1] → [p]

164 S. S. PODKORYTOV – morfizm s im δ^p_i = [p] \ {i}. DlØ simplicial~nogo mnoßestva T morfizm k : [q] → [p] induciruet otobraßenie k^⋆ : T_p → T_q.

Kombinatornyæ p-simpleks Δ^p (p ∈ N) – simplicial~noe mnoßestvo s Δ^p_q = Hom([q], [p]) i oqevidnymi strukturnymi otobraßeniØmi; Δ̇^p ⊂ Δ^p – ego kraæ. Morfizm k : [q] → [p] induciruet simplicial~noe otobraßenie k_△ : Δ^q → Δ^p. DlØ simplicial~- nogo mnoßestva T i simpleksa t ∈ T_p (p ∈ N) simplicial~noe otobraßenie [t] : Δ^p → T – kombinatornoe harakteristiqeskoe otobraßenie simpleksa t. Polagaem I = Δ^1.

Simplicial~noe otobraßenie f nazyvaem s¸r¨ektivnym, esli otobraßeniØ f_q, q ∈ N, s¸r¨ektivny, i in¨ektivnym, esli oni in¨ektivny. Simplicial~nu¸ abelevu gruppu U nazyvaem svobodnoæ, esli gruppy U_q, q ∈ N, svobodny, i ploskoæ, esli oni ploskie, t.e. ne ime¸t kruqeniØ.

Pust~ dana simplicial~naØ abeleva gruppa U. Pust~ V – simplicial~naØ abeleva gruppa, u kotoroæ V_q – gruppa simplicial~nyh otobraßeniæ h : I × Δ^q → U, ravnyh nul¸ na nißnem osnovanii, i oqevidnye strukturnye gomomorfizmy. Polagaem PU = V (gruppa puteæ). Esli gruppa U svobodna, to gruppa V toße svobodna. Gruppa V stØgivaema. Kanoniqeskiæ simplicial~nyæ gomomorfizm c : V → U zadaœtsØ pravilom [c_q(h)] = h∘i^1, h ∈ V_q, q ∈ N, gde i^1 : Δ^q → I × Δ^q – verhnee osnovanie. Esli gruppa U svØzna, to gomomorfizm c s¸r¨ektiven.

(1.2) Kompleksy. Cepi i kocepi simplicial~nyh mnoßestv ne-

normalizovannye.

DlØ kompleksa A = A^∗ i qisla p ∈ Zpolagaem A^{p+∗} = A^{∗+p} = B^∗, gde B^∗ – kompleks s B^q = A^{p+q} i d_B = (−1)^pd_A.

Pust~ dan bikompleks K = K^{∗∗}. Differencialy d^′ : K^{(p−1)q} → K^{pq} (gorizontal~nyæ) i d^{′′} : K^{p(q−1)} → K^{pq} (vertikal~nyæ). DlØ

p ∈ Zpolagaem K^{p∗} = B^∗, gde B^∗ – kompleks s B^q = K^{pq} i dB =

(−1)^pd^{′′}. Polagaem: K = K^∗ – diagonal~nyæ kompleks, E^{∗∗}_∗ (K) – pervaØ spektral~naØ posledovatel~nost~ (tak qto E^{pq}_0 (K) = K^{pq} , d_0 = d^{′′}).

(1.3) Universal~nye otobraßeniØ. U punktirovannogo mnoße-

stva est~ (oqevidnoe) universal~noe svØzannoe otobraßenie ego v abelevu gruppu. U punktirovannogo simplicial~nogo mnoßestva est~ universal~noe svØzannoe simplicial~noe otobraßenie ego v simplicial~nu¸ abelevu gruppu.

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 165

(1.4) DeæstviØ abelevyh grupp. Deæstvie fflementa u abelevoæ

gruppy oboznaqaem u ⟩ ili ⟨ u.

(1.5) Odno konkretnoe oboznaqenie. DlØ usloviØ (predikata)

C vvodim veliqinu [C] ∈ Z, ravnu¸ 1 pri C = True i 0 pri C = False.

§2. RegulØrnye otobraßeniØ Otobraßenie f : U → V , gde U , V – abelevy gruppy, nazyvaem r-regulØrnym (r ∈ N), esli dlØ l¸byh u, u_0, . . . , u_r ∈ U imeem ∑ e0,...,e_r=0,1 (−1)^{e0+...+er} f(u + e_0u_0 + . . . + e_r u_r) = 0,

i regulØrnym, esli ono r-regulØrno dlØ kakogo-nibud~ r ∈ N (sm [5]).

DlØ mnoßestva T i fflementa s ∈ N^T polagaem

s_∗ = ∑ t∈T s_t. 2.1. Lemma. Pust~ dany mnoßestvo T , abeleva gruppa V i qislo

r ∈ N. Pust~ U – abeleva gruppa, svobodno poroßdœnnaØ mnoße-

stvom T ; sqitaem, qto U ⊂ Z^T. Togda pravilo f(u) = ∑ s∈NT :s∗ 6r ( ∏ t∈T ( u_t s_t )) v_s, u ∈ U, gde v_s ∈ V – kakie-nibud~ fflementy, zadaœt r-regulØrnoe otobraßenie f : U → V . Tak poluqaetsØ l¸boe takoe otobraßenie. �

2.2. Sledstvie. Pust~ dany abelevy gruppy U , V , W , r-regulØrnoe

(r ∈ N) otobraßenie f : U → V i ffpimorfizm p : W → V . Esli gruppa U svobodna, to suwestvuet takoe r-regulØrnoe otobraßenie g : U → W , qto f = p ∘ g. �

2.3. Lemma. Pust~ dany abelevy gruppy U , V , W , otobraßenie

f : U ×V → W i qisla r, s ∈ N. Predpoloßim, qto dlØ l¸bogo v ∈ V otobraßenie U → W , u → f(u, v), r-regulØrno i dlØ l¸bogo u ∈ U otobraßenie V → W , v → f(u, v), s-regulØrno. Togda otobraßenie f (r + s)-regulØrno. �

166 S. S. PODKORYTOV

2.4. Lemma. Pust~ dany abelevy gruppy U , V , W , r-regulØrnoe

otobraßenie f : U → V i s-regulØrnoe otobraßenie g : V → W (r, s ∈ N). Togda otobraßenie g ∘ f rs-regulØrno. �

Pust~ dany mnoßestvo T , abelevy gruppy U , V i otobraßeniØ j : T → U i k : T → V . Otobraßenie k nazyvaem r-regulØrnym (r ∈ N) otnositel~no j, esli suwestvuet takoe r-regulØrnoe otobraßenie f : U → V , qto k = f ∘ j, i regulØrnym otnositel~no j, esli ono r-regulØrno otnositel~no j dlØ kakogo-nibud~ r ∈ N.

Pust~ dany mnoßestvo T , abeleva gruppa U i otobraßenie j : T → U . DlØ abelevoæ gruppy V pust~ R_j(V ) – gruppa vseh regulØrnyh otnositel~no j otobraßeniæ k : T → V . R_j – additivnyæ funktor iz kategorii abelevyh grupp v sebØ (zadanie na morfizmah oqevidnoe). Otobraßenie j nazyvaem udobnym, esli funktor R_j toqen.

Pust~ dano punktirovannoe mnoßestvo S. Pust~ i : S → X – universal~noe svØzannoe otobraßenie ego v abelevu gruppu. Pust~ ewœ dany svobodnye abelevy gruppy Y , Z i svØzannoe regulØrnoe otobraßenie g : X × Y → Z. Rassmotrim punktirovannoe mnoßestvo T = S × Y i abelevu gruppu U = X × Y × Z. Zadadim svØzannoe otobraßenie j : T → U, j(s, y) = (i(s), y, g(i(s), y)). Takoe otobraßenie nazyvaem osobym. Osobye otobraßeniØ udobny (legko proverit~, ispol~zuØ sledstvie 2.2 i lemmu 2.4).

Pust~ dany simplicial~naØ abeleva gruppa U i abeleva gruppa M . Kocep~ X : U_q → M nazyvaem [r]-regulØrnoæ, esli ona – [r]- regulØrnoe otobraßenie. Oqevidno, [r]-regulØrnye kocepi obrazu¸t podkompleks kompleksa kocepeæ.

Pust~ dany simplicial~noe mnoßestvo T, simplicial~naØ abeleva gruppa U, simplicial~noe otobraßenie j : T → U i abeleva gruppa M . Kocep~ X : T_q → M nazyvaem regulØrnoæ otnositel~no j, esli ona – otobraßenie, regulØrnoe otnositel~- no j_q. RegulØrnye otnositel~no j kocepi obrazu¸t podkompleks kompleksa kocepeæ.

Pust~ dany simplicial~noe mnoßestvo T, simplicial~nye abelevy gruppy U, V i simplicial~nye otobraßeniØ

j : T → U, k : T → V.

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 167 Otobraßenie k nazyvaem r-regulØrnym (r ∈ N) otnositel~no j, esli dlØ kaßdogo q ∈ N otobraßenie k_q r-regulØrno otnositel~- no j_q, i regulØrnym otnositel~no j, esli ono r-regulØrno otnositel~no j dlØ kakogo-nibud~ r ∈ N.

Pust~ dany simplicial~noe mnoßestvo T, simplicial~naØ abeleva gruppa U i simplicial~noe otobraßenie j : T → U. Otobraßenie j nazyvaem udobnym, esli otobraßeniØ j_q, q ∈ N, udobny, i osobym, esli oni osoby. DlØ abelevoæ gruppy M pust~

∘C^∗(T; M ) ⊂ C^∗(T; M )

podkompleks regulØrnyh otnositel~no j kocepeæ. Otobraßenie j nazyvaem normal~nym, esli dlØ l¸boæ abelevoæ gruppy M vkl¸- qenie^∘C^∗(T; M ) → C^∗(T; M ) – kvaziizomorfizm.

§3. Lemma o P -acikliqnosti

Naxa cel~ v §§3–5 – dokazatel~stvo lemmy 5.1 i sledstviØ 5.2.

Funktor P . Pust~ dana abeleva gruppa U . DlØ (levogo) U -

modulØ X fflement x ∈ X nazyvaem [r]-regulØrnym (otnositel~no deæstviØ gruppy U ), esli otobraßenie U → X, u → u ⟩ x, [r]-regulØrno, i polagaem: P_r(X) ⊂ X – podmodul~ r-regulØrnyh fflementov, P (X) ⊂ X – podmodul~ regulØrnyh fflementov. P_r, P – funktory iz kategorii U -moduleæ v sebØ (zadanie na morfizmah oqevidnoe). �ti funktory, oqevidno, additivny i toqny sleva.

PrØmye deæstviØ. (Pravoe) deæstvie abelevoæ gruppy U na

mnoßestve T nazyvaem prØmym, esli stabilizator l¸bogo fflementa t ∈ T – prØmoe slagaemoe gruppy U .

Esli na mnoßestve T deæstvuet abeleva gruppa U , to M^T = {f : T → M } prevrawaetsØ v U -modul~: (u ⟩ f)(t) = f(t ⟨ u), t ∈ T, f ∈ M^T , u ∈ U.

168 S. S. PODKORYTOV

3.1. Lemma. Pust~ dany svobodnaØ abeleva gruppa U i abeleva

gruppa M . Togda modul~ M^U (gruppa U deæstvuet na sebe sdvigami) P_r-acikliqen dlØ l¸bogo r ∈ N.

Dokazatel~stvo. In¨ektivnaØ rezol~venta 0 −−−−→ M −−−−→ N −−−−→ N^′ −−−−→ 0 gruppy M daœt in¨ektivnu¸ rezol~ventu 0 −−−−→ M^U −−−−→ N^U −−−−→ N^{′ U} −−−−→ 0 modulØ M^U . Kak sleduet iz sledstviØ 2.2, funktor P_r sohranØet eœ toqnost~. �

3.2. Lemma. Pust~ dany prØmoe deæstvie svobodnoæ abelevoæ

gruppy U v mnoßestve T i abeleva gruppa M . Togda U -modul~ M^T P -acikliqen.

(V qastnosti, abeleva gruppa M s trivial~nym deæstviem svobodnoæ abelevoæ gruppy U – P -acikliqnyæ U -modul~.)

Dokazatel~stvo. Funktor P – induktivnyæ predel funktorov

P_r, r ∈ N (svØzannyh morfizmami vkl¸qeniØ). Pofftomu dostatoqno pokazat~, qto morfizm proizvodnyh funktorov P^{(n)}r → P^{(n)}_{r+1} (n > 0), inducirovannyæ morfizmom vkl¸qeniØ P_r → P_{r+1}, raven nul¸ na module M^T . Funktory P_r, r ∈ N, kommutiru¸t s proizvedeniØmi. Pofftomu dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda gruppa U deæstvuet v T tranzitivno, priqœm T ≠ ?. Tak kak deæstvie – prØmoe, to moßno sqitat~, qto dany svobodnye abelevy gruppy S i T , U = S ⊕ T i gruppa U deæstvuet v T sdvigami qerez proekci¸ U → T . Pust~ E ⊂ S – bazis. Vvedœm na nœm lineænyæ porØdok.

DlØ e ∈ E zadadim U -gomomorfizm

d_e : M^U → M^U , (d_ef)(u) = f(u + e) − f(u) (sqitaem, qto S ⊂ U ). Pust~ Q^∗ – neotricatel~nyæ kompleks U -moduleæ s Q^n = ∏ e1,...,e_n∈E:e1<...<e_n M^U i differencialom d : Q^{n−1} → Q^n, zadannym formuloæ (df)_{e1...en} = n∑ k=1 (−1)^{k−1}d_{ek} f_{e1...}c_{ek...en} .

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 169 Pust~ c : M^T → Q^0 = M^U – U -gomomorfizm, inducirovannyæ proekcieæ U → T .

DlØ e ∈ E zadadim gomomorfizm (abelevyh grupp) h_e : M^U → M^U usloviem d_e ∘ h_e = id i trebovaniem, qto dlØ f ∈ M^U funkciØ h_ef ravna nul¸ na podgruppe U_e ⊂ U , U_e = S_e ⊕ T , gde S_e ⊂ S – podgruppa, poroßdœnnaØ vsemi fflementami mnoßestva E, krome e.

DlØ e ∈ E zadadim gomomorfizm S → S, s → s|_e, dlØ e^′ ∈ E polagaØ e^′|_e = [e^′ 6 e]e^′. DlØ e ∈ E, u ∈ U , u = (s, t), polagaem u|_e = (s|_e, t). Zadadim gomomorfizmy (abelevyh grupp) h : Q^n → Q^{n−1} formuloæ (hf)_{e1...en−1} (u) = (−1)^{n−1} ∑ e∈E:e>e_{n−}1 (h_ef_{e1...en−1e})(u|_e), u ∈ U (pri n = 1 summa po vsem e ∈ E). Pust~ g : M^U = Q^0 → M^T – gomomorfizm (abelevyh grupp), inducirovannyæ koproekcieæ T → U . Verny ravenstva

g ∘ c = id, c ∘ g + h ∘ d = id i d ∘ h + h ∘ d = id . Znaqit, 0 −−−−→ M^{T c}−−−−→ Q^{0 d}−−−−→ Q^{1 d}−−−−→ . . . – rezol~venta modulØ M^T . Ispol~zuØ lemmu 3.1, poluqaem, qto ona P_r-acikliqna. Netrudno videt~, qto h_e(P_r(M^U )) ⊂ P_{r+1}(M^U ). Ots¸da h(P_r(Q^n)) ⊂ P_{r+1}(Q^{n−1}), qto i daœt nußnoe. � §4. RegulØrnye kogomologii Deæstvie abelevoæ gruppy U v simplicial~nom mnoßestve T nazyvaem prØmym, esli dlØ kaßdogo q ∈ N eœ deæstvie na T_q – prØmoe.

170 S. S. PODKORYTOV

4.1. Lemma. Pust~ svobodnaØ abeleva gruppa U prØmo deæstvu-

et v simplicial~nom mnoßestve T. Pust~ dana abeleva gruppa M . Predpoloßim, qto inducirovannoe deæstvie na H^∗(T; M ) trivial~no. Pust~^∘C^∗(T; M ) ⊂ C^∗(T; M ) – podkompleks kocepeæ, regulØrnyh otnositel~no deæstviØ gruppy U . Togda vkl¸qenie^∘C^∗(T; M ) → C^∗(T; M ) – kvaziizomorfizm.

�to sleduet iz lemmy 3.2. �

§5. RegulØrnye kogomologii simplicial~noæ abelevoæ gruppy Polagaem ^N = N∪{∞}, [∞] = N. Mnoßestva [p], p ∈ ^N, i nestrogo vozrasta¸wie otobraßeniØ meßdu nimi obrazu¸t kategori¸. Polagaem: λ_q : [q] → [∞] – vkl¸qeniØ, μ_p : [∞] → [p] – retrakcii, Δ^∞ – simplicial~noe mnoßestvo s Δ^∞_q = Hom([q], [∞]) i oqevidnymi strukturnymi otobraßeniØmi.

DlØ simplicial~nogo mnoßestva T polagaem: T_∞ – induktivnyæ predel posledovatel~nosti T_0^{σ⋆1}−−−−→ T_1^{σ⋆2}−−−−→ T_2^{σ⋆3}−−−−→ . . . , gde σ_q : [q] → [q−1] – retrakcii. Sopostavlenie morfizmu k : [q] → [p] (p, q ∈ N) otobraßeniØ k^⋆ : T_p → T_q rasprostranim na oblast~ p, q ∈ ^N, sohranØØ kontravariantnost~ i polagaØ: μ^⋆_q : T_q → T_∞ – kanoniqeskoe otobraßenie qlena posledovatel~nosti v eœ predel.

Funktor R. DlØ simplicial~nogo mnoßestva T polagaem:

RT ⊂ T × Δ^∞

– podmnoßestvo, poroßdœnnoe simpleksami (t, λ_q), t ∈ T_q, q ∈

N. R – funktor iz kategorii simplicial~nyh mnoßestv v sebØ

(zadanie na morfizmah oqevidnoe).

Pust~ dana abeleva gruppa M . Kocepi s kofffficientami v gruppe M . Metodom acikliqnyh modeleæ stroØtsØ estestvennye gomotopiqeskie ffkvivalentnosti

e : C^∗(T) → C^∗(RT), e^′ : C^∗(RT) → C^∗(T)

i estestvennye gomotopii

E : C^∗(T) → C^∗(T)

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 171 meßdu morfizmami id, e^′ ∘ e i E^′ : C^∗(RT) → C^∗(RT) meßdu morfizmami id, e ∘ e^′. Morfizm e induciruetsØ proekcieæ RT → T, gomomorfizm e^′ : C^q(RT) → C^q(T) zadaœtsØ pravilom e^′(Y )(t) = ⟨[t]^♯_R(Y ), I_q ⟩, t ∈ T_q, gomomorfizm E : C^q(T) → C^{q−1}(T) – pravilom E(X)(s) = ⟨[s]^♯(X), J_q ⟩, s ∈ T_{q−1}, gomomorfizm E^′ : C^q(RT) → C^{q−1}(RT) – pravilom

E^′(Y )(s, m) = ⟨[s]^♯_R(Y ), K_m⟩, (s, m) ∈ (RT)_{q−1}, gde I_q ∈ C_q(RΔ^q), J_q ∈ C_q(Δ^{q−1}), K_m ∈ C_q(RΔ^{q−1}) – kakie-to cepi.

Sluqaæ simplicial~noæ abelevoæ gruppy. Pust~ dana sim-

plicial~naØ abeleva gruppa U. Togda U_∞ – abeleva gruppa, dlØ morfizma k : [q] → [p] (p, q ∈ ^N) k^⋆ : U_p → U_q – gomomorfizm. Esli gruppa U svobodna, to gruppa U_∞ toße svobodna. Gruppa U_∞ deæstvuet v simplicial~nom mnoßestve U × Δ^∞ po pravilu (t, h) ⟨ u = (t + h^⋆(u), h), t ∈ U_q, h ∈ Hom([q], [∞]) (q ∈ N). �to deæstvie – prØmoe i sohranØet podmnoßestvo RU. DlØ kaßdogo simpleksa G ∈ (RΔ^n)_q (n, q ∈ N) est~ simpleks a_G ∈ (RU)_q i gomomorfizm b_G : U_n → U_∞ takie, qto ([t]_R)_q (G) = a_G ⟨ b_G(t), t ∈ U_n.

(Deæstvitel~no, esli G = k^⋆(F ), gde k ∈ Hom([q], [p]) (p ∈ N), F = (f, λ_p) ∈ (RΔ^n)_p, to moßno poloßit~ a_G = (0, λ_p ∘ k) i b_G = (f ∘ μ_p)^⋆.)

172 S. S. PODKORYTOV

Pust~^∘C^∗(U) ⊂ C^∗(U) – podkompleks regulØrnyh kocepeæ, ∘C^∗(RU) ⊂ C^∗(RU) – podkompleks kocepeæ, regulØrnyh otnositel~no deæstviØ gruppy U_∞. Morfizmy e, e^′ i gomotopii E, E^′ sohranØ¸t regulØrnost~, t.e. u nih est~ sokraweniØ

∘e :^∘C^∗(U) →^∘C^∗(RU), . . . ,^∘E^′ :^∘C^∗(RU) →^∘C^∗(RU).

DlØ e : C^q(U) → C^q(RU) ffto sleduet iz ravenstva (u ⟩ e(X))(t, n) = X(t + n^⋆(u)), (t, n) ∈ (RU)_q, u ∈ U_∞, dlØ e^′ : C^q(RU) → C^q(U) – iz ravenstva

e^′(Y )(t) = ∑ L∈(RΔ^q )_q

(I_q )_LY (a_L ⟨ b_L(t)), t ∈ U_q ,

dlØ E : C^q(U) → C^{q−1}(U) – iz ravenstva E(X)(s) = ∑ k∈Hom([q],[q−1]) (J_q)_kX(k^⋆(s)), s ∈ U_{q−1}.

(Zdes~ (I_q)_L ∈ Z– kofffficient, s kotorym simpleks L vhodit v cep~ I_q , analogiqno ponimaetsØ (J_q)_k.) DlØ E^′ dostatoqno teh ße soobraßeniæ. Oqevidno,^∘e,^∘e^′ – gomotopiqeskie ffkvivalentnosti.

5.1. Lemma. Predpoloßim, qto gruppa U svobodna i svØzna. To-

gda vkl¸qenie^∘C^∗(U) → C^∗(U) – kvaziizomorfizm.

Dokazatel~stvo. Tak kak gruppa U svØzna, to deæstvie gruppy

U_0 v H^∗(U) trivial~no. Sloæ U → U × Δ^∞ nad verxinoæ λ_0 soglasovan s gomomorfizmom λ^⋆_0 : U_∞ → U_0 i induciruet izomorfizm kogomologiæ, pofftomu deæstvie gruppy U_∞ v H^∗(U × Δ^∞) trivial~no. Tak kak proekciØ RU → U induciruet izomorfizm kogomologiæ, to vkl¸qenie RU → U × Δ^∞ toße tak delaet. Pofftomu deæstvie gruppy U_∞ v H^∗(RU) trivial~no.

Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu kompleksov i morfizmov_∘ C^∗(U)^{∘e}−−−−→^∘C^∗(RU) i j C^∗(U)^e−−−−→ C^∗(RU),

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 173 gde i, j – vkl¸qeniØ. Po lemme 4.1, j – kvaziizomorfizm. Tak kak e,^∘e – gomotopiqeskie ffkvivalentnosti, to i – toße kvaziizomorfizm. �

DlØ r ∈ N pust~^rC^∗(U) ⊂ C^∗(U) – podkompleks, obrazovannyæ r-regulØrnymi kocepØmi,^rH^∗(U) – sootvetstvu¸wie gruppy kogomologiæ.

5.2. Sledstvie. Predpoloßim, qto gruppa U svobodna i svØzna.

Togda:

(a) dlØ l¸bogo q ∈ Zsuwestvuet takoe r ∈ N, qto gomomorfizm vkl¸qeniØ i :^rH^q (U) → H^q(U) s¸r¨ektiven;

(b) dlØ l¸byh q ∈ Z, r ∈ N suwestvuet takoe s ∈ N, s > r, qto Ødra gomomorfizmov vkl¸qeniØ

i :^rH^q(U) → H^q (U) i k :^rH^q(U) →^sH^q(U)

sovpada¸t.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno primenit~ lemmu 5.1 k kogomolo-

giØm s kofffficientami v gruppe M^T , gde T = H^q (U) dlØ a) i ker i dlØ b). �

§6. Spektral~naØ posledovatel~nost~ Serra i eœ regulØrnyæ variant

V fftom paragrafe dokazyvaetsØ lemma 9.2.

Pust~ dana abeleva gruppa M . Esli v oboznaqenii gruppy kocepeæ ili kogomologiæ gruppa kofffficientov ne ukazana, to podrazumevaetsØ gruppa M .

(6.1) Morfizm m∇. Pust~ dany simplicial~nye mnoßestva X,

Y, in¨ektivnoe simplicial~noe otobraßenie m : X → Y i podmnoßestvo B ⊂ Y. Pust~

Ẋ = m^{−1}(B) ⊂ X, Ẏ = im (m) ∪ B ⊂ Y.

Zadadim morfizm t : C^{∗−1}(Ẏ) → C^∗(Y) kompozicieæ C^{q−1}(Ẏ)^r−−−−→ C^{q−1}(Y)^dY−−−−→ C^q(Y)^s−−−−→ C^q(Y, Ẏ), gde r – gomomorfizm prodolßeniØ nulœm, s – gomomorfizm “obnuleniØ” na Ẏ. Zadaœm morfizm m_∇ : C^{∗−1}(X, Ẋ) → C^∗(Y, Ẏ) kom-

174 S. S. PODKORYTOV mutativnoæ diagrammoæ C^{q−1}(Ẏ, B)^{id♯}−−−−→ C^{q−1}(Ẏ)

n^♯ t C^{q−1}(X, Ẋ)^{m∇}−−−−→ C^q(Y, Ẏ), gde n^♯ – izomorfizm, inducirovannyæ sokraweniem otobraßeniØ m. (6.2) Gomotopii. GomotopiØ H : I × (X,^˙X) → (Y,^˙Y) meßdu

simplicial~nymi otobraßeniØmi f , g : (X, Ẋ) → (Y, Ẏ) opredelØet gomotopi¸ H^♮ : C^∗(Y, Ẏ) → C^∗(X, Ẋ) meßdu morfizmami f^♯, g^♯ : C^∗(Y, Ẏ) → C^∗(X, Ẋ).

�kvivalentnosti �ælenberga–Zil~bera. DlØ kaßdogo sim-

plicial~nogo mnoßestva X est~ estestvennye gomotopiqeskie ffkvivalentnosti g_p : C^{p+∗}((Δ^p, Δ̇^p) × X) → C^∗(X), g^′_p : C^∗(X) → C^{p+∗}((Δ^p, Δ̇^p) × X) i estestvennye gomotopii

G_p : C^{p+∗}((Δ^p, Δ̇^p) × X) → C^{p+∗} × ((Δ^p, Δ̇^p) × X) meßdu morfizmami id, g^′_p ∘ g_p, G^′_p : C^∗(X) → C^∗(X) meßdu morfizmami id, g_p ∘ g^′_p i D^i_p : C^{p+∗−1} × ((Δ^{p−1}, Δ̇^{p−1}) × X) → C^∗(X) meßdu morfizmami g_{p−1}, g_p ∘ (−1)^i(δ^p_{i △}, id)_∇. (Zdes~

(δ^p_{i △}, id)_∇ : C^{p+∗−1}((Δ^{p−1}, Δ̇^{p−1}) × X) → C^{p+∗}((Δ^p, Δ̇^p) × X).)

(6.3) Bikompleks simplicial~nogo otobraßeniØ. Pust~ da-

ny simplicial~nye mnoßestva T, ~T i simplicial~noe otobraßenie f : T → T.

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 175 DlØ kaßdogo simpleksa t ∈ T_p (p ∈ N) postroim dekartov kvadrat Z_t^{lt}−−−−→ ~T f_t f Δ^{p [t]}−−−−→ T i poloßim Ż_t = f^{−1}_t (Δ̇^p) ⊂ Z_t. DlØ simpleksa t ∈ T_p (p ∈ N, p > 1) i qisla i ∈ [p] zadadim simplicial~noe otobraßenie m^i_t : Z_s → Z_t, gde s = δ^{p ⋆}_i (t) ∈ T_{p−1}, usloviØmi f_t ∘ m^i_t = δ^p_{i △} ∘ f_s i l_t ∘ m^i_t = l_s.

�to otobraßenie in¨ektivno.

Postroim neotricatel~nyæ bikompleks K = K^{∗∗}. Pust~ K^{pq} = ∏ t∈T_p C^{p+q}(Z_t, Ż_t)

(pri p > 0). Zadadim gomomorfizmy d^′_i : K^{(p−1)q} → K^{pq} , i ∈ [p], pravilom (d^′_iX)_t = (−1)^im^i_{t ∇}(X_s), t ∈ T_p, gde s = δ^{p ⋆}_i (t) ∈ T_{p−1}. Gorizontal~nyæ differencial d^′ : K^{(p−1)q} → K^{pq} (p, q ∈ N) zadadim formuloæ d^′ = ∑ i∈[p] (−1)^id^′_i.

Vertikal~nyæ differencial d^{′′} : K^{p(q−1)} → K^{pq} zadadim pravilom (d^{′′}X)_t = dX_t, t ∈ T_p.

Metodom acikliqnyh modeleæ stroØtsØ estestvennye gomotopiqeskie ffkvivalentnosti a : K^∗ → C^∗( ~T), a^′ : C^∗( ~T) → K^∗ i estestvennye gomotopii A : K^∗ → K^∗ meßdu morfizmami id, a^′ ∘ a i A^′ : C^∗( ~T) → C^∗( ~T) meßdu morfizmami id, a ∘ a^′.

176 S. S. PODKORYTOV

(6.4) Vyqislenie grupp E^{pq}_2 (K). Pust~ dan dekartov kvadrat ~T e_{k−−−−→ ~V} f h T^k−−−−→ V, gde V, ~V – svobodnye simplicial~nye abelevy gruppy, h – s¸r¨ektivnyæ simplicial~nyæ gomomorfizm, k, ~k – simplicial~nye otobraßeniØ. Pust~ W = ker(h). Gruppa W svobodna. Predpoloßim, qto ona svØzna.

DlØ kaßdogo q ∈ N vyberem takoæ gomomorfizm R_q : V_q → ~V_q, qto h_q ∘ R_q = id. Tak kak gruppa W svØzna, to kanoniqeskiæ simplicial~nyæ gomomorfizm c : PW → W s¸r¨ektiven. DlØ kaßdogo q ∈ N vyberem takoæ gomomorfizm S_q : W_q → (PW)_q, qto c_q ∘ S_q = id. Takim obrazom, dlØ kaßdogo simpleksa w ∈ W_q (q ∈ N) imeem gomotopi¸ S_q (w) : I × Δ^q → W meßdu otobraßeniØmi 0, [w] : Δ^q → W.

DlØ kaßdogo simpleksa t ∈ T_p (p ∈ N) zadadim simplicial~- noe otobraßenie e_t : Δ^p × W → Z_t usloviØmi

f_t ∘ e_t = q i ~k ∘ l_t ∘ e_t = [R_p(k_p(t))] ∘ q + n ∘ q^′, gde q : Δ^{p−1} × W → Δ^{p−1}, q^′ : Δ^p × W → W – proekcii, n : W → ~V – vkl¸qenie. Imeem izomorfizm par e_t : (Δ^p, Δ̇^p) × W → (Z_t, Ż_t).

DlØ simpleksa t ∈ T_p (p ∈ N, p > 1) i qisla i ∈ [p] zadadim simplicial~noe otobraßenie ^e^i_t : Δ^{p−1} × W → Z_s,

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 177 gde s = δ^{p ⋆}_i (t) ∈ T_{p−1}, usloviØmi f_s ∘ ^e^i_t = q i m^i_t ∘ ^e^i_t = e_t ∘ (δ^p_{i △}, id), gde q : Δ^p × W → Δ^p – proekciØ (zdes~ (δ^p_{i △}, id) : Δ^{p−1} × W → Δ^p × W). Imeem izomorfizm par ^e^i_t : (Δ^{p−1}, Δ̇^{p−1}) × W → (Z_s, Ż_s).

Ewœ zadadim simplicial~noe otobraßenie H^i_t : I × Δ^{p−1} × W → Z_s usloviØmi f_s ∘ H^i_t = q i ~k ∘ l_s ∘ H^i_t = [R_{p−1}(k_{p−1}(s))] ∘ q + S_{p−1} [ δ^{p ⋆}_i (R_p(k_p(t))) − R_{p−1}(k_{p−1}(s)) ] ∘ Q + n ∘ q^′, gde q : I × Δ^{p−1} × W → Δ^{p−1}, Q : I × Δ^{p−1} × W → I × Δ^{p−1}, q^′ : I × Δ^{p−1} × W → W – proekcii, n : W → ~V – vkl¸qenie. �to gomotopiØ meßdu otobraßeniØmi e_s, ^e^i_t : (Δ^{p−1}, Δ̇^{p−1}) × W → (Z_s, Ż_s).

Pust~ L = L^{∗∗} – neotricatel~nyæ bikompleks s L^{pq} = C^p(T; C^q(W)) i differencialami

d^′ = d : L^{(p−1)q} → L^{pq} i d^{′′} = (−1)^pd_♯ : L^{p(q−1)} → L^{pq} . DlØ kaßdogo p ∈ N zadadim morfizm b : K^{p∗} → L^{p∗}, polagaØ b(X)(t) = g_p(e^♯_t(X_t)), t ∈ T_p, X ∈ K^{pq} , q ∈ N, morfizm b^′ : L^{p∗} → K^{p∗},

178 S. S. PODKORYTOV polagaØ

e^♯_t(b^′(Y )_t) = g^′_p(Y (t)), t ∈ T_p, Y ∈ L^{pq} , q ∈ N, gomotopi¸ B : K^{p∗} → K^{p∗} meßdu morfizmami id, b^′ ∘ b, polagaØ

e^♯_t(B(X)_t ) = G_p(e^♯_t(X_t)), t ∈ T_p, X ∈ K^{pq} , g ∈ N, i gomotopi¸ B^′ : L^{p∗} → L^{p∗} meßdu morfizmami id, b ∘ b^′, polagaØ B^′(Y )(t) = G^′_p(Y (t)), t ∈ T_p, Y ∈ L^{pq} , q ∈ N. Oqevidno, b, b^′ – gomotopiqeskie ffkvivalentnosti. Pokaßem, qto dlØ l¸bogo p diagramma kompleksov i morfiz- mov K^{(p−1)∗ d′}−−−−→ K^{p∗} b b L^{(p−1)∗ d′}−−−−→ L^{p∗} (1)

gomotopiqeski kommutativna. DlØ p ∈ N, p > 0, i ∈ [p] zadadim gomotopi¸ F_i : K^{(p−1)∗} → L^{p∗} meßdu morfizmami d^′_i∘b i b∘d^′_i (zdes~ d^′_i : L^{(p−1)∗} → L^{p∗} – morfizm, inducirovannyæ otobraßeniem δ^{p ⋆}_i : T_p → T_{p−1}), polagaØ F_i(X)(t) = g_{p−1}(H^{i ♮}_t (X_s)) + D^i_p(^e^{i ♯}_t (X_s)), t ∈ T_p, X ∈ K^{(p−1)q}, q ∈ N, gde s = δ^{p ⋆}_i (t) ∈ T_{p−1}. DlØ p ∈ N nußnu¸ gomotopi¸ F : K^{(p−1)∗} → L^{p∗} meßdu morfizmami b ∘ d^′ i d^′ ∘ b zadadim formuloæ F = ∑ i∈[p] (−1)^iF_i.

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 179 GomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~ b : E^{∗∗}_0 (K) → E^{∗∗}_0 (L) induciruet izomorfizm E^{∗∗}_1 (K) → E^{∗∗}_1 (L).

Tak kak diagramma (1) gomotopiqeski kommutativna, fftot izomorfizm kommutiruet s differencialom d_1 i, sledovatel~no, induciruet izomorfizm

E^{∗∗}_2 (K) → E^{∗∗}_2 (L).

Oqevidno, E^{pq}_1 (L) = C^p(T; H^q(W)) i, sledovatel~no, E^{pq}_2 (L) = H^p(T; H^q(W)). Poluqaem izomorfizm

Q : E^{pq}_2 (K) → H^p(T; H^q(W)).

(6.5) RegulØrnyæ variant. Pust~ dany simplicial~naØ abele-

va gruppa U i udobnoe simplicial~noe otobraßenie j : T → U. Pust~ ~U = U × ~V,~j = (j ∘ f ) × ~k : ~T → ~U.

Pust~^∘C^∗(T; N ) ⊂ C^∗(T; N ) (N – abeleva gruppa),^∘C^∗( ~T) ⊂ C^∗( ~T) – podkompleksy regulØrnyh otnositel~no j, ~j (sootvetstvenno) kocepeæ,^∘H^∗(T; N ),^∘H^∗( ~T) – ih gruppy kogomologiæ.

DlØ t ∈ T_p i takih morfizma m : [r] → [p] i simpleksa ~t ∈ ~T_r , qto m^⋆(t) = f_r(~t), pust~

z_t(m, ~t) = z ∈ (Z_t)_r

– takoæ simpleks, qto (f_t)_r(z) = m i (l_t)_r (z) = ~t. DlØ takih t ∈ T_r , ~v ∈ ~V_r , qto k_r (t) = h_r(~v), pust~ ~t(t, ~v) = ~t ∈ ~T_r – takoæ simpleks, qto f_r(~t) = t i ~k_r (~t) = ~v.

DlØ morfizma m : [r] → [p] pust~

D_m = { (t, ~t) ∈ T_p × ~T_r : m^⋆(t) = f_r(~t) },

i pust~ e_m : D_m → U_p × ~U_r

– sußenie otobraßeniØ (j_p,~j_r). �lement X ∈ K^{pq} nazyvaem regulØrnym, esli dlØ l¸bogo morfizma m : [p + q] → [p] otobraßenie D_m → M, (t, ~t) → X_t(z_t(m, ~t)),

180 S. S. PODKORYTOV regulØrno otnositel~no e_m. Pust~^∘K^{∗∗} ⊂ K^{∗∗} – podbikompleks, obrazovannyæ regulØrnymi fflementami.

�lement Y ∈ L^{pq} nazyvaem vpolne regulØrnym, esli otobraße- nie T_p × W_q → M, (t, w) → Y (t)(w), regulØrno otnositel~no otobraßeniØ

(j_p, id) : T_p × W_q → U_p × W_q .

Pust~^∘L^{∗∗} ⊂ L^{∗∗} – podbikompleks, obrazovannyæ vpolne regulØrnymi fflementami.

Moßno proverit~, qto morfizmy a, a^′, b, b^′ i gomotopii A, A^′, B, B^′, F “sohranØ¸t krußki,” t.e. u nih est~ sokraweniØ

∘a :^∘K^∗ →^∘C^∗( ~T), . . . ,^∘F :^∘K^{(p−1)∗} →^∘L^{p∗}.

Naprimer, vkl¸qenie b(^∘K^{pq} ) ⊂^∘L^{pq} (p, q ∈ N) legko poluqit~, ispol~zuØ to, qto gomomorfizm b : K^{pq} → L^{pq} zadaœtsØ pravilom b(X)(t)(w) = ∑ m∈Hom([p+q],[p]), n∈Hom([p+q],[q]) c_{mn}X_t ( z_t ( m, ~t ( m^⋆(t), m^⋆R_p(k_p(t)) + n^⋆(w) ))) ,

w ∈ W_q , t ∈ T_p, X ∈ K^{pq} , gde c_{mn} ∈ Z– kofffficienty Øvnoæ zapisi gomomorfizma g_p, regulØrnost~ otobraßeniØ k otnositel~no j i lemmu 2.4. Tak ße proverØetsØ ostal~noe. Oqevidno,^∘a i^∘b – gomotopiqeskie ffkvivalentnosti i dlØ l¸bogo p diagramma kompleksov i morfizmov ∘K^{(p−1)∗ d′}−−−−→^∘K^{p∗} ∘b ∘b ∘L^{(p−1)∗ d′}−−−−→^∘L^{p∗} (2)

gomotopiqeski kommutativna.

Kak i vyxe, gomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~^∘b : E^{∗∗}_0 (^∘K) → E^{∗∗}_0 (^∘L) induciruet izomorfizm

E^{∗∗}_1 (^∘K) → E^{∗∗}_1 (^∘L).

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 181 Tak kak diagramma (2) gomotopiqeski kommutativna, fftot izomorfizm kommutiruet s differencialom d_1 i, sledovatel~no, induciruet izomorfizm

E^{∗∗}_2 (^∘K) → E^{∗∗}_2 (^∘L).

Ispol~zuØ lemmu 2.3 i udobnost~ otobraßeniØ j, legko videt~, qto fflement Y ∈ L^{pq} vpolne regulØren togda i tol~ko togda, kogda Y – regulØrnaØ otnositel~no j kocep~ i suwestvuet takoe

s ∈ N, qto dlØ l¸bogo t ∈ Tp kocep~ Y (t) ∈ C^q(W) s-regulØrna.

Vkl¸qenie^∘L^{p∗} →^∘C^p(T; C^∗(W)) induciruet gomomorfizm

E^{pq}_1 (^∘L) →^∘C^p(T; H^q(W))

(vvidu udobnosti otobraßeniØ j). Ispol~zuØ sledstvie 5.2 i udobnost~ otobraßeniØ j, moßno uvidet~, qto ffto izomorfizm. On, oqevidno, kommutiruet s d_1 i, znaqit, induciruet izomorfizm E^{pq}_2 (^∘L) →^∘H^p(T; H^q(W)).

Vmeste poluqaem izomorfizm

∘Q : E^{pq}_2 (^∘K) →^∘H^p(T; H^q(W)).

(6.6) Sravnenie spektral~nyh posledovatel~nosteæ. Pred-

poloßim, qto dlØ l¸boæ abelevoæ gruppy N vkl¸qenie^∘C^∗(T; N ) → C^∗(T; N ) – kvaziizomorfizm. Vkl¸qeniØ induciru¸t izomorfizmy J :^∘H^p(T; H^q(W)) → H^p(T; H^q(W)).

Pust~ I : E^{pq}_2 (^∘K) → E^{pq}_2 (K)

– gomomorfizm, inducirovannyæ vkl¸qeniem^∘K^{∗∗} → K^{∗∗}. Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu

E^{pq}_2 (^∘K)^{∘Q}−−−−→^∘H^p(T; H^q(W)) I J E^{pq}_2 (K)^Q−−−−→ H^p(T; H^q(W)).

182 S. S. PODKORYTOV Vidno, qto I – izomorfizm. Znaqit, po teoreme o sravnenii spektral~nyh posledovatel~nosteæ, vkl¸qenie i :^∘K^∗ → K^∗ – kvaziizomorfizm. Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu kompleksov i morfizmov ∘K^{∗ ∘a}−−−−→^∘C^∗( ~T) i h K^{∗ a}−−−−→ C^∗( ~T), gde h – vkl¸qenie. Vidno, qto h – kvaziizomorfizm.

§7. Prostranstva �ælenberga–Makleæna Pust~ dany abelevy gruppy L, M , ffpimorfizm p : L → M i qislo n ∈ N. Pust~ L^′ = ker p, i : L^′ → L – vkl¸qenie, P = P_∗ – kompleks s

P_n = L, P_{n+1} = L^′, (∂ : P_{n+1} → P_n) = i

i P_q = 0 pri q ≠ n, n + 1.

Rassmotrim (sm. [3, III.2]) simplicial~nu¸ abelevu gruppu V, u kotoroæ V_q (q ∈ N) – gruppa morfizmov kompleksa C_∗(Δ^q) v kompleks P_∗ i oqevidnye strukturnye gomomorfizmy. Polagaem K(p, n) = V. Esli gruppa L svobodna, to gruppa V toße svobodna. |V| – prostranstvo �ælenberga–Makleæna tipa (M, n). Kocikl Z ∈ C^n(V; M ), zadannyæ pravilom Z(v) = p(v(ϵ_n)), v ∈ V_n, gde ϵ_n = id : [n] → [n], nazyvaem universal~nym. Klass z ∈ H^n(V; M ) kocikla Z daœt izomorfizm H_n(V) → M, x → ⟨z, x⟩. 7.1. Lemma. Pust~ dany simplicial~noe mnoßestvo T, simpli-

cial~naØ abeleva gruppa U, udobnoe simplicial~noe otobraßenie j : T → U i regulØrnyæ otnositel~no j kocikl Y ∈ C^n(T; M ). Togda suwestvuet regulØrnoe otnositel~no j simplicial~noe otobraßenie k : T → V takoe, qto Y = k^♯(Z).

Dokazatel~stvo. Tak kak otobraßenie j udobno, to toqna posle-

dovatel~nost~ kompleksov 0 ←−−−−^∘C^∗(T; M )^{p♯}←−−−−^∘C^∗(T; L)^{i♯}←−−−−^∘C^∗(T; L^′) ←−−−− 0,

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 183 gde krußok oboznaqaet regulØrnost~ otnositel~no j. Pofftomu est~ takie kocepi X ∈^∘C^n(T; L) i X^′ ∈^∘C^{n+1}(T; L^′), qto Y = p_♯(X) i dX = i_♯(X^′). Zadadim morfizm w = w_∗ : C_∗(T) → P_∗, polagaØ w_n = X, w_{n+1} = X^′ pri oqevidnom otoßdestvlenii Hom(C_q (T), N ) = C^q(T; N ). Otobraßenie k zadadim, polagaØ

k_q(t) = w ∘ [t]_♯, t ∈ T_q , q ∈ N.

Ego regulØrnost~ otnositel~no j legko proverit~, ispol~zuØ udobnost~ poslednego. �

7.2. Sledstvie. Pust~ dany simplicial~noe mnoßestvo T, sim-

plicial~naØ abeleva gruppa U i normal~noe udobnoe simplicial~noe svØzannoe otobraßenie j : T → U. Predpoloßim, qto n > 0. Togda dlØ l¸bogo fflementa y ∈ H^n(T; M ) suwestvuet regulØrnoe otnositel~no j svØzannoe simplicial~noe otobraßenie k : T → V takoe, qto y = k^∗(z).

Dokazatel~stvo. Tak kak otobraßenie j normal~no, to klass y

predstavim regulØrnym otnositel~no j kociklom, i lemma 7.1 daœt regulØrnoe otnositel~no j simplicial~noe otobraßenie k : T → V s y = k^∗(z). Zamenim ego na svØzannoe otobraßenie k − k ∘ o, gde o : T → T – postoØnnoe svØzannoe simplicial~noe otobraßenie. �

§8. Otobraßenie zT Geometriqeskiæ n-simpleks:

Δ^n = { (z_1, . . . , z_n) ∈ R^n : 0 6 z_1 6 . . . 6 z_n 6 1 } (n ∈ N). DlØ z = (z_1, . . . , z_n) ∈ Δ^n polagaem σ(z) = {0, z_1, . . . , z_n, 1} ⊂ R. Pust~ dano simplicial~noe mnoßestvo T. DlØ z ∈ Δ^n (n ∈ N) zadaœm otobraßenie z_T : T_n → T, polagaØ: z_T(t) – obraz toqki z pri geometriqeskom harakteristiqeskom otobraßenii Δ^n → |T| simpleksa t.

8.1. Lemma. Pust~ dany takie toqki x ∈ Δ^p, y ∈ Δ^q (p, q ∈ N),

qto σ(x) ⊃ σ(y). Togda im x_T ⊃ im y_T. �

8.2. Lemma. Pust~ dana takaØ toqka z = (z1, . . . , zn) ∈ Δ^n (n ∈ N),

qto 0 < z_1 < . . . < z_n < 1. Togda otobraßenie z_T in¨ektivno. �

184 S. S. PODKORYTOV

§9. Bloki Pust~ dany punktirovannoe simplicial~noe mnoßestvo T, simplicial~naØ abeleva gruppa U, svØzannoe simplicial~noe otobraßenie j : T → U, simplicial~nye abelevy gruppy V, ~V i s¸r¨ektivnyæ simplicial~nyæ gomomorfizm h : ~V → V. Postroim kommutativnu¸ diagrammu punktirovanyh simplicial~- nyh mnoßestv i svØzannyh otobraßeniæ ~U e_{j←−−−− ~T} e_{k−−−−→ ~V} g f h U^j←−−−− T^k−−−−→ V, gde pravyæ kvadrat dekartov, ~U = U× ~V, g – proekciØ, ~j = (j∘f )× ~k. Taku¸ diagrammu nazyvaem blokom. Kak horoxo izvestno, |h| – rassloenie (v smysle Serra). Tak kak pravyæ kvadrat dekartov, to |f | – toße rassloenie.

9.1. Lemma. Predpoloßim, qto gruppy V,^~V svobodny, otobra-

ßenie j osobo i otobraßenie k regulØrno otnositel~no j. Togda otobraßenie ~j toße osobo.

Legko proverit~, ispol~zuØ lemmu 2.4. �

9.2. Lemma. Predpoloßim, qto gruppy V,^~V svobodny, gruppa

ker h svØzna, otobraßenie j udobno i normal~no i otobraßenie k regulØrno otnositel~no j. Togda otobraßenie ~j toße normal~no. �to dokazano v §6. �

§10. Pod¨œm v bloke Pust~ dany mnoßestva X, Y , koneqnoe mnoßestvo B otobraßeniæ a : X → Y i koneqnoe mnoßestvo E ⊂ X × Y . DlØ a ∈ B zadaœm fflement I_a ∈ Z^E, (I_a)_t = [t ∈ Γ(a)].

10.1. Lemma. Pust~ dany abeleva gruppa M , otobraßenie g : B →

M i qislo r ∈ N. Togda otobraßenie g (E, r)-opredelimo v tom i tol~ko v tom sluqae, esli suwestvuet r-regulØrnoe otobraßenie

h : Z^E → M takoe, qto g(a) = h(Ia), a ∈ B.

Dokazatel~stvo. Esli otobraßenie g (E, r)-opredelimo, t.e.

est~ takoe otobraßenie k : E(r) → M , qto k_B = g, to nußnoe

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 185 otobraßenie h zadadim formuloæ h(u) = ∑ F ∈E(r) (∏ t∈F u_t ) k(F ), (po lemme 2.1 ono r-regulØrno). Naoborot, esli h – takoe otobraßenie, to, po lemme 2.1, ono zadaœtsØ pravilom h(u) = ∑ s∈NE:s∗ 6r^( ∏ t∈E (u_t s_t )) m_s, u ∈ U, gde m_s ∈ M . DlØ u ∈ {0, 1}^E h(u) = ∑ s∈{0,1}^E:s_∗6r ( ∏ t∈E:s_t=1 u_t ) m_s. Nußnoe otobraßenie k zadadim, polagaØ k(F ) = m_s, gde s_t = [t ∈ F ]. �

10.2. Lemma. Pust~ dany abelevy gruppy M , M^′, otobraßenie

f : M → M^′, otobraßenie g : B → M i qisla r, s ∈ N. Predpoloßim, qto otobraßenie f s-regulØrno, a otobraßenie g (E, r)- opredelimo. Togda otobraßenie g^′ = f ∘ g (E, rs)-opredelimo.

Vvidu lemmy 10.1 ffto sleduet iz lemmy 2.4. �

10.3. Lemma. Pust~ dany abeleva gruppa M^′, podgruppa M ⊂ M^′,

otobraßenie g : B → M i qislo r ∈ N. Pust~ i : M → M^′ – vkl¸- qenie. Predpoloßim, qto gruppa M^′/M – ploskaØ i otobraßenie g^′ = i ∘ g (E, r)-opredelimo. Togda otobraßenie g takße (E, r)- opredelimo.

Dokazatel~stvo. Est~ takoe otobraßenie k^′ : E(r) → M^′, qto

g^′ = k^′_B. Pust~ N^′ ⊂ M^′ – podgruppa, poroßdœnnaØ mnoßestvom im k^′, N = M ∩ N^′. Gruppa N^′/N svobodna, tak kak ona ploskaØ i koneqno poroßdennaØ. Pofftomu est~ takoæ gomomorfizm p : N^′ → N , qto p|_N = id. Zadadim otobraßenie k : E(r) → M, k(F ) = p(k^′(F )). Legko proverit~, qto g = k_B . �

DlØ qisla m ∈ N i abelevoæ gruppy U polagaem: Π^′_mU – abeleva gruppa vseh svØzannyh otobraßeniæ a : S^m → U .

186 S. S. PODKORYTOV

10.4. Lemma. Pust~ dany qislo m ∈ N i ploskaØ simplicial~naØ

abeleva gruppa U. Togda gruppa Π^′_m|U|/Π_m|U| – ploskaØ.

Dokazatel~stvo. Pust~ dano q ∈ Z, q ≠ 0. Simplicial~nyæ go-

momorfizm q : U → U umnoßeniØ na q in¨ektiven. Znaqit, |q| – topologiqeskoe vloßenie. Pofftomu esli dlØ kakogo-to otobraßeniØ a ∈ Π^′_m|U| imeem qa ∈ Π_m|U|, t. e. otobraßenie qa = |q| ∘ a nepreryvno, to otobraßenie a samo nepreryvno, t. e. a ∈ Π_m|U|.

�

10.5. Lemma. Pust~ dany qislo m ∈ N, ploskaØ simplicial~naØ

abeleva gruppa U, otobraßenie f : B → Π_m|U| i qislo r ∈ N. DlØ x ∈ S^m pust~ l_x : Π_m|U| → |U| – gomomorfizm vyqisleniØ v toqke x. Predpoloßim, qto dlØ l¸boæ toqki x ∈ S^m otobraßenie l_x ∘ f (E, r)-opredelimo. Togda otobraßenie f (E, r)-opredelimo.

Dokazatel~stvo. Po lemme 10.4 gruppa Π^′_m|U|/Πm|U| ploska.

Pust~ i : Π_m|U| → Π^′_m|U| – vkl¸qenie. Oqevidno, otobraßenie i ∘ f (E, r)-opredelimo. Po lemme 10.3 otobraßenie f (E, r)- opredelimo. �

10.6. Lemma. Pust~ dany simplicial~noe mnoßestvo T, sim-

plicial~naØ abeleva gruppa U, simplicial~noe otobraßenie j : T → U, otobraßenie f : B → |T| i qislo r ∈ N. Predpoloßim, qto otobraßenie |j| ∘ f (E, r)-opredelimo. Togda suwestvu¸t qislo n ∈ N, toqka z ∈ Δ^n i otobraßenie g : B → T_n takie, qto f = z_T ∘ g i otobraßenie j_n ∘ g (E, r)-opredelimo.

Dokazatel~stvo. Est~ takoe otobraßenie k : E(r) → |U|, qto |j|∘

f = k_B. Po lemme 8.1 est~ qislo n ∈ N i toqka z = (z_1, . . ., z_n) ∈ Δ^n takie, qto

im z_T ⊃ im f, im z_U ⊃ im k i 0 < z_1 < . . . < z_n < 1.

Est~ takoe otobraßenie g : B → T_n, qto z_T ∘ g = f, i takoe otobraßenie l : E(r) → U_n, qto z_U ∘ l = k. Imeem

z_U ∘ j_n ∘ g = |j| ∘ z_T ∘ g = |j| ∘ f = k_B = (z_U ∘ l)_B = z_U ∘ l_B .

Tak kak, po lemme 8.2, z_U – monomorfizm, to j_n ∘ g = l_B . Znaqit, otobraßenie j_n ∘ g (E, r)-opredelimo. �

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 187

10.7. Lemma. Pust~ dany simplicial~noe mnoßestvo T, sim-

plicial~nye abelevy gruppy U, V, simplicial~nye otobraßeniØ j : T → U, k : T → V, otobraßenie f : B → |T| i qisla r, s ∈ N. Predpoloßim, qto otobraßenie k s-regulØrno otnositel~no j i otobraßenie |j| ∘ f (E, r)-opredelimo. Togda otobraßenie |k| ∘ f (E, rs)-opredelimo.

Dokazatel~stvo. Po lemme 10.6 est~ qislo n ∈ N, toqka z ∈ Δ^n i

otobraßenie g : B → T_n takie, qto f = z_T ∘ g i otobraßenie j_n ∘ g (E, r)-opredelimo. Est~ s-regulØrnoe otobraßenie q : U_n → V_n takoe, qto k_n = q∘j_n. Tak kak otobraßenie j_n∘g (E, r)-opredelimo, a otobraßenie q s-regulØrno, to po lemme 10.2 otobraßenie

q ∘ j_n ∘ g = k_n ∘ g

(E, rs)-opredelimo. Tak kak z_V – gomomorfizm, to otobraßenie

z_V ∘ k_n ∘ g = |k| ∘ f

takße (E, rs)-opredelimo. �

10.8. Lemma. Pust~ dany qislo m ∈ N, punktirovannoe simpli-

cial~noe mnoßestvo T, simplicial~nye abelevy gruppy U, V, svØzannye simplicial~nye otobraßeniØ

j : T → U, k : T → V,

otobraßenie e : B → Π_m|T| i qisla r, s ∈ N. Predpoloßim, qto gruppa V – ploskaØ, otobraßenie k s-regulØrno otnositel~no j i otobraßenie |j|_♯ ∘ e (E, r)-opredelimo. Togda otobraßenie |k|_♯ ∘ e (E, rs)-opredelimo.

Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ S^m. Rassmotrim kommutativnu¸

diagrammu Π_m|U|^{|j|♯}←−−−− Π_m|T|^{|k|♯}−−−−→ Π_m|V| l^′ l l^{′′} |U|^{|j|}←−−−− |T|^{|k|}−−−−→ |V|, gde l, l^′, l^{′′} – otobraßeniØ vyqisleniØ v toqke x. Tak kak l^′ – gomomorfizm, to otobraßenie l^′ ∘ |j|_♯ ∘ e = |j| ∘ l ∘ e

188 S. S. PODKORYTOV (E, r)-opredelimo. Po lemme 10.7 otobraßenie |k| ∘ l ∘ e = l^{′′} ∘ |k|_♯ ∘ e (E, rs)-opredelimo. Po lemme 10.5 otobraßenie |k|_♯ ∘ e takße (E, rs)-opredelimo. �

10.9. Lemma. Pust~ dany qislo m ∈ N, m > 2, blok ~U e_{j←−−−− ~T} e_{k−−−−→ ~V} f h U^j←−−−− T^k−−−−→ V, otobraßenie e : B → Π_m|T| i qisla r, s ∈ N, s > 1. Predpoloßim, qto gruppa V – ploskaØ, π_m|V| = 0, otobraßenie k s-regulØrno otnositel~no j i otobraßenie |j|_♯ ∘ e (E, r)-opredelimo. Togda suwestvuet otobraßenie ~e : B → Π_m| ~T| takoe, qto |f |_♯ ∘ ~e = e i otobraßenie |~j|_♯ ∘ ~e (E, rs)-opredelimo.

Dokazatel~stvo. Est~ takoe otobraßenie p : E(r) → Πm|U|, qto

|j|_♯ ∘ e = p_B. Prodolßim ego nulœm do otobraßeniØ p̄ : E(rs) → Π_m|U|. Oqevidno, p̄_B = p_B. Po lemme 10.8 otobraßenie |k|_♯ ∘ e (E, rs)- opredelimo, t.e. suwestvuet otobraßenie q : E(rs) → Π_m|V| takoe, qto |k|_♯ ∘ e = q_B. Tak kak |h| – rassloenie i π_m|V| = 0, to |h|_♯ : Π_m| ~V| → Π_m|V| – ffpimorfizm. Vyberem takoe otobraßenie ~q : E(rs) → Π_m| ~V|, qto |h|_♯ ∘ ~q = q. Pust~ ~p = p̄ × ~q : E(rs) → Π_m|U| × Π_m| ~V| = Π_m| ~U| (poskol~ku U × ~V = ~U). Ispol~zuØ to, qto pravyæ kvadrat dekartov, nußnoe otobraßenie ~e zadadim usloviØmi |f |_♯ ∘ ~e = e i |~k|_♯ ∘ ~e = ~q_B (legko proverit~, qto |k|_♯ ∘ e = |h|_♯ ∘ ~q_B). Tak kak ~j = (j ∘ f ) × ~k, to |~j|_♯ ∘ ~e = (|j|_♯ ∘ |f |_♯ ∘ ~e) × (|~k|_♯ ∘ ~e) = (|j|_♯ ∘ e) × (|~k|_♯ ∘ ~e) = p̄_B × ~q_B = ~p_B (poskol~ku p̄ × ~q = ~p). �

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 189

§11. BaxnØ Uaætheda 11.1. Lemma. Pust~ dany qislo m ∈ N, punktirovannye pro-

stranstva Y , Y^′, svØzannoe nepreryvnoe otobraßenie g : Y → Y^′, qislo r ∈ N, abeleva gruppa M i r-opredelimoe otobraßenie f^′ : Π_m(Y^′) → M . Togda otobraßenie f = f^′ ∘ g_♯ : Π_m(Y ) → M r-opredelimo.

Dokazatel~stvo. Pust~ dano koneqnoe mnoßestvo B ⊂ Πm(Y ).

Pust~ B^′ = g_♯(B) ⊂ Π_m(Y^′).

Est~ takie koneqnoe mnoßestvo E^′ ⊂ S^m × Y^′ i otobraßenie k^′ : E^′(r) → M , qto f^′|_B′ = k^′_B′ . Pust~ G = (id, g) : S^m × Y → S^m × Y^′, L = ⋃ a∈B Γ(a) ⊂ S^m × Y,

E = L ∩ G^{−1}(E^′) ⊂ S^m × Y. ˚sno, qto mnoßestvo E koneqno. Zadadim otobraßenie k : E(r) → M, k(F ) = k^′(G(F )). Pokaßem, qto f|_B = k_B . Pust~ dano a ∈ B. Legko videt~, qto formula F → G(F ) zadaœt biekci¸ { F ∈ E(r) : F ⊂ Γ(a) } → { F^′ ∈ E^′(r) : F^′ ⊂ Γ(g ∘ a) }. Pofftomu

k_B(a) = ∑ F ∈E(r): F ⊂Γ(a) k(F ) = ∑ F ∈E(r): F ⊂Γ(a) k^′(G(F )) = ∑ F^′ ∈E^′ (r): F^′⊂Γ(g∘a) k^′(F^′)

= k^′_B′ (g ∘ a) = f^′(g ∘ a) = f(a). �

190 S. S. PODKORYTOV

11.2. Lemma. Pust~ dany qislo m ∈ N i ploskaØ simplicial~-

naØ abeleva gruppa U. Togda otobraßenie id : Π_m|U| → Π_m|U| 1- opredelimo.

Dokazatel~stvo. Pust~ dano koneqnoe mnoßestvo B ⊂ Πm|U|.

DlØ x ∈ S^m zadadim na B otnoxenie

R_x = { (a, a^′) : a(x) = a^′(x) }.

Vyberem koneqnoe mnoßestvo Z ⊂ S^m takoe, qto { R_z | z ∈ Z } = { R_x | x ∈ S^m }. Pust~ E = { (z, a(z)) | z ∈ Z, a ∈ B } ⊂ S^m × |U|. Pust~ x ∈ S^m. Vyberem taku¸ toqku z ∈ Z, qto R_z = R_x. Zadadim otobraßenie P : E → |U|, polagaØ P (z, a(z)) = a(x) dlØ a ∈ B (ffto korrektno, tak kak R_z = R_x) i P (t) = 0 dlØ ostal~nyh t ∈ E. Zadadim otobraßenie p : E(1) → |U|, polagaØ p({t}) = P (t) dlØ t ∈ E i p(?) = 0. Pust~ l : Π_m|U| → |U| – otobraßenie vyqisleniØ v toqke x. Legko proverit~, qto l|_B = p_B. Znaqit, otobraßenie l|_B (E, 1)-opredelimo. Takim obrazom, po lemme 10.5, vkl¸qenie B → Π_m|U| (E, 1)-opredelimo. Sledovatel~no, otobraßenie id : Π_m|U| → Π_m|U| 1-opredelimo.

�

11.3. Utverßdenie. Pust~ dany qislo m ∈ N, m > 2, i odnosvØz-

noe punktirovannoe simplicial~noe mnoßestvo T. Togda suwestvuet takoe r ∈ N, qto osnovnoe otobraßenie h : Π_m|T| → π_m|T| r-opredelimo.

Dokazatel~stvo. Pust~ j : T → U – universal~noe svØzannoe

simplicial~noe otobraßenie mnoßestva T v simplicial~nu¸ abelevu gruppu. Otobraßenie j, oqevidno, osobo i normal~no.

Posledovatel~no dlØ kaßdogo n = 2, 3, . . . postroim (n − 1)- svØznoe punktirovannoe simplicial~noe mnoßestvo T^n (ffti mnoßestva budut obrazovyvat~ baxn¸ Uaætheda dlØ T), simplicial~nu¸ abelevu gruppu U^n i normal~noe osoboe (i, sledovatel~- no, udobnoe) svØzannoe simplicial~noe otobraßenie

j^n : T^n → U^n.

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 191 Pust~ T^2 = T, U^2 = U i j^2 = j.

Predpoloßim, dlØ nekotorogo n vsœ postroeno. Pust~ M = H_n(T^n), i ∈ H^n(T^n; M ) – takoæ klass, qto ⟨i, x⟩ = x dlØ l¸bogo x ∈ H_n(T^n) = M .

Vyberem svobodnu¸ abelevu gruppu L i ffpimorfizm p : L → M . Pust~ V^n = K(p, n), z ∈ H^n(V^n; M ) – universal~nyæ kogomologiqeskiæ klass. Po sledstvi¸ 7.2 est~ regulØrnoe otnositel~no j^n svØzannoe simplicial~noe otobraßenie k^n : T^n → V^n takoe, qto i = k^∗(z). Pust~ c^n : PV^n → V^n – kanoniqeskiæ simplicial~nyæ gomomorfizm. Tak kak gruppa V^n svØzna, to gomomorfizm c^n s¸r¨ektiven, a tak kak ona odnosvØzna, to gruppa ker c^n svØzna. Poskol~ku gruppa V^n svobodna, to gruppa PV^n toße svobodna. Postroim blok

U^{n+1 jn+1}←−−−− T^{n+1} e^{kn}−−−−→ PV^n f^n c^n U^{n jn}←−−−− T^{n kn}−−−−→ V^n. SravnivaØ gomotopiqeskie posledovatel~nosti rassloeniæ |f^n| i |c^n|, poluqaem, qto mnoßestvo T^{n+1} n-svØzno. Po lemme 9.1 otobraßenie j^{n+1} osobo. Po lemme 9.2, ono normal~no. (Konec indukcii.)

DlØ n = 2, 3, . . . pust~

F^n = f^2 ∘ . . . ∘ f^{n−1} : T^n → T

(F^2 = id), pust~ s_n ∈ N, s_n > 1, – takoe qislo, qto otobraßenie k^n s_n-regulØrno, i pust~ r_n = s_2 . . . s_{n−1} (r_2 = 1).

Pust~ dano koneqnoe mnoßestvo B ⊂ Π_m|T|. Pust~ e : B → Π_m|T| – vkl¸qenie. Po lemmam 11.2 i 11.1 otobraßenie |j|_♯ 1- opredelimo. Znaqit, est~ koneqnoe mnoßestvo E ⊂ S^m ×|T| takoe, qto otobraßenie |j|_♯|_B (E, 1)-opredelimo.

Posledovatel~no dlØ n = 2, 3, . . ., m postroim otobraßenie

e^n : B → Π_m|T^n|

takoe, qto |F^n|_♯ ∘e^n = e i otobraßenie |j^n|_♯ ∘e^n (E, r_n)-opredelimo. Pust~ e^2 = e. Perehod daœtsØ lemmoæ 10.9.

192 S. S. PODKORYTOV

Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu Π_m|V^m|^g−−−−→ π_m|V^m| |k^m|_♯ |^{km |}∗ Π_m|T^m|^{hm}−−−−→ π_m|T^m| |F^m|_♯ |_{Fm|∗} B^e−−−−→ Π_m|T|^h−−−−→ π_m|T|, gde h^m, g – osnovnye otobraßeniØ. Tak kak otobraßenie |j^m|_♯ ∘e^m (E, r_m)-opredelimo, a otobraßenie k^m s_m-regulØrno otnositel~no j^m, to po lemme 10.8 otobraßenie |k^m|_♯ ∘ e^m (E, r_{m+1})- opredelimo. Tak kak g – gomomorfizm, to otobraßenie

g ∘ |k^m|_♯ ∘ e^m = |k^m|_∗ ∘ h^m ∘ e^m

(E, r_{m+1})-opredelimo. Tak kak |k^m|_∗ – izomorfizm, to otobraßenie h^m ∘ e^m (E, r_{m+1})-opredelimo. Znaqit, otobraßenie |F^m|_∗ ∘ h^m ∘ e^m = h|_B takße (E, r_{m+1})-opredelimo.

Takim obrazom, otobraßenie h r_{m+1}-opredelimo. �

11.4. Utverßdenie. DlØ l¸bogo m ∈ N, m > 2, suwestvuet r ∈ N

takoe, qto dlØ l¸bogo odnosvØznogo punktirovannogo simplicial~nogo mnoßestva T osnovnoe otobraßenie h : Π_m|T| → π_m|T| r-opredelimo.

Dokazatel~stvo. Ot protivnogo: dopustim, est~ takoe m ∈ N, m > 2, qto dlØ kaßdogo s ∈ N est~ odnosvØznoe punktirovannoe

simplicial~noe mnoßestvo T^s, u kotorogo osnovnoe otobraßenie h^s : Π_m|T^s| → π_m|T^s| ne s-opredelimo. Pust~ T = ⋁ s∈N^{Ts.} Po utverßdeni¸ 11.3 naædetsØ takoe r ∈ N, qto osnovnoe otobraßenie h : Π_m|T| → π_m|T| r-opredelimo. Pust~ ⊂ : T^r → T,

OB OTOBRAȷENI˚H SFERY 193

p : T → T^r – kanoniqeskie svØzannye simplicial~nye otobraßeniØ (p∘ ⊂ = id). Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu Π_m|T|^h−−−−→ π_m|T| |⊂|_♯ |^{p|}∗ Π_m|T^r|^{hr}−−−−→ π_m|T^r|. Po lemme 11.1 otobraßenie h ∘ | ⊂ |_♯ r-opredelimo. Tak kak |p|_∗ – gomomorfizm, to otobraßenie |p|_∗ ∘ h ∘ | ⊂ |_♯ = h^r takße ropredelimo. Protivoreqie. �

Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy. Pust~ dano m ∈ N, m > 2.

DlØ punktirovannogo prostranstva Y pust~ h_Y : Π_m(Y ) → π_m(Y ) – osnovnoe otobraßenie. Po utverßdeni¸ 11.4 est~ takoe r ∈ N, qto dlØ l¸bogo odnosvØznogo punktirovannnogo simplicial~- nogo mnoßestva T otobraßenie h_{|T|} r-opredelimo. Pust~ dano odnosvØznoe dopustimoe punktirovannoe prostranstvo Y . Est~ punktirovannoe simplicial~noe mnoßestvo T i svØzannaØ ffkvivalentnost~ e : Y → |T|. Po lemme 11.1 otobraßenie h_{|T|} ∘ e_♯ = e_∗ ∘ h_Y r-opredelimo. Tak kak e_∗ – izomorfizm, to otobraßenie h_Y takße r-opredelimo. �

Literatura

1. M. Minskiæ, S. Peæpert, Perseptrony. — Mir (1971). 2. S. S. Podkorytov, Ob otobraßeniØh sfery v odnosvØznoe prostranstvo s

koneqno poroßdœnnymi gomotopiqeskimi gruppami. — Algebra i analiz, 16, No. 4 (2004), 153–192.

3. P. G. Goerss and J. F. Jardine, Simplicial homotopy theory. Birkhäuser (1999). 4. M. Goussarov, M. Polyak, and O. Viro, Finite-type invariants of classical and

virtual knots. — Topology. 39, (2000), 1045–1068.

5. I. B. S. Passi, Group rings and their augmentation ideals. — Lect. Notes Math.

715, Springer (1979).

Podkorytov S. S. Mappings of the sphere to a simply connected space. Fix an m ∈ N, m > 2. Let Y be a simply connected pointed CWcomplex, and let B be a finite set of continuous mappings a : S^m → Y respecting the marked points. Let Γ(a) ⊂ S^m × Y be the graph of a, and let [a] ∈ π_m(Y ) be the homotopy class of a. Then for some r ∈ N depending on m only, there exist a finite set E ⊂ S^m × Y and a mapping

194 S. S. PODKORYTOV k : E(r) = { F ⊂ E : |F | 6 r } → π_m(Y ) such that for each a ∈ B we have [a] = ∑ F ∈E(r):F ⊂Γ(a) k(F ).

Postupilo 23 noØbrØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: ssp@pdmi.ras.ru