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A mi entranable amigo Chicho

ABSTRACT. We obtain a result on convergence of Padé approximants for mero-
morphic functions of Stieltjes type. Connection of Padé approximants with
Stieltjes moment problem plays a key role in the proof.

1. INTRODUCCION

En este trabajo se obtiene un resultado sobre convergencia de aproximantes de
Padé para funciones meromorfas de Stieltjes, en la demostracién juega un papel
fundamental la relacién entre los aproximantes de Padé y el problema de momentos
de Stieltjes. Este resultado se lo presenté a Chicho buscando ideas que me dieran la
luz necesaria para ver la solucién completa. Hoy no estd Chicho y el problema atin
no estd totalmente resuelto; su afirmacion «eso estd bien» me anima a exponerlo.

Denotemos por M la clase de medidas positivas, regulares, de Borel, con soporte
incluido en R y con momentos de todos los ordenes (si u € M, entonces para todo
k € Z,, x* es integrable en el sentido Lebesgue respecto a ). Sea M[0,00) = {u €
M :sopu C [0,00)}, donde sop u denota el soporte de p. Se dice que el problema de
momentos de Stieltjes para u € MJ0, 00) estd determinado, o simplificadamente y es
determinada-S, si no existe otra medida en M0, c0) con los mismos momentos que
1, en caso contrario se dice que p es indeterminada-S. De forma andloga se define
el problema de momentos (en este caso de Hamburger) en M, con la notacién
correspondiente: u es determinada-H o indeterminada-H.

Los problemas de momentos se relacionan con muchos temas de las Matematicas
tales como: teoria de funciones armonicas y analiticas, teoria espectral de operadores,
teoria de la prediccién, aproximacién racional, polinomios ortogonales, procesamien-
to de senales, etc. (ver [1], [6], la bibliograffa que alli se cita y también las secciones
2y 3 de este trabajo). Stieltjes ([16]) fue el primero que utilizé el término problema
de momentos. Numerosos autores han estudiado este tema y en las citas anteriores
se pueden ver los resultados fundamentales. Algunas extensiones e ideas modernas
en el tratamiento de este problema se pueden ver en [13].
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Dado un desarrollo formal de Laurent en z = oo,

0o a
1) =%,
k=0
el aproximante de Padé, m, = m,(f), de orden n € Z,, para f, se define como el
— Pn

cociente 7, = - de un par de polinomios cualquiera (py,, ¢,) que cumple:

(a): deg(pn) <n, degqn) <n, qn Z0;
(0): qn(2)f(2) = pu(z) = 757 + -+
Los polinomios p,, vy ¢, que cumplen lo anterior no son unicos, sin embargo la fraccién
T, Si estd completamente determinada.
Para 1 € MJ0, 00), denotemos por

ﬁ(z):/dﬂf(z), 2 € C\[0,00),

z

la transformada de Markov de p.
El teorema fundamental de este trabajo es

Teorema 1. Sea p determinada-S cuyo soporte no es un conjunto numerable sin
puntos de acumulacidn en [0,00). Sea r una fraccion racional con coeficientes reales,
con polos en C\[0, 00) y r(c0) = 0. Entonces

i (3 +1)(2) = A2) + 7 (2),

uniformemente en cada subconjunto compacto de D = C\([0,00) U {r = c0}). Cada
polo de r atrae tantos polos de m, como la multiplicidad del polo.

La organizacién de este trabajo es la siguiente: en la Seccién 2 formulamos algunos
resultados sobre los problemas de momentos que utilizaremos més adelante. La
Seccién 3 estd dedicada a los aproximantes de Padé, el objetivo fundamental de
estd seccién es revelar el interés del Teorema 1 y sus diferencias con respecto a
resultados anteriores del tema. Finalmente en la Seccién 4 damos la demostracién
del Teorema 1.

2. PROBLEMA DE MOMENTOS

Sea p € M con infinitos puntos en su soporte, denotemos por {l, : n € Z;}
y {Ln : n € Z4} las correspondientes sucesiones de polinomios ortonormales con
respecto a p, con coeficiente principal positivo y ménicos respectivamente. Sea oy, el
coeficiente principal de [. Los polinomios ortogonales estan determinados comple-
tamente por los momentos de la medida, luego dos medidas con iguales momentos
generan la misma familia de polinomios ortogonales. Si la medida p tiene solamente
una cantidad finita de puntos en su soporte, por ejemplo m, entonces Il = [, para
todo k > m.

Es bien conocido que los polinomios I, satisfacen las relaciones de recurrencia a
tres términos:

(2) xlk(x) = dklk+1(x) + eklk(x) + dkfllkfl(x), k=1,2,...,
.’Elo(.’b) = eolo(x) + doly (.’E),
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donde dj, = -y ep = Jx(x)du(z), k=0,1,.... Las relaciones en (2), junto con

la condicidn inicial, tienen asociada la matriz simétrica infinita (matriz de Jacobi)

€0 do 0 0 0
do €1 dl 0 0 .
(3) 0 dl €9 d3 0 ... )

esto establece un nexo entre la teoria de polinomios ortogonales (también entre los
problemas de momentos) y la teoria espectral de operadores.

Sea {sy : k € Z4} la sucesién de polinomios soluciones de las relaciones de
recurrencia (2) con las condiciones iniciales

1
=

Esta familia es linealmente independiente con {lj : k € Z,} y junto con ella genera
todas las sucesiones de polinomios soluciones de (2).

Dadas pu, v € M es obvio que la relacién «u ~ v si los momentos de estas medidas
coinciden» define una relacién de equivalencia. Ademds, la clase [u], formada por
todas las medidas equivalentes con p, es un conjunto compacto en M con la topologia
x-débil (ver [4] para los detalles). La clase de Nevalinna N estd formada por las
funciones analiticas en 3z > 0, que transforman este conjunto en Sw > 0.

Es obvio que si g € M][0,00) es determinada-H, entonces es determinada-S.
Ademiés, se cumple:

so(z) =0, s1(x)

Lema 2. Si p es determinada-S e indeterminada-H, entonces v es una medida con
soporte contable sin puntos de acumulacion en [0,00).

Demostracion. Junto con la demostracién introducimos algunas notaciones y defi-
niciones. Si p es indeterminada-H es conocido (ver [1], pdg. 92) que

A(z) =2 si(0)sk(2), B(z) = —1+2) _ sc(0)lk(2),
k=0 k=0
C(2) =1+2) W(0)sk(z),  D(z) =2 L(0)(2),
k=0 k=0

representan funciones enteras; ademas:
A(2)D(z) — B(2)C(z) = 1.
Si f € N, entonces existen constantes a > 0y b€ Ry v € M tales que

f(z):az+b+/

1+ zx
T —z

dv(x).

También

dv(z)  A(2)e(z) — C(z) e
/z—x = Bl DG PENUIhveM
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establece una correspondencia uno a uno entre A" U {oco} y M, identificando las
medidas con iguales momentos (ver pag. 98 en [1]). Las medidas asociadas a las
funciones ¢(z) = b € RU {0} se le llaman N-extremales.

En particular, en la clase de la medida p, hallemos la medida N-extremal que
tiene soporte en [0, 00). Esta es tinica porque p es determinada-S. En efecto, cuando
p(z) =0, la medida pp € M tal que

z—z  D(z)’
tiene que ser una medida discreta con puntos de masa en los ceros de D (al ser D
analitica tiene a lo mas un conjunto numerable de ceros sin puntos de acumulacion
en C), ademds se sabe que todos los ceros de Ij estan en (0,00), de modo que
(—=1)*Ix(x) < 0, cuando = < 0. Luego D(x) < 0 para < 0 y sus ceros estan en
[0, 00) (observar que la parte izquierda de (4) es analitica en C\[0, c0)). Por tanto

po= Y. p&)d,
§:D(§)=0
siendo el conjunto de ceros de D un conjunto discreto que contiene a 0 y estd incluido
en [0,00), p(§) = m O

Del principio de identidad para funciones analiticas y de la definicién de medida
N-extremal se obtiene facilmente que:

Lema 3 (ver [1], pdg. 114). Todas las medidas N -extremales son discretas.

Lema 4 (Riesz, ver [1], pag. 43). Si u es determinada-H, entonces los polinomios
son densos en L*(p). Si p es indeterminada-H, entonces los polinomios son densos
en L?(u) si y sélo si p es N-extremal.

Lema 5 (ver Teorema 3.3 en [5]). Sea p determinada-H, no discreta y a € C.
Entonces son equivalentes:
1.: El espacio de los polinomios es denso en L*(|x — a|?*du) para todo k € N.
2.: |z — a|?*du es determinada-H para todo k € N.
3.: Cualquiera sea la funcion ¢ medible y acotada por un polinomio, el espacio
de los polinomios es denso en L*(¢dpu).

En la demostracién del Teorema 1 juega un papel fundamental el resultado si-
guiente:

Corolario 6. Si p es determinada-S y mno tiene soporte contable sin puntos de
acumulacion en [0,00), entonces para todo p > 0 en [0,00), la medida pdu es
determinada-S.

Demostracion. Si p es determinada-S y no tiene soporte contable, entonces, segin
el Lema 2, y es determinada-H.

Por otra parte |p| < 14+p?, luego, por 3. en el Lema 5, los polinomios son densos en
L?(|p| dp). Por el Lema 4, |p| dp es determinada-H o es A-extremal. Lo tltimo no es
posible porque tendria que ser discreta (ver Lema 3). Luego |p| du es determinada-H
y por consiguiente p dyu es determinada-S. (]



PROBLEMA DE MOMENTOS Y APROXIMANTES DE PADE 171

3. APROXIMANTES DE PADE

Asociado al desarrollo formal de Laurent (1) sea A : C(z) — C tal que A(z*) =
ag, k € Z4, y definido linealmente sobre C(z) (el espacio de todos los polinomios
con coeficientes en C). Entonces de la relaciéon (b), que define a los aproximantes
de Padé, no es dificil observar que los denominadores y numeradores de 7, (f) = 2=

dn
satisfacen las relaciones:

(5) Ag,) =0, j=0,1,...,n—1,
qn(2) — qn(t)
(6) pulz) = Ay (T2,

En la ultima expresién el subindice ¢ significa que A actia sobre el polinomio
QN(Z)*(ZN(t)
z—t
Dados p € M[0,00) y r una fraccién racional con polos en C\[0, c0), r(c0) = 0,

sea

considerado como funcién de ¢.

o0

fz) =h(z) +r(z) = Z Zk+1 + Z Zk+1
k=0
La primera serie en la segunda igualdad converge uniformemente a ji en cada con-
junto de la forma {z : 0 < o < arg(z) < 2w — a, |z| > € > 0}. La férmula (5) toma
la forma

I m;
(7) /qun<x>du(x>+ZZAi,k (gn(z)z)* D] =0, j=0,1,...,n—1,

i=1 k=1 r=F

sir(z) = ZZ o (k 1), ——- Debido a que m,(f) = f si sop() tiene un niimero
finito de puntos, asumiremos que sop(y) es un conjunto infinito.

Los aproximantes de Padé tienen mucha utilidad cuando la funcién aproximada
tiene singularidades. Un principio para los aproximantes de Padé es que los polos del
aproximante convergen a las singularidades de la funcién aproximada y en la regién
de analiticidad de la funcién los aproximantes convergen a ella. Este principio ha
sido comprobado en situaciones generales. En este sentido se debe mencionar el
Teorema de Montessti de Ballore (ver [8] o [10]), que vale para las filas de la tabla
de aproximantes de Padé (cuando se fija el grado del denominador y la sucesién se
considera variando el grado del numerador). Cuando se considera la diagonal los
teoremas maés generales son:

Teorema 7 (ver [9]). Sea G una region (abierto y conexo) tal que 0o € G, G =
G\E donde G es una region, siendo E C G relativamente compacto respecto a
G, cap(E) = 0 (cap(-) representa la capacidad logaritmica) y OG (frontera de G)
estd contenido en la frontera del complemento de la envoltura convexa de dG. Sea
T (f) el aprozimante de Padé de orden n para (1) en z = co. Si dado un compacto
cualquiera K C G, existe un N = N(K) € N tal que para todon > N se cumple que
mn(f) no tiene polos en K, entonces m, converge uniformemente en cada compacto
de G y la funcidn limite tiene por desarrollo de Laurent en z = 0o a (1).
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Teorema 8 (ver [8]). Sea p una medida positiva de Borel en [—1,1] y finita, tal que

Ln+1(z)
lim ———= =
A Ty TP
uniformemente en subconjuntos compactos de C\[—1,1] (una condicion suficiente
para que esto se cumpla es que i’ > 0 a.e.), donde p(z) = z+ /22 — 1 (la transfor-
macion conforme de C\[—1,1] en {z: |z] > 1}, ¢(00) = 00, ¢'(00) > 0). Sea r una
fraccion racional con coeficientes complejos y polos en C\[—1,1]. Entonces:

1.: Para n suficientemente grande el nimero de polos de 7, = m, (i + 1) en
C\[-1, 1] coincide con el nimero de polos de r. Los polos de r atraen a los
polos de 7, en cantidad igual a su multiplicidad.

2.: Si K es un compacto de C\(]—1, 1] U {r = oo}), entonces

n—oo zeK
donde p(K) = inf{|p(2)|: z € K} y f(2) = [(2) + r(2).

El teorema anterior es en lo esencial una consecuencia del Teorema 7 (lo referente
al comportamiento de los polos escapa al Teorema 7), porque se puede tomar como
regién G = C\[—1,1] y E igual al conjunto formado por los polos de 7.

Rakhmanov ([14]) extendi6 el Teorema 8 (lo referente a la convergencia) a cuando
la medida tiene soporte compacto en R y la funcién r tiene coeficientes reales.
Ademis, él observo que el teorema anterior no es cierto cuando la fraccién racional
r no tiene sus coeficientes en R (sus polos no son simétricos respecto al eje real) y la
medida tiene soporte formado por dos intervalos en R. Una extensién del Teorema
de Rakhmanov es:

1/n 1
lim sup (sup |f(z) — Wn(z)|> < AK) <1

Teorema 9 (ver[12]). Sea p € M[0,00). Sea r = ¥ una fraccion racional con
coeficientes reales, polos en C\[0,00) y r(c0) = 0. Se supone que grad(tq) = d y que
para cada polinomio [, con deg(l) < d, la medida Ity dp es determinada-S. Entonces:
1.: Paran suficientemente grande deg q,, = n. Para tales n el niumero de polos
de mp = (0 + 1) en C\[0,00) coincide con el numero de polos de r. Los

polos de r atraen a los polos de m, en cantidad igual a su multiplicidad.

2.: m, converge uniformemente a i + 1 en subconjuntos compactos de D.

Una condicién suficiente para que se cumplan las hipdtesis del Teorema 9 es que
los momentos de la medida p satisfagan la condicién de Carlemann (ver [11]).

El Teorema 1 contintia en la linea de observar que ocurre con los aproximantes de
Padé en presencia de singularidades de la funcién aproximada y ofrece una condicién
suficiente para la convergencia de los aproximantes de Padé mas facil de observar que
la formulada en el Teorema 9. Al estar sop u C [0,00) y la interpolacién realizarse
en z = 00, en general, no se puede aplicar el Teorema 7 en este caso.

4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1

Las ideas de la demostracion siguen fundamentalmente técnicas desarrolladas en
los trabajos [7], [12] y [14].
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Demostracion. Sea r = 1;—5, irreducible y d = grad(ts). La fraccién r tiene los
polos en C\[0,00) y sus coeficientes reales, luego podemos asumir sin perdida de
generalidad que ¢4 > 0 en [0,00). Sea f =1+ 7.

Hagamos la demostracion en varias etapas:

Paso 1. Comprobemos que

(8) /xkqn(x)td(x)du(x):O, k=0,...n—d—1,

[ M@)gn(@)ta(x) dp(z)
(9) f(2) = mn(2) —/ M (alD) -

donde h es un polinomio cualquiera, grad h < n — d.
En efecto, la condicién (b) de la definicién de aproximante de Padé nos lleva a
la relacién:

qn(2)ta(2)1(2) + an(2)ua(2) = pu(2)ta(2) = ZWLW o

Asumimos en lo que sigue que n > d. Igualando los correspondientes coeficientes a
cero (procediendo como se obtienen (5) y (6) a partir de la definicién de aproximante
de Padé), nos queda (8) y

/ n(2)ta(2) = gn(@)ta(z)

zZ—X

(@) + gn(2)ua(2) — pn(2)ta(z) =0,

luego
_ [ (w)ta(x) du(x)
o) -mie) = | B

De esta relacién y de la ortogonalidad (8), se obtiene la férmula para el resto (9).
Paso 2. Veamos una férmula alternativa para el resto (diferencia entre el apro-
ximante y la funcién aproximada) y algunas consideraciones sobre los polos del
aproximante.
La condicién de ortogonalidad (8), unida a las consideraciones sobre ¢4, nos lleva a
que g, tiene al menos n—d ceros en (0, c0) donde hay cambios de signo. Sean {x,, i :

k=1,...,n} losceros de ¢, ordenados de modo que z,, s, k =1,...,n—d, (d, < d)
son los puntos en (0, c0) donde ¢, cambia de signo. Sea ¢, (z) = ¢n,1(%)gn,2(%), donde
gn, se anulaen z, 4, k =1,...,n —d, y los polinomios g, 2 no cambian de signo

n (0,00). Sea din, = qn 2(z)tq(x) du(z). Consideremos
dn 1(2’) — Qn 1(.’E)
n = — " dun, .
puale) = [ DDA gy 1)
La ecuacién (9) se reescribe (utilizamos la condicién (b) de la definicién de aproxi-

mante de Padé y que deg(gn,2) < dy)

10 anaGHal ) ~ma(e)) = [ el C oy

z— qn,1(2)
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: _ dn,1 (I) dpin (I)
SiApk = f TG ) T entonces

(Z) n—dn, n—dn,

oo
dpn(x) Z Snk
Z—x Zk+1’

donde s, 1, = f xk dpiy,. Comparando las ltimas dos ecuaciones con (10) obtenemos
que si n > d, entonces para todo polinomio P de grado < 2n — (d 4+ d,,) se cumple

n—dy

(1) [P =S APl = 2u(P)
k=1

De esta ecuacién, de la definicién de A, y de las condiciones de ortogonalidad (8)
se obtiene que al menos n — % coeficientes A, ; son positivos.

Paso 8. Introduzcamos algunas notaciones auxiliares. Sea 1, (2) = [[(2 — Tn k)2,
donde el producto se toma en los indices & tales que A, ; < 0. Sea B,, el producto de
todos los ceros de gy 2 y de ¥, cuyo médulo es mayor que méx{1,2R} = M, donde
R =2max{|z| : tq(z) = 0}.

Sea f, = B, 'n(2)gn 2(2)ta(2)(f(2) — mn(2)). Obviamente

(12) fule) = 3yt | [ M) g, ()],
Como L ga(@) 1 alz) = (@)
-z a(z)z—z (2 —2)Uu(2)

es un polinomio en z de grado < d,,, utilizando la formula (11), obtenemos

=K, (z; 2)

fu(z) = B;lwn(z) [/ ((z — x)*l - K (z; z)) dpn(z) — Qp, ((z — x)*l - K, (x; z))

Paso 4. Demostremos que la sucesion {f, : n € N;n > d} es normal en D
(estd uniformemente acotada sobre cada compacto de dicho conjunto).
En efecto, si K C D es un compacto, entonces

<21, |74, [0.50) [ (o) dpaa) = 20471 (K, [0,00),

donde d(K,[0,00)) es la distancia del compacto K a [0,00), mientras que C' =

[ @+ M)? du(x).
Paso 5. Demostremos que { f,, : n > d} converge uniformemente a 0 en D.
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Segun lo demostrado en el Paso 4 y el Teorema de Montel, basta observar que ca-
da subsucesién convergente en I converge puntual a 0. Sea { f,, : n € T} convergente
en D.

Debido a que los coeficientes de los polinomios Bj, 14, ()¢ 2(7) estdn acotados,
existe una subsucesién de T, Y, tal que lim, ey B;, ', (2)gn 2(2) existe. Sea p su
limite.

Entonces utilizando (11) se obtiene

, v p—1 _ 1z vn—1
Jim Q2" By ) = M, [ "B, Yn(2)gn.2()ta(w) dp(z)

= [ p@tala) dut).

Bajo las hip6tesis del teorema, segtin el Corolario 6, si i es determinada-S, entonces
tapdu(z) es determinada-S para todo polinomio p positivo en [0, 00). Luego para
toda funcién g € Cy([0, 00)) se cumple

iy (9 By ) = [ 9(e)ple) ta(o) du(o).

1

z—x’

De (12), junto con la relacién anterior para g(z) = se sigue que {f, : n > d}
converge a 0.

Paso 6. Demostremos que 7, converge en capacidad a f en D.

Sea L > 0 cualquiera y K un compacto en Dy, = DN {z:|z| < L}. Denotemos
Por ¢n,r(2) = [[;(2 —Zn,k), donde el producto se toma en aquellos ceros de ¢, 2 que

estdn en Dy . De la definicién de f,, se sigue
f(z) - Wn(z) = ann(z)(wn(z)Qn,Z(z)td(z))il,
f(2) = mn(2)] < AE) | fall k[0 (2)an,(2)ta(2)| ", 2 € K,

donde A(K) > 0 es independiente de n y || - ||k es la norma del supremo sobre K.
Luego

{z€ K:|f(2) = mu(2)] > €} C {2 € K : |qn,1(2)ta(2)| > e TA(K)|| full x }-

De esta relacién y del Teorema de Fekete sobre la capacidad logaritmica de conjuntos
de la forma {z : [t(2)| < €} se sigue que, para todo € > 0,

cap{z € K 1 |f(2) = mn(2)] > e} < (() T AK) | full )
Como la parte derecha de la relacién anterior converge a 0, eso quiere decir que {7, }
converge en capacidad a f en cada compacto de Dy,.

Paso 7. El nimero de polos de 7, en D, es menor o igual que d mientras que el
nimero de polos de f es exactamente d. Luego del Lema 1 en [8] (por la convergencia
en capacidad demostrada en el Paso 6) se sigue que realmente el niimero de polos
de m, en D es igual a d para n suficientemente grande. Ademads, cada polo de f atrae
tatos polos de 7, como su multiplicidad. Luego ¢n.1, = gn2 — ta, Bn =1, ¥ =1
y la primera conclusién del teorema se obtiene. Por tdltimo, de la definicién de f,

obtenemos £12)
f(2) = mnn(2) = m,

1/2d
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conociendo que { f, } converge uniformemente a 0 en compactos de D y ¢, 2 converge
a tgq el teorema queda probado. O
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