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1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1] ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î äèñêîâûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Äëÿ
ôîðìóëèðîâêè ýòîé ãèïîòåçû ïîòðåáóþòñÿ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîìïàêòíûé 2�ïîëèýäð P íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì ïî-

ëèýäðîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ëèíê êàæäîé åãî òî÷êè ãîìåîìîðôåí îäíîìó èç ñëåäóþùèõ îäíîìåð-

íûõ ïîëèýäðîâ: a) îêðóæíîñòè; b) îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì; c) îêðóæ-

íîñòè ñ òðåìÿ ðàäèóñàìè;

2) â P åñòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà ñ ëèíêîì òèïà c);

3) ëþáàÿ 2-êîìïîíåíòà (ò.å. êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè òî÷åê ïîëèýäðà ñ

ëèíêîì òèïà a) ) ïîëèýäðà P ãîìåîìîðôíà îòêðûòîé äâóìåðíîé êëåòêå.

Òèïè÷íûå îêðåñòíîñòè òî÷åê ñïåöèàëüíîãî ïîëèýäðà èçîáðàæåíû íà
ðèñ. 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáúåäèíåíèå òî÷åê òèïîâ ñ ëèíêîì b) è c) ñïåöèàëüíîãî
ïîëèýäðà P íàçûâàåòñÿ åãî îñîáûì ãðàôîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç SP .

Îñîáûé ãðàô ñïåöèàëüíîãî ïîëèýäðà ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê
òèïà c), íàçûâàåìûõ åãî âåðøèíàìè. Åãî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàñïàäàåòñÿ
â îáúåäèíåíèå òðîéíûõ ëèíèé, ò.å. ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà òî÷åê
âòîðîãî òèïà. Òðîéíûå ëèíèè áóäåì íàçûâàòü ðåáðàìè îñîáîãî ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ

êðàåì. Ñïåöèàëüíûé ïîëèýäð P ⊂ M íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñïàéíîì

ìíîãîîáðàçèÿ M, åñëè ðàçíîñòü M \ P ãîìåîìîðôíà ∂M× (0, 1].

Îïðåäåëåíèå 4. Ñïåöèàëüíûì ñïàéíîì çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâ-

ëÿåòñÿ ñïàéí ìíîãîîáðàçèÿ M \D3, ãäå D3-îòêðûòûé øàð â M.

Èñêëþ÷èâ èç îïðåäåëåíèÿ 1 óñëîâèå 3), ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ïðîñòîãî
ïîëèýäðà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 99-01-00813), Óíèâåð-
ñèòåòû Ðîññèè (992742) è INTAS (97-808)
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Ðèñ. 1: Îêðåñòíîñòè òî÷åê ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà

Ðèñ. 2: Ïðåîáðàçîâàíèå M

Îïðåäåëåíèå 5. Êîìïàêòíûé 2-ïîëèýäð P íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ñïåöèàëü-

íûì, åñëè îí âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòîé ïîëèýäð.

Îïðåäåëåíèå ïî÷òè ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ñïå-
öèàëüíîãî.

Îïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ, ââåäåííûå Ñ.Â. Ìàòâå-
åâûì, ñì. [2]. Âûáåðåì â ñïåöèàëüíîì ñïàéíå P ðåáðî e, èíöèäåíòíîå ðîâíî
äâóì âåðøèíàì ñïàéíà. Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü E1 ðåáðà e
â ñïàéíå P . Ïåðåñå÷åíèå îêðåñòíîñòè E1 ñ îñòàëüíîé ÷àñòüþ ñïåöèàëüíî-
ãî ñïàéíà P ãîìåîìîðôíî îáúåäèíåíèþ äâóõ îêðóæíîñòåé, ñîåäèíåííûõ
òðåìÿ äóãàìè. Ïîäïîëèýäð E1 èçîáðàæåí íà ðèñ. 2.

Ðàññìîòðèì ïîäïîëèýäð E2, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü
òðåóãîëüíîé ïðèçìû âìåñòå ñî ñðåäíèì òðåóãîëüíèêîì è òðåìÿ ïðÿìî-
óãîëüíèêàìè, êîòîðûå ïðèñîåäèíåíû ê ïîâåðõíîñòè ïðèçìû âäîëü òðåõ åå
ðåáåð.

Åñòåñòâåííàÿ ãðàíèöà ïîäïîëèýäðà E2 ãîìåîìîðôíà åñòåñòâåííîé ãðà-
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Ðèñ. 3: Ïðèìåð F-ïîëèýäðà

íèöå ïîäïîëèýäðà E1. Åñëè çàìåíèòü ïîäïîëèýäð E1 íà ïîäïîëèýäð E2, òî
ïîëó÷èì íîâûé ñïåöèàëüíûé ïîëèýäð Q.

Ïðåîáðàçîâàíèå, ñîñòîÿùåå â ïåðåõîäå îò ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà P ê ñïå-
öèàëüíîìó ñïàéíó Q, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M . Ïðåîáðàçîâàíèå, ñîñòîÿùåå â
ïåðåõîäå îò ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà Q ê ñïåöèàëüíîìó ñïàéíó P , îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç M−1.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ M è M−1 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.
Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé ñïàéí çàìêíóòîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ M. Îïè-

øåì äîïóñòèìûå äèñêîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D2 òàêîé
äèñê â M, ÷òî D2 ∩ P = ∂D2 è ÷òî êðèâàÿ D2 íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæå-
íèè â P . Òîãäà D2 îãðàíè÷èâàåò â M\P øàð B3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α 6= D2

2-êîìïîíåíòó ïîëèýäðà P ∪D2, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò B3 è M \B3. Ïðîêîëîâ
2-êîìïîíåíòó α è ñêîëëàïñèðîâàâ ïîëó÷èâøèéñÿ ïîëèýäð íàñêîëüêî âîç-
ìîæíî ïîëó÷èì ïî÷òè ñïåöèàëüíûé ñïàéí P1 3-ìíîãîîîáðàçèÿ M. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî P1 ïîëó÷åí èç P äèñêîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Äèñêîâîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Ïðåîáðàçîâàíèå íå óâåëè÷èâàåò ÷èñëî v(P1) âåðøèí ñïàéíà P .
2) v(P ∪ D2) − v(P ) ≤ 4. Ðàçíîñòü v(P ∪ D2) − v(P ) áóäåì íàçûâàòü

äëèíîé äèñêîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå M ÿâëÿåòñÿ äèñêîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì,

à ïðåîáðàçîâàíèå M−1 � äîïóñòèìûì äèñêîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ãèïîòåçà 1. Åñëè ñïåöèàëüíûé ñïàéí êîìïàêòíîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ íå

ìèíèìàëåí, òîãäà ÷èñëî åãî âåðøèí óìåíüøèòü ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè äîïóñòèìûõ äèñêîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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Ðèñ. 4: Ñëó÷àé crα = 2

Â ñòàòüå [1] òàêæå îòìå÷åíî, ÷òî åñëè ãèïîòåçà 1 âåðíà, òî ñóùåñòâóåò
ïðîñòîé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òðèâèàëüíîãî óçëà.

Ãèïîòåçà 2 ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå [3], ñì. ðàçäåë 3.
Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ñïàéíîâ, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ ãèïîòåçå 1 è ôîðìóëèðóåòñÿ ãèïîòåçà 3, ñâÿçûâàþùàÿ ãèïîòåçó 1
è ãèïîòåçó 2.

Àâòîð áëàãîäàðèò Ñ.Â. Ìàòâååâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è.

2 F-ïîëèýäðû

Ðàññìîòðèì áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ñî ñðåäíèì äèñêîì è ïðèêëå-
åííûìè ê îáðàçóþùèì öèëèíäðà âåðòèêàëüíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè. Òà-
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êèå ïðÿìîóãîëüíèêè áóäåì íàçûâàòü âíåøíèìè. ×èñëî âíåøíèõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç No. Âûáåðåì â âåðõíåé (íèæíåé) ÷àñòè öè-
ëèíäðà äâå îáðàçóþùèõ è ñîåäèíèì èõ õîðäîé ñðåäíåãî äèñêà. Ïðèêëåèì
ê îáðàçóþùèì è õîðäå ïðÿìîóãîëüíèê. Òàêèå ïðÿìîóãîëüíèêè áóäåì íàçû-
âàòü âíóòðåííèìè. ×èñëî âíóòðåííèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ni. Õîðäû ñðåäíåãî äèñêà ìåæäó ñîáîé íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåí F-ïîëèýäð ñ ïàðàìåòðàìè Ni = 2 è No = 5.

Òåîðåìà 1. ×èñëî âåðøèí ñïàéíà, ñîäåðæàùåãî F-ïîäïîëèýäð ñ ïàðàìåò-

ðàìè No è Ni, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ:

0 ≤ No ≤ Ni + 3, ïðè÷åì No > 0 ïðè Ni = 0
ìîæíî óìåíüøèòü ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòèìûõ äèñêî-

âûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó Ni. Ïðè Ni = 0 1 ≤
No ≤ 3. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî âåðøèí ìîæíî óìåíüøèòü îäíèì
äèñêîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì äëèíû îäèí, äâà èëè òðè ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè Ni = k. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Ni =
k + 1.

Íàçîâåì õîðäó H íà ñðåäíåì äèñêå äàííîãî F-ïîäïîëèýäðà âíåøíåé,
åñëè îäíà èç äâóõ îãðàíè÷èâàåìûõ ýòîé õîðäîé äóã α îêðóæíîñòè ñðåäíåãî
äèñêà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äðóãèìè õîðäàìè.

Ðàññìîòðèì âíåøíþþ äóãó H è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé äóãó α. Äóãà α
èíöèäåíòíà ÷èñëó crα âíåøíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
ñëó÷àè.

1. Ïóñòü crα = 0. Òîãäà ê äàííîìó F-ïîäïîëèýäðó ìîæíî ïðèìåíèòü
äèñêîâîå ïðåîáðàçîâàíèå äëèíû äâà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ÷èñëî âåðøèí
ñïàéíà óìåíüøèòñÿ íà äâå.

2. Ïóñòü crα = 1. Òîãäà ê äàííîìó F-ïîäïîëèýäðó ìîæíî ïðèìåíèòü
äèñêîâîå ïðåîáðàçîâàíèå äëèíû òðè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ÷èñëî âåðøèí
ñïàéíà óìåíüøèòñÿ íà åäèíèöó. (Ôàêòè÷åñêè, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå M−1.)

3. Ïóñòü crα = 2. Òîãäà ê äàííîìó F-ïîäïîëèýäðó ìîæíî ïðèìåíèòü
äèñêîâîå ïðåîáðàçîâàíèå äëèíû ÷åòûðå, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ÷èñëî âåð-
øèí ñïàéíà íå èçìåíèòñÿ, íî â ïîëó÷èâøåìñÿ ñïàéíå áóäåò ñîäåðæàòüñÿ
íîâûé F-ïîäïîëèýäð, â êîòîðîì ÷èñëî N ′

i âíóòðåííèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà
åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì â èñõîäíîì F-ïîäïîëèýäðå è ÷èñëî N ′

o âíåøíèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì â èñõîäíîì F-ïîäïîëèýäðå. ×èñëà
N ′

i è N ′
o óäîâëåòâîðÿþò ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

Íà ðèñ. 4 A èçîáðàæåíà ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîãî F-ïîäïîëèýäðà. Íà
ðèñ. 4 B ïîêàçàí ïðèêëååííûé äèñê äëèíû ÷åòûðå, ïðîêàëûâàåìàÿ 2-
êîìïîíåíòà çàøòðèõîâàíà. Íà ðèñ. 4 C ïîêàçàí ïîëèýäð, ïîëó÷èâøèéñÿ
ïîñëå ïðîêàëûâàíèÿ çàøòðèõîâàííîé 2-êîìïîíåíòû è êîëëàïñèðîâàíèÿ.
Òàêæå íà ðèñ. 4 C îòìå÷åíà (çàøòðèõîâàííàÿ) ïëîñêîñòü, ëåâåå êîòîðîé
íàõîäèòñÿ íîâûé F-ïîäïîëèýäð.

4. Ïóñòü crα ≥ 3. Òîãäà âìåñòî èñõîäíîãî F-ïîäïîëèýäðà ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü íîâûé F-ïîäïîëèýäð, ó êîòîðîãî ÷èñëà N ′

i = Ni−1 è N ′
o ≤ No−1

è óäîâëåòâîðÿþò ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.
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Ðèñ. 5: Ñëó÷àé crα = 3

Íà ðèñ. 5 A èçîáðàæåíà ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîãî F-ïîäïîëèýäðà. Íà
ðèñ. 5 B îòìå÷åíà (çàøòðèõîâàííàÿ) ïëîñêîñòü, ëåâåå êîòîðîé íàõîäèòñÿ
íîâûé F-ïîäïîëèýäð. 2

3 Äèñêîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïàéíîâ.

Íàïîìíèì âàæíóþ â òåîðèè ñïàéíîâ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. (Ñ.Â. Ìàòâååâ) Ñïåöèàëüíûå ñïàéíû P è Q (íå ìåíåå ÷åì ñ

äâóìÿ âåðøèíàìè) çàäàþò îäíî è òî æå 3-ìíîãîîáðàçèå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îò P ê Q ìîæíî ïåðåéòè ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïðåîáðàçîâàíèé M è M−1.

Â [3] ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óñèëåí-
íûì âàðèàíòîì òåîðåìû 2.

Ãèïîòåçà 2. Ïóñòü P è Q-ñïåöèàëüíûå ñïàéíû 3-ìíîãîîáðàçèÿ M. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîé ñïåöèàëüíûé ñïàéí S ìíîãîîáðàçèÿ M, ÷òî îò P ê

S è îò Q ê S ìîæíî ïåðåéòè òîëüêî ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïðåîáðàçîâàíèé M .

Ãèïîòåçà 3. Ïóñòü P , S è Q òàêèå ñïåöèàëüíûå ñïàéíû 3-ìíîãîîáðàçèÿ

M, ÷òî îíè ñâÿçàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèé M è M−1 ñëå-

äóþùåãî âèäà: îò P ê S ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ n ïðåîáðà-

çîâàíèé M , à îò S ê Q ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ k ≤ n − 1
ïðåîáðàçîâàíèé M−1. Òîãäà ÷èñëî âåðøèí â ñïàéíå Q ìîæíî óìåíüøèòü

ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòèìûõ äèñêîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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Ïðÿìîé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè n = 2 ñïàéí Q âñåãäà ñîäåðæèò
F-ïîäïîëèýäð. Èç òåîðåìû 1 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè n = 2 ãèïîòåçà 3
âûïîëíÿåòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Èç ãèïîòåçû 3 è ãèïîòåçû 2 ñëåäóåò ãèïîòåçà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � íåìèíèìàëüíûé ñïåöèàëüíûé ñïàéí 3-ìíîãî-
îáðàçèÿ M. Òîãäà èç ãèïîòåçû 2 ñëåäóåò, ÷òî îò ìèíèìàëüíîãî ñïàéíà
ìíîãîîáðàçèÿ M ê ñïàéíó P ìîæíî ïåðåéòè, ïðèìåíèâ ñíà÷àëà n ïðåîá-
ðàçîâàíèé M , ïîòîì íå áîëåå ÷åì n−1 ïðåîáðàçîâàíèé M−1. Èç ãèïîòåçû
3 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî âåðøèí ïîëó÷èâøåãîñÿ ñïàéíà ìîæíî óìåíüøèòü ñ
ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòèìûõ äèñêîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.2
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