
Òðóäû êîíôåðåíöèè ¾Ãåîìåòðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿
13 � 16 ìàðòà 2000 ã., Íîâîñèáèðñê

ÔÓÍÊÖÈÈ ÌÎÐÑÀ ÍÀ ÏÐÎÑÒÛÕ ÏÎËÈÝÄÐÀÕ È ÑÂßÇÀÍÍÛÉ Ñ
ÍÈÌÈ ÑÏÎÑÎÁ ÇÀÄÀÍÈß ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÕ ÑÏÀÉÍÎÂ

ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ

Å. Ë. Ïåðâîâà 1

1. Ââåäåíèå. Åñòåñòâåííàÿ èäåÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè òðåõ-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñîñòîèò â èõ êëàññèôèêàöèè ïîñëåäîâàòåëüíî, øàã
çà øàãîì. Ïðè ýòîì âàæåí âîïðîñ î âûáîðå ôèëüòðàöèè ìíîæåñòâà M .
Ñ ýòîé öåëüþ â 1983-1986 ãîäàõ Ñ.Â. Ìàòâååâûì áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ
ñëîæíîñòè 3-ìíîãîîáðàçèé [1]. Â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè, êàæäîìó òðåõìåð-
íîìó ìíîãîîáðàçèþ ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ñëîæ-
íîñòüþ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k
ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ íåïðèâîäèìûõ òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè k. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à êëàññèôèêàöèè òðåõ-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñâîäèòñÿ ê áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó çàäà÷, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîñòîèò â êëàññèôèêàöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîãîîáðàçèé äàííîé
ñëîæíîñòè. Ïîýòîìó çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè èìååò âàæíîå çíà÷å-
íèå.

Ñëîæíîñòü 3-ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âåð-
øèí ïî÷òè ïðîñòîãî ñïàéíà äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñ ðîâ-
íî òðåìÿ èñêëþ÷åíèÿìè, ëþáîé ìèíèìàëüíûé ïî÷òè ïðîñòîé ñïàéí çà-
ìêíóòîãî îðèåíòèðóåìîãî íåïðèâîäèìîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ñïå-
öèàëüíûì [1]. Ïîýòîìó äëÿ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ íåïðèâîäèìûõ 3-
ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòü ìîæíî îïðåäåëÿòü êàê ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âåð-
øèí åãî ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà. Âîçíèêàåò âîïðîñ î âûáîðå íàèáîëåå óäîá-
íîãî ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îäèí ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ñïåöèàëüíûõ
ñïàéíîâ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ íåïðèâîäèìûõ 3-ìíîãîîáðàçèé. Ñïàéí
P ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðîâíåâûõ ãðàôîâ íåêîòîðîé
ôóíêöèè f : M → R1. Ýòà ôóíêöèÿ èíäóöèðóåò òðèâèàëüíîå ðàññëîå-
íèå ïî÷òè âñåãî M íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ýòîé ôóíêöèè íàä èíòåðâàëîì.
Ïîýòîìó êàæäûé óðîâíåâûé ãðàô ðàñïîëîæåí íà ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõ-
íîñòè S è ÿâëÿåòñÿ òðåõâàëåíòíûì ãðàôîì. Ïîä ïîñëåäíèì ïîíèìàåòñÿ
îäíîìåðíûé ïîëèýäð, ëèíê êàæäîé òî÷êè êîòîðîãî ñîñòîèò èç äâóõ èëè
òðåõ òî÷åê. Ãðàô ìîæåò áûòü íåñâÿçíûì è ñîäåðæàòü êîìïîíåíòû, ãîìåî-
ìîðôíûå îêðóæíîñòè. Òî÷êà òðåõâàëåíòíîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé,
åñëè åå ëèíê ñîñòîèò ðîâíî èç òðåõ òî÷åê.

1Èññëåäîâàíèå ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíî ïðîãðàììîé "Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè", ïðîåêò N
992742, è ÐÔÔÈ, ïðîåêò N 99-01-00813 è ïðîåêò N 99-15-96017
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèþ f ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû óðîâíåâûå
ãðàôû ïîäâåðãàëèñü òîëüêî êîíå÷íîìó ÷èñëó ïåðåñòðîåê, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ èìåëà áû îäèí èç ÷åòûðåõ òèïîâ. Îäíà èç ýòèõ òèïè÷íûõ ïåðå-
ñòðîåê íàçûâàåòñÿ ôëèï-ïðåîáðàçîâàíèåì. Åé îòâå÷àþò âåðøèíû ñïàéíà,
è òîëüêî îíè. Îáëàäàþùóþ òàêèìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèåé Ìîðñà.

Ôëèï-ïðåîáðàçîâàíèÿ óðîâíåâûõ ãðàôîâ íà ïîâåðõíîñòè èçó÷àëèñü,
íàïðèìåð, â ðàáîòå [2]. Òàì áûëî îòìå÷åíî, ÷òî êàæäîå ôëèï-ïðåîáðàçîâà-
íèå ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå, ýòî ñîîáðàæåíèå ïðèìåíÿëîñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññëîåíèé íàä îêðóæíîñòüþ. Âîçìîæ-
íî, ÷òî àíàëîãè÷íóþ èäåþ ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè
ïðîèçâîëüíîãî íåïðèâîäèìîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ äàëüíåéøåãî. Ñïàéíîì êîì-
ïàêòíîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿM íàçûâàåòñÿ òàêîé êîìïàêòíûé äâóìåðíûé ïîä-
ïîëèýäð P ⊂ M , ÷òî ìíîãîîáðàçèå M \ P ãîìåîìîðôíî ∂M × (0, 1], åñëè
∂M 6= ∅, è îòêðûòîé 3-êëåòêå, åñëè ∂M = ∅.

Ïîëèýäð P íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ëèíê êàæäîé åãî òî÷êè ãîìåî-
ìîðôåí ëèáî îêðóæíîñòè, ëèáî îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì, ëèáî îêðóæíî-
ñòè ñ òðåìÿ ðàäèóñàìè. Îáúåäèíåíèå òî÷åê, èìåþùèõ ëèíêè âòîðîãî èëè
òðåòüåãî òèïîâ, íàçûâàåòñÿ îñîáûì (ñèíãóëÿðíûì) ãðàôîì ïîëèýäðà P è
îáîçíà÷àåòñÿ SP . Òî÷êè, èìåþùèå ëèíêè òðåòüåãî òèïà, íàçûâàþòñÿ åãî
âåðøèíàìè. Ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ïîëèýäðà P îáîçíà÷àåòñÿ V (P ). Ñâÿç-
íûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà òî÷åê, èìåþùèõ ëèíêè ïåðâîãî òèïà, íàçûâà-
þòñÿ 2-êîìïîíåíòàìè. Ïðîñòîé ïîëèýäð íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì, åñëè
âñå åãî 2-êîìïîíåíòû ãîìåîìîðôíû îòêðûòûì 2-äèñêàì, è 1-êîìïîíåíòû
ãîìåîìîðôíû îòêðûòûì 1-äèñêàì. Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî èçëîæåíèÿ ìû
íàõîäèìñÿ â êóñî÷íî-ëèíåéíîé êàòåãîðèè.

2. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ìîðñà è åå ñâîéñòâà. Îïèøåì íåêî-
òîðûé íàáîð ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ âûñîòû � ïðîåêöèþ íà îñü z, è òåòðàýäð T 3 ñ âåðøè-
íàìè (1,0,-1), (-1,0,-1), (0,-1,1), (0,1,1). Êîíóñ U∆ íàä îäíîìåðíûì îñòî-
âîì ýòîãî òåòðàýäðà ñ âåðøèíîé â òî÷êå (0,0,0) ãîìåîìîðôåí ñòàíäàðòíîé
îêðåñòíîñòè âåðøèíû ïðîñòîãî ïîëèýäðà. Ïåðâàÿ èç íàøèõ ñòàíäàðòíûõ
ôóíêöèé îïðåäåëåíà íà U∆ è ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì íà U∆ ôóíêöèè
âûñîòû. Ýòó ôóíêöèþ îáîçíà÷èì f∆.

Îòðåçîê â R3, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè A è B, áóäåì îáîçíà÷àòü [A,B].
×òîáû îïèñàòü âòîðóþ ñòàíäàðòíóþ ôóêíöèþ, ðàññìîòðèì â R3 äæîéí
Ue îòðåçêà [(0,0,1),(0,0,-1)] è òðåõ òî÷åê (1,0,0), (0,1,0), (0,-1,0). Ôóíêöèÿ
fe îïðåäåëåíà íà Ue è òîæå ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì ôóíêöèè âûñîòû.

Òðåòüÿ ôóíêöèÿ fΘ îïðåäåëåíà íà äæîéíå Uθ òðåõ òî÷åê: (0, 0, 1),
(1, 0,−1), (−1, 0,−1), è îáúåäèíåíèÿ äâóõ îòðåçêîâ: [(0,−1,−1), (0, 0, 0)]∪
[(0, 0, 0), (0, 1,−1)]. Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ôóíêöèè âûñîòû.
Çàìåòèì, ÷òî Ue è UΘ ãîìåîìîðôíû îêðåñòíîñòè âíóòðåííåé òî÷êè ðåáðà
ïðîñòîãî ïîëèýäðà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âR3 òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0,-1,1), (0,1,1), (1,0,1).
Ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ fm åñòü îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè âûñîòû íà êîíóñ â
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R3 íàä ãðàíèöåé ýòîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíîé â òî÷êå (0,0,0). Ýòîò êî-
íóñ îáîçíà÷èì Um. Êîíóñ ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò íàä ãðàíèöåé
òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè (0,-1,1), (0,1,1), (0,0,-1) îáîçíà÷èì Ud. Ôóíêöèÿ
fd åñòü îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè âûñîòû íà êîíóñ Ud.

×òîáû îïèñàòü ïîñëåäíþþ ôóíêöèþ fs, ðàññìîòðèì â R3 ëîìàíóþ, ñî-
ñòàâëåííóþ èç ÷åòûðåõ îòðåçêîâ [(0,−1, 1), (1, 0,−1)]∪ [(1, 0,−1), (0, 1, 1)]∪
[(0, 1, 1), (−1, 0,−1)] ∪[(−1, 0,−1), (0,−1, 1)]. Ôóíêöèÿ fs åñòü îãðàíè÷åíèå
ôóíêöèè âûñîòû íà êîíóñ Us ñ âåðøèíîé (0,0,0) íàä ýòîé ëîìàíîé. Ïîä-
ìíîæåñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà U∆, UΘ, Ue, Um, Ud, Us íàçûâàþòñÿ
ìîäåëüíûìè îêðåñòíîñòÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f íà ïðîñòîì ïîëèýäðå P íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé Ìîðñà, åñëè îíà â êàæäîé òî÷êå ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç
ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé f∆, fe, fΘ, fm, fd, fs.

Çàìå÷àíèå 1. Ëîêàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü â òî÷êå v ∈ P ñòàíäàðòíîé
ôóíêöèè f ′ (ãäå f ′ � îäíà èç ôóíêöèé f∆, fe, fΘ, fm, fd, fs,) ïîíèìàåò-
ñÿ â ñìûñëå ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà ϕ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V
òî÷êè v íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ìîäåëüíóþ îêðåñòíîñòü V ′, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ ëèáî f ′ ◦ ϕ = f − f(v), ëèáî f ′ ◦ ϕ = f(v)− f .

Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Òî÷êà x ∈ P íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé äëÿ ôóíêöèè f , åñ-
ëè íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ýòîé òî÷êè, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåî-
ìîðôèçì ϕ îêðåñòíîñòè U íà ïðîèçâåäåíèå V (x)×Iε, ãäå V (x) � íåêîòî-
ðàÿ îêðåñòíîñòü x â f−1(a), a = f(x), è Iε � èíòåðâàë (f(x)−ε, f(x)+ε),
ïðè÷åì f = p◦ϕ, ãäå p � ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü ïðÿìîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êà x ∈ P íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ ôóíêöèè f ,
åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äëÿ f .

Îáðàç êðèòè÷åñêîé òî÷êè íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì. Ïóñòü
f � ôóíêöèÿ Ìîðñà. ßñíî, ÷òî åñëè f ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíà â òî÷êå
x ôóíêöèè fd èëè fe, òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé, à â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé. Îòìåòèì, ÷òî åñëè τ � òðèàíãóëÿöèÿ
ïîëèýäðà P , â êîòîðîé f ëèíåéíà, è x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà êàêîãî-íèáóäü
ñèìïëåêñà, òî x � ïðàâèëüíàÿ. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Ìîðñà èìååò òîëüêî
êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, à ñëåäîâàòåëüíî, è êðèòè÷åñêèõ çíà-
÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ Ìîðñà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè åå çíà÷å-
íèÿ â ðàçëè÷íûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ðàçëè÷íû.

Èç êóñî÷íîé ëèíåéíîñòè ñëåäóåò, ÷òî âñå ìíîæåñòâà óðîâíÿ f , êðîìå
êîíå÷íîãî ÷èñëà, � òðåõâàëåíòíûå ãðàôû. Áóäåì íàçûâàòü èõ óðîâíåâû-
ìè ãðàôàìè. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ óðîâíåâûå ãðà-
ôû ôóíêöèè f ïîäâåðãàþòñÿ ïåðåñòðîéêàì. Íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ óðîâíåâûå ãðàôû
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Ðèñ. 1: Ñèñòåìà ïðåîáðàçîâàíèé A

ôóíêöèè Ìîðñà ïîäâåðãàþòñÿ òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèÿì ñëåäóþùèõ ÷åòû-
ðåõ òèïîâ (ñì. ðèñ. 1). Êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîèò èç äâóõ ïåðåõîäîâ,
ïðè êàæäîì ïåðåõîäå íåêîòîðûé ôðàãìåíò ãðàôà çàìåíÿåòñÿ íà äðóãîé
ôðàãìåíò ñ òåì æå êðàåì: 1) ðîæäåíèå òî÷êè ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé åå
îêðóæíîñòüþ; 2) äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ äóãè AB è CD çàìåíÿþòñÿ íà
êðåñò, à ïîñëåäíèé çàìåíÿåòñÿ äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äóãàìè AC è
BD (ñåäëîâîå ïðåîáðàçîâàíèå); 3) èç ðåáðà óðîâíåâîãî ãðàôà âûðåçàåò-
ñÿ ôðàãìåíò, âìåñòî íåãî âêëåèâàþòñÿ äâà ðåáðà ñ òåìè æå êîíöàìè; 4)
îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ äóã AB è CD ñ îòðåçêîì XY , ñîåäèíÿþ-
ùèì èõ ñåðåäèíû, çàìåíÿåòñÿ íà êðåñò, à îí â ñâîþ î÷åðåäü, çàìåíÿåòñÿ íà
îáúåäèíåíèå äóã AC è BD, ñ îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì èõ ñåðåäèíû X, Y
(ôëèï-ïðåîáðàçîâàíèå). Âíå çàìåíÿåìûõ ôðàãìåíòîâ ãðàô íå ìåíÿåòñÿ.

Çàìå÷àíèå 2. Âåðíî è îáðàòíîå: êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f íà ïðî-
ñòîì ïîëèýäðå, óðîâíåâûå ãðàôû êîòîðîé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ ïîäâåðãàþòñÿ òîëüêî óïîìÿíóòûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé Ìîðñà.

Åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ôóíêöèÿ f ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè fm, òî
òî÷êà x íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà, åñëè f ýêâèâàëåíò-
íà fs, òî � ñåäëîâîé òî÷êîé, à åñëè f ýêâèâàëåíòíà fΘ � ýêñòðåìóìîì
ðåáðà. Ôóíêöèÿ f ýêâèâàëåíòíà f∆ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïîëèýäðà.

Îñíîâàíèåì äëÿ ïðåäëîæåííîãî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ìîðñà ñëóæèò
òîò ôàêò, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò íà ëþáîì ïðîñòîì ïîëèýäðå (ñì.
ñëåäñòâèå 2).

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâàìè ïðîñòîãî ïîëèýäðà è
êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè èìåþùåéñÿ íà íåì ôóíêöèè Ìîðñà. Äîêàçûâàåìàÿ
äàëåå òåîðåìà 1 äàåò êðèòåðèé ñïåöèàëüíîñòè ïîëèýäðà â òåðìèíàõ ÷èñëà
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê òàêîé ôóíêöèè.

Ïóñòü f : P → R1 � ôóíêöèÿ Ìîðñà. Ïîëîæèì H(f) � ÷èñëî ñåäëîâûõ
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f , E(f) � ÷èñëî ýêñòðåìóìîâ ðåáåð f , M(f)
� ÷èñëî òî÷åê òèïà ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì. V (f) = V (P ) � ÷èñëî âåðøèí
ïîëèýäðà P , êîòîðûå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè f .

Åñëè P � ïðîñòîé ïîëèýäð, òî ÷åðåç g(P ) îáîçíà÷èì ÷èñëî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè P \ SP .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ìîðñà f : P → R1 çàäàíà íà ñâÿçíîì ïðî-
ñòîì ïîëèýäðå P , èìåþùåì õîòÿ áû îäíó âåðøèíó. Ïîëèýäð P ÿâëÿåòñÿ
ñïåöèàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëî-
âèå:
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1
2E(f) + M(f)−H(f) = g(P )− V (P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî f � ïðàâèëüíàÿ ôóíê-
öèÿ Ìîðñà. Ïóñòü c(f) = {c1, . . . , cn} � ìíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ çíà-
÷åíèé ôóíêöèè f , v(f) = {v1, . . . , vn} � ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê, f(vi) = ci.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P 0 ðåçóëüòàò ðàçðåçàíèÿ ïîëèýäðà P ïî åãî îñîáîìó
ãðàôó SP . Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëèýäð P , èìåþùèé õîòÿ áû îäíó âåðøèíó,
ñïåöèàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P 0 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äèñêîâ.
Â îáùåì ñëó÷àå, P 0 � îáúåäèíåíèå êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé. ×èñëî ýòèõ
ïîâåðõíîñòåé ðàâíî g(P ). Çàìåòèì, ÷òî åñëè P ñâÿçåí, òî êàæäàÿ èç ýòèõ
ïîâåðõíîñòåé èìååò êðàé.

Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü c êðàåì ÿâëÿåòñÿ äèñêîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åå ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà 1, è ëþáàÿ äðóãàÿ ïîâåðõíîñòü
ñ êðàåì èìååò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì 1, òî P 0 ÿâ-
ëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äèñêîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà χ(P 0) = g(P ),
χ îáîçíà÷àåò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó. Ïîýòîìó â äåéñòâèòåëüíîñòè íàì
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî V (P ) + 1

2E(f) + M(f)−H(f) = χ(P 0).
Èìååòñÿ âêëþ÷åíèå ïîâåðõíîñòè P 0 â ïîëèýäð P . Ñóïåðïîçèöèÿ ýòîãî

îòîáðàæåíèÿ è ôóíêöèè f çàäàåò ôóíêöèþ f ′ íà P 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
f(P ) = [0, 1]. Òîãäà è f ′(P 0) = [0, 1]. Åñëè a � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç
îòðåçêà [0, 1], òî ïîëîæèì Pa = f−1([0, a]), (P 0)a = f ′−1([0, a]). Çàìåòèì,
÷òî åñëè ci < a, b < ci+1, òî χ((P 0)a) = χ((P 0)b).

Ïóñòü a1,...,an−1 � òàêèå ÷èñëà, ÷òî 0 < a1 < c2 < ... < ci < ai <
ci+1... < cn−1 < an−1 < 1. Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó χ((P 0)ai) è χ((P 0)ai+1).

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè vi � òî÷êà ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà, òî
χ((P 0)ai+1) = χ((P 0)ai) + 1; åñëè vi � ñåäëîâàÿ òî÷êà, òî χ((P 0)ai+1) =
χ((P 0)ai) − 1; åñëè vi � òî÷êà ðåáåðíîãî ìèíèìóìà, òî χ((P 0)ai+1) =
χ((P 0)ai) + 2; åñëè vi � òî÷êà ðåáåðíîãî ìàêñèìóìà, òî χ((P 0)ai+1) =
χ((P 0)ai)−1; è åñëè vi � âåðøèíà ïîëèýäðà, òî χ((P 0)ai+1) = χ((P 0)ai)+1.
Ýòè ðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ëåãêî óñìàòðèâàåìûõ ôàêòîâ.
Åñëè vi � òî÷êà ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà, òî (P 0)ai+1 èìååò ãîìîòîïè-
÷åñêèé òèï êîìïëåêñà (P 0)ai ñ äîáàâëåííîé ñîîòâåòñòâåííî 0-ìåðíîé èëè
2-ìåðíîé êëåòêîé. Åñëè vi � ñåäëîâàÿ òî÷êà, òî òî (P 0)ai+1 èìååò ãîìî-
òîïè÷åñêèé òèï êîìïëåêñà (P 0)ai ñ äîáàâëåííîé 1-ìåðíîé êëåòêîé. Åñëè
vi � òî÷êà ðåáåðíîãî ìèíèìóìà, òî (P 0)ai+1 èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï
êîìïëåêñà (P 0)ai ñ äâóìÿ äîáàâëåííûìè 0-ìåðíûìè êëåòêàìè, à åñëè vi

� òî÷êà ðåáåðíîãî ìàêñèìóìà, òî (P 0)ai+1 èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï êîì-
ïëåêñà (P 0)ai ñ äîáàâëåííîé 1-ìåðíîé êëåòêîé. Íàêîíåö, åñëè vi � âåðøèíà
ïîëèýäðà, òî (P 0)ai+1 èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï êîìïëåêñà (P 0)ai ñ äîáàâ-
ëåííîé 0-ìåðíîé êëåòêîé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî χ(P 0) = 2Emin(f)−Emax(f)+M(f)−
H(f)+V (P ). ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ òðåáóåìîé, çà-
ìåòèì, ÷òî ÷èñëî ðåáåðíûõ ìàêñèìóìîâ ôóíêöèè f ðàâíî ÷èñëó ðåáåðíûõ
ìèíèìóìîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f � ôóíêöèÿ Ìîðñà, òî 1 − f � òîæå
ôóíêöèÿ Ìîðñà. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, M(f) = M(1− f), H(f) = H(1− f),
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V (f) = V (1− f) è E(f) = E(1− f). Ïðè÷åì ÷èñëî ðåáåðíûõ ìàêñèìóìîâ
ôóíêöèè f ðàâíî ÷èñëó ðåáåðíûõ ìèíèìóìîâ ôóíêöèè 1− f , è íàîáîðîò.
Íî ÷èñëî χ(P 0) íå çàâèñèò îò òîãî, áóäåì ëè ìû åãî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè f èëè 1 − f . Ïîýòîìó ÷èñëî ðåáåðíûõ ìàêñèìóìîâ ôóíêöèè f
ðàâíî ÷èñëó ðåáåðíûõ ìèíèìóìîâ ôóíêöèè f .

Â ñèëó èçîëèðîâàííîñòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè Ìîðñà, àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò è äëÿ ïðîèçâîëüíîé (ò.å. íå îáÿçàòåëüíî
ïðàâèëüíîé) ôóíêöèè Ìîðñà. Ïîýòîìó òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì áóäåò ïîëåçíî åùå îäíî ñâîéñòâî ôóíêöèé Ìîð-
ñà. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà ïðîñòîì ïîëèýäðå P , íåïîñòîÿííàÿ íè íà êàêîì
(êðîìå, êîíå÷íî, íóëüìåðíûõ) ñèìïëåêñå íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèþ f áóäåì íàçûâàòü h-ôóíêöèåé íà P , åñëè äëÿ
âñÿêîé òî÷êè v ∈ P ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòü U = U(v) òî÷êè v
â P è âëîæåíèå ϕv : U → R3, ϕv = (ϕx, ϕy, ϕz), ÷òî ϕz = f .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè v ∈ P îïðåäåëèì ñòåïåíü deg v òî÷êè v êàê âà-
ëåíòíîñòü òî÷êè v â ãðàôå f−1(f(v)). Äðãóèìè ñëîâàìè, ñòåïåíü òî÷êè v
åñòü ÷èñëî òî÷åê â ïåðåñå÷åíèè ëèíêà lk(v) ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ z = f(v).
Èç òîãî, ÷òî f íåïîñòîÿííà íè íà êàêîì ñèìïëåêñå, ñëåäóåò, ÷òî ýòî ÷èñëî
íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ ïëîñêîñòüþ z = f(v) ± ν ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ν (ñêàæåì, ò.÷. ν < |f(v) − f(w)| äëÿ âñÿêîé âåðøèíû w, ñìåæíîé
ñ v). Ïî ëþáîìó òàêîìó ν îïðåäåëèì Γ± = St(v) ∩ {z = f(v) + ν

2}

Ëåììà 1. h-Ôóíêöèÿ f íà ïðîñòîì ïîëèýäðå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

1) åñëè v ∈ V (P ), òî deg v = 4;

2) åñëè v ∈ SP \ V (P ), òî deg v = 2, 3;

3) åñëè v ∈ P \ SP , òî deg v = 0, 2, 4.

Ïðè ýòîì â ñëó÷àå 1) ôóíêöèÿ f ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè f∆, â
ñëó÷àå 2) � ôóíêöèÿì fΘ è fe ñîîòâåòñòâåííî, è â ñëó÷àå 3) � ôóíêöèÿì
fm, fd è fs.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå óñëîâèé 1)-3) äëÿ ôóíêöèé Ìîðñà î÷åâèä-
íî. Ïóñòü h-ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2,
f áóäåò ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè åå óðîâíåâûé ãðàô â îêðåñòíîñòè êàæ-
äîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïîäâåðãàåòñÿ òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèÿì ñèñòåìû A.
Ïóñòü v ∈ P . Ïî îïðåäåëåíèþ h-ôóíêöèè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè v f åñòü ïðîåêöèÿ íà z-êîîðäèíàòó íà ïîëèýäðå, ëåæàùåì â
R3. Ïóñòü ν êàê è âûøå. Ïðè ëþáîì 0 < ε < ν ñå÷åíèÿ çâåçäû St(v) òî÷êè
v ïëîñêîñòÿìè {z = f(v) + ε} (ïëîñêîñòÿìè {z = f(v) − ε}) îäèíàêîâû.
Ïîýòîìó íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíóñà ñ âåðøèíîé v íàä
lk(v) ñ ïëîñêîñòÿìè z = a, a ∈ (f(v)−ν, f(v)+ν), ëèáî ïîäâåðãàåòñÿ îäíîé
èç äîïóñòèìûõ ïåðåñòðîåê, ëèáî ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì èëè òðèîäîì.
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Â ñàìîì äåëå, Γ± = St(v) ∩ {z = f(v) + ν
2} åñòü òðåõâàëåíòíûé ãðàô

ñ deg v ñâîáîäíûìè âåðøèíàìè. Ñóììàðíîå ÷èñëî âåðøèí âàëåíòíîñòè 3
ãðàôîâ Γ+ è Γ− ðàâíî ÷èñëó âåðøèí ãðàôà lk(v). Åñëè ÷èñëî V (Γ+) òàêèõ
âåðøèí ãðàôà Γ+ íå÷åòíî, òî è deg v íå÷åòíà, è íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì,
èç êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè v ∈ P \ V (P ), òî åå
ñòåïåíü è òèï îêðåñòíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïåðåñòðîéêó ñå÷åíèé
Γ±. Ïîýòîìó åñëè v ∈ P \ SP è deg 2, èëè v ∈ SP \ V (P ) è deg v = 3,
òî ñå÷åíèÿ Γ± ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè èëè, ñîîòâåòñòâåííî, òðèîäàìè, à â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãðàôû Γ− è Γ+ ñîâïàäàþò ñ íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì
ôðàãìåíòàìè ïåðâûõ òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû A.

Åñëè v ∈ V (P ), òî èç òàêèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî deg v = 4 âëå-
÷åò äâà (ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè) ñëó÷àÿ: êîãäà V (Γ+) = 4 è êîãäà
V (Γ+) = 2. Îäíàêî òîëüêî îäèí èç ýòèõ ñëó÷àåâ (à èìåííî âòîðîé) ìîæíî
ðåàëèçîâàòü â R3. Òåì ñàìûì âñå äîêàçàíî.

Íèæåñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f � òàêàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîñòîì ïîëèýäðå P , ÷òî
f íåïîñòîÿííà íè íà êàêîì (êðîìå íóëüìåðíûõ) ñèìïëåêñå íåêîòîðîé
òðèàíãóëÿöèè, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1)-3) ëåììû 1, è äëÿ âñÿêîé v ∈
V (P ) V (Γ+) = V (Γ−) = 2. Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà.

3. Ïðåäñòàâëåíèå ñïåöèàëüíûõ ñïàéíîâ ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü
M - çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå. Âûáåðåì êàêîå-íèáóäü åãî
ðàçáèåíèå Õåãîðà ìèíèìàëüíîãî ðîäà: M = H1 ∪ H2, è òðèàíãóëÿöèþ
M , â êîòîðîé H1, H2 � ïîäêîìïëåêñû. Ïóñòü Γ1 è Γ2 - îñåâûå ãðàôû
ïîëíûõ êðåíäåëåé H1 è H2, è S = H1 ∩ H2 - ïîâåðõíîñòü Õåãîðà. Òî-
ãäà M \ (Γ1 ∪ Γ2) ∼= S × (0, 1). Òåì ñàìûì íà M îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ
H : M → [0, 1], êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Õåãîðà. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðîåêöèÿ M \ (Γ1 ∪ Γ2) ∼= S × (0, 1) íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ äîïîëíÿåòñÿ äî ôóíêöèè íà âñåì ìíîãîîáðàçèè, åñëè ïîëî-
æèòü ýòó ôóíêöèþ ðàâíîé 0 íà îäíîì îñåâîì ãðàôå è 1 íà äðóãîì. Èç-
ìåíÿÿ ïðåäñòàâëåíèå M \ (Γ1 ∪ Γ2) ∼= S × (0, 1), ìîæíî ëåãêî äîáèòüñÿ,
÷òîáû îíà áûëà ëèíåéíîé íà êàæäîì ñèìïëåêñå íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè
ìíîãîîáðàçèÿ M .

Ôèêñèðîâàííàÿ ñòðóêòóðà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîçâîëÿåò îòîæäå-
ñòâèòü âñå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè Õåãîðà � ïðîîáðàçû òî÷åê èç
èíòåðâàëà (0,1) � ñ îäíîé ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ, íàïðèìåð, ñ S.

Ïóñòü P � ïðîñòîé ïîäïîëèýäð ìíîãîîáðàçèÿ M . Äëÿ âñåõ åãî âëîæå-
íèé â ìíîãîîáðàçèå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî âëîæåíèå íàõîäèòñÿ â îáùåì
ïîëîæåíèè ïî îòíîøåíèþ ê ãðàôàì Γ1 è Γ2. Òðèàíãóëÿöèþ ìíîãîîáðàçèÿ
M , íà êîòîðîé ôóíêöèÿ H ëèíåéíà, áóäåì íàçûâàòü õîðîøåé, åñëè îíà
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(a) çâåçäû èñòèííûõ âåðøèí ïîëèýäðà P ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ;

(b) îòêðûòûå çâåçäû ðåáåð òðèàíãóëÿöèè, ñîäåðæàùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ
èñòèííûõ ðåáðàõ ïîëèýäðà, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ;
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(c) H íåïîñòîÿííà íè íà êàêîì (êðîìå íóëüìåðíûõ) ñèìïëåêñå òðèàíãó-
ëÿöèè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñÿêóþ òðèàíãóëÿöèþ ìîæíî ñäåëàòü õîðîøåé ñ ïî-
ìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ìàëûõ ëîêàëüíûõ èçîòîïèé ïîëèýäðà è âûáîðà
äîñòàòî÷íî ìåëêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò òàêîå âëîæåíèå ïðîñòîãî ïîëèýäðà P â M , ÷òî
îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè H íà P åñòü ïðàâèëüíàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà íà P .

Äîêàçàòåëüñòâî. (A) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå âëîæåíèå ïîëèýäðà P â
ìíîãîîáðàçèå M . Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ïîñòðîèì
òàêóþ èçîòîïèþ ïîäïîëèýäðà P ïî ìíîãîîáðàçèþ M , ÷òî êîíå÷íûé îáðàç
ïîëèýäðà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ëåììû 1. Ïîñêîëüêó H, î÷åâèäíî,
ÿâëÿåòñÿ h-ôóíêöèåé, äîñòàòî÷íî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé 1)-3).

Î÷åâèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ H ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå çíà-
÷åíèÿ íà âñåõ èñòèííûõ âåðøèíàõ ïîëèýäðà P . Âûáåðåì õîðîøóþ òðèàíãó-
ëÿöèþ τ ïàðû (M,P ). ×åðåç τP îáîçíà÷èì èíäóöèðîâàííóþ òðèàíãóëÿöèþ
ïîëèýäðà.

(B) Â ñèëó ñâîéñòâà (c) òðèàíãóëÿöèè τ ñòåïåíü êàæäîé òî÷êè îïðåäå-
ëåíà. Ñòåïåíü ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè ñèìïëåêñà ðàâíà äâóì èëè òðåì,
è â åå îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ H|P ýêâèâàëåíòíà ñîîòâåòñòâåííî fd èëè fe.
Ðàññìîòðèì âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè.

Íàçîâåì âåðøèíó v ïëîõîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ
óñëîâèé:

v ∈ P \ SP , è deg v > 4;

v ∈ SP \ V (P ), è deg v 6= 2, 3.

Èíûìè ñëîâàìè, v íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1.
Äàëüíåéøàÿ ñòðàòåãèÿ äåéñòâèé áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òîáû óñòðàíèòü

ïëîõèå òî÷êè. Äëÿ ýòîãî íóæíî óìåòü ìåíÿòü ñòåïåíü âåðøèíû.

Ëåììà 2. Ïóñòü ñòåïåíü âåðøèíû deg v ≥ 4, è v íå ÿâëÿåòñÿ èñòèí-
íîé âåðøèíîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò èçîòîïèÿ ïîëèýäðà P , íåïîäâèæíàÿ íà
SP , êîòîðàÿ óìåíüøàåò ñòåïåíü âåðøèíû v íà 2, ïðè÷åì ïîñëå ýòîé
èçîòîïèè íå âîçíèêàåò íîâûõ ïëîõèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê v � íå èñòèííàÿ âåðøèíà è åå ñòåïåíü íå ìå-
íåå 4, òî îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà lk(v, τP ) \ H−1(H(v))
� ïðîñòàÿ äóãà γ, ïðè÷åì òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò äèñê D ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè: D ∩ P = γ ⊂ ∂D, è l = (∂D \ γ) ⊂ H−1(H(v)). Äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî H(γ) > H(v). Ïóñòü N(l) � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ
ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü äóãè l. Âûáåðåì òàêóþ òî÷êó x, ÷òî H(x) < H(v),
dist(x, v) < dist(w, v) (ãäå dist(x, y) � êàêàÿ-íèáóäü ìåòðèêà íà M) äëÿ ëþ-
áîé âåðøèíû w òðèàíãóëÿöèè, ñìåæíîé ñ v, è x ëåæèò â êîíóñå ñ âåðøèíîé
v íàä äèñêîì N(l). Âîçüìåì ìèíèìàëüíûé îäíîìåðíûé ïîäêîìïëåêñ, ñî-
äåðæàùèé γ, óäàëèì èç P åãî ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü è äîáàâèì êîíóñ íàä
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êðàåì ýòîé ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ñ âåðøèíîé â òî÷êå x. Òàê êàê òî÷êà
x äîñòàòî÷íî áëèçêà ê v, òî äîáàâëÿåìûé êîíóñ íå ïåðåñå÷åò îñòàâøóþñÿ
÷àñòü ïîëèýäðà P (ò.å. ïîëó÷èòñÿ âëîæåííûé ïîëèýäð), è íîâàÿ âåðøèíà
x áóäåò èìåòü ñòåïåíü 4. Ñòåïåíü âåðøèíû v ïðè ýòîì óìåíüøèòñÿ íà 2.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñòåïåíè âñåõ îñòàëüíûõ òî÷åê íå èçìåíÿòñÿ.

(Ñ) Ïóñòü v � èñòèííàÿ âåðøèíà ïîëèýäðà P . Ðàññìîòðèì åå çâåç-
äó S = St(v, τ). Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ïàðû (T 3, E) íà
ïàðó (S, St(v, τP )). Âûáåðåì âëîæåíèå ϕ′ ïàðû (T 3, E) â S \ P cî ñâîé-
ñòâîì H ◦ ϕ′ = f∆. Îáà âëîæåíèÿ øàðà T 3 â ìíîãîîáðàçèå M ìîæíî ñ÷è-
òàòü ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ. Ïîýòîìó îíè èçîòîïíû. Ýòà èçîòîïèÿ
ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîòîïèè âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñòîÿííîé âíå íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè v. Â ÷àñòíîñòè, ýòó îêðåñòíîñòü ìîæíî âûáðàòü íå ñî-
äåðæàùåé äðóãèõ âåðøèí ïîëèýäðà P . Ïîñòðîèâ òàêóþ èçîòîïèþ äëÿ âñåõ
âåðøèí, äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ H â îêðåñòíîñòè êàæäîé âåðøèíû
áûëà ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè f∆. Íîâóþ òðèàíãóëÿöèþ îáîçíà÷èì τ1.

(D) Ïóñòü v ∈ SP \ V (P ) � âåðøèíà τ1. Åñëè v ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé, òî
âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ: ëèáî deg v ≥ 4, ëèáî deg v = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì
ïðèìåíÿòü ëåììó 2 äî òåõ ïîð, ïîêà òî÷êà íå ñòàíåò õîðîøåé. Åñëè deg v =
0, òî v � òî÷êà ðåáåðíîãî ýêñòðåìóìà, è v ìîæíî ñäåëàòü õîðîøåé çà ñ÷åò
ïîÿâëåíèÿ îäíîé íîâîé òî÷êè ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà íà 2-êîìïîíåíòå.
Ïðè âñåõ òàêèõ îïåðàöèÿõ íîâûõ ïëîõèõ òî÷åê íå âîçíèêíåò.

Ïóñòü v ∈ P \ SP � âåðøèíà τ1. Åñëè v ∈ H−1(0) ∪ H−1(1), òî îíà
èìååò ñòåïåíü 0 è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé. Ïóñòü òåïåðü H(v) ∈ (0, 1).
Åñëè v � ïëîõàÿ, òî deg v ≥ 6. Áóäåì ïðèìåíÿòü ê íåé ëåììó 2, äî òåõ ïîð
ïîêà òî÷êà íå ñòàíåò õîðîøåé, è òàê äàëåå äëÿ âñåõ ïëîõèõ òî÷åê. Êàê óæå
îòìå÷àëîñü â ïóíêòå (B), ïðè êàæäîé òàêîé îïåðàöèè ñòåïåíü âåðøèíû,
â îêðåñòíîñòè êîòîðîé îíà ïðèìåíÿåòñÿ, óìåíüøàåòñÿ, ñòåïåíè îñòàëüíûõ
âåðøèí íå ìåíÿþòñÿ, è ÷èñëî ïëîõèõ òî÷åê íå óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîýòîìó
ïðîöåññ îáîðâåòñÿ, êîãäà âñå òî÷êè ñòàíóò õîðîøèìè.

(E) Âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñòðîéêà, ïðîèñõîäÿùàÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç îä-
íî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ìàëûõ ïåðåñòðî-
åê, ïðîèñõîäÿùèõ â ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòÿõ. Òàê, ïîñëå
âûïîëíåíèÿ äåéñòâèé ïóíêòîâ (C), (D) ëþáàÿ ïåðåñòðîéêà óðîâíåâîãî ãðà-
ôà ôóíêöèè H|P áóäåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ äîïóñòèìûõ. Òîãäà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè óðîâíåâûõ ãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç
ïðåäûäóùåãî íåñêîëüêèìè îñîáûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ìîæíî åñòåñòâåí-
íî ñîïîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ê êîòîðîé äîáàâëåíû âñå "ïðîìåæó-
òî÷íûå"ãðàôû. Ýòà ïîñëåäíÿÿ è ïîêàçûâàåò íàì, êàê èçìåíèòü ôóíêöèþ
H, òàê ÷òîáû ïðîîáðàç êàæäîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñîäåðæàë òîëüêî
îäíó êðèòè÷åñêóþ òî÷êó. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 2. Íà ëþáîì ïðîñòîì ïîëèýäðå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ìîðñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî íà ïðîñòîì ïîëèýäðå P ñó-
ùåñòâóåò ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 1. Ìîæíî âñåãäà
âûáðàòü òàêîå âëîæåíèå ïîëèýäðà P â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R5, ÷òî
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ïðîåêöèÿ íà îäíó èç êîîðäèíàò áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ïåðâîìó è òðåòüå-
ìó óñëîâèÿì ýòîãî ñëåäñòâèÿ. Òîãäà îñòàíåòñÿ òîëüêî èñïðàâèòü ñòåïåíè
âåðøèí òðèàíãóëÿöèè. Ýòî ìîäíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ (ïðàêòè÷åñêè äî-
ñëîâíîãî) àíàëîãà ëåììû 2 è ïîâòîðåíèÿ ðàññóæäåíèé ïóíêòîâ (C), (D)
ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ìíîãîîáðàçèþ M è åãî ïðîñòîìó ñïàéíó P . Ïóñòü
a1,...,an−1 � òàêèå ÷èñëà, ÷òî 0 < a1 < c2 < ... < cn−1 < an−1 < 1. Ïðî-
îáðàçîì êàæäîé òî÷êè ai ÿâëÿåòñÿ ïàðà (S, Gi), Gi = H|−1

P (ai) � òðåõâà-
ëåíòíûé ãðàô. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (S, G1),...,(S, Gn−1) îáëàäàåò ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Ãðàôû G1, Gn−1 ÿâëÿþòñÿ íàáîðàìè îêðóæíîñòåé, ïðè÷åì êàæäàÿ
èç ïàð (S, G1), (S, Gn−1) ñîäåðæèò ñèñòåìó ìåðèäèàíîâ ïîâåðõíîñòè
S.

(2) Ïàðà (S, Gi) ïîëó÷àåòñÿ èç ïàðû (S, Gi−1) ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç ïðå-
îáðàçîâàíèé ñèñòåìû A, âûïîëíÿåìîãî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè êàæ-
äîì ïåðåõîäå ïîëó÷åííûé ãðàô îñòàåòñÿ âëîæåííûì, è âíå çàìåíÿå-
ìîãî ôðàãìåíòà âëîæåíèå íå ìåíÿåòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå (2) âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ïðàâèëüíîé ôóíê-
öèè Ìîðñà, à óñëîâèå (1) ñëåäóåò èç îáùåãî ïîëîæåíèÿ è òîãî, ÷òî äîïîëíå-
íèå ê ñïàéíó â ìíîãîîáðàçèè åñòü øàð è ìîæåò ïîýòîìó ñîäåðæàòü òîëüêî
òðèâèàëüíûå â ìíîãîîáðàçèè êðèâûå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü S � íåêîòîðàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü íå-
íóëåâîãî ðîäà, G1,...,Gn−1 � òðåõâàëåíòíûå ãðàôû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïàð (S, G1), (S, G2), ..., (S, Gn−1), ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
òîïèè, íàçûâàåòñÿ ìóëüòôèëüìîì, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1),
(2), ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü Γ = {(S, G1), ..., (S, Gn−1)} � ìóëüòôèëüì, M
� çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå, P � ïðîñòîé ïîäïîëèýäð
M . Ïàðà (M,P ) íàçûâàåòñÿ ñëåäîì ìóëüòôèëüìà Γ, åñëè ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ Õåãîðà f : M → R1, êîòîðîé îòâå÷àåò ìóëüòôèëüì Γ.

Èíîãäà, åñëè ýòî íå ïðèâåäåò ê íåòî÷íîñòè, ñëåäîì ìóëüòôèëüìà áóäåì
íàçûâàòü òîëüêî ïîëèýäð P .

Â ñèëó ñâîéñòâ (1) è (2), ñëåä îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ìóëüò-
ôèëüìó. Ïðè ýòîì èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ïàðà (çàìêíóòîå
îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå,ñïåöèàëüíûé ñïàéí) ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì êàêîãî-
íèáóäü ìóëüòôèëüìà. Îäíàêî îáðàòíîå íåâåðíî: ìóëüòôèëüì ìîæåò çàäà-
âàòü ìíîãîîáðàçèå âìåñòå ñ åãî ïðîèçâîëüíûì ïðîñòûì ïîäïîëèýäðîì.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìóëüòôèëüì íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè åãî ñëåä
åñòü ïàðà: ìíîãîîáðàçèå è åãî ñïåöèàëüíûé ñïàéí.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîìó ìóëüòôèëüìó
íà ïîâåðõíîñòè Õåãîðà çàìêíóòîãî îðèåíòèðóåìîãî íåïðèâîäèìîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè îí äîïóñòèìûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåä äàííîãî ìóëüòôèëüìà Γ = {(S, G1), ..., (S, Gn)} îáî-
çíà÷èì (M,P ). ×åðåç f̃ îáîçíà÷èì êàêóþ-íèáóäü (âñå ðàâíî êàêóþ) ìîð-
ñîâñêóþ ôóíêöèþ, èíäóöèðóþùóþ äàííûé ìóëüòôèëüì. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ìóëüòôèëüì äîïóñòèìûì, íóæíî îò-
âåòèòü íà äâà âîïðîñà. Ïåðâûé, ÿâëÿåòñÿ ëè P ñïåöèàëüíûì ïîëèýäðîì.
Âòîðîé, ÿâëÿåòñÿ ëè îí ñïàéíîì ìíîãîîáðàçèÿ M .

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ øàãîâ.
Øàã 1 � ïðîâåðêà ñâÿçíîñòè P . Ìóëüòôèëüìó Γ ñîïîñòàâèì

ãðàô T (Γ). Åãî âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè âñåõ ãðàôîâ
G1,...,Gn. Âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè îòâå÷àþùèå èì êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ñâÿçàíû îñîáûì ïðåîáðàçîâàíèåì èëè åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿ-
þòñÿ êàê ïîäãðàôû Gi, Gi+1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñâÿçíîñòü T (Γ) ýêâèâà-
ëåíòíà ñâÿçíîñòè P . Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïîñêîëüêó M ñâÿçíî, íåñâÿçíûé
ïîëèýäð íå ìîæåò áûòü åãî ñïàéíîì.

Øàã 2 � ïîäñ÷åò ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòè
P \SP . Ïðèìåíèì àíàëîãè÷íûé ïðèåì, òîëüêî òåïåðü çà âåðøèíû âîçüìåì
âñåâîçìîæíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Gi\V (Gi), ò.å. ìíîæåñòâî
âñåõ ðåáåð è âñåõ îêðóæíîñòåé â Gi. Äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè
îíè ñâÿçàíû ñåäëîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì, èëè åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðà
åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿþòñÿ. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ýòîãî ãðàôà è
áóäåò ÷èñëîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòè P \ SP .

Øàã 3 � ïðîâåðêà ñïåöèàëüíîñòè P . Ýòîò øàã çàêëþ÷àåòñÿ â
ïðîâåðêå óñëîâèé òåîðåìû 1 äëÿ ôóíêöèè f̃ .

Øàã 4 � ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè êðàé ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè
ïîëèýäðà P â M ñôåðîé. Çàìåòèì, óñëîâèå ∂N(P ) = S2 ýêâèâàëåíòíî
ðàâåíñòâó χ(P ) = 1.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî χ(P ) = M(f̃) + 1/2E(f̃)−H(f̃). Â ñàìîì äåëå, äëÿ
âñÿêîãî a ∈ [0, 1] îáîçíà÷èì Pa = f̃−1([0, a]) è ïîñìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ
χ(Pa) ïðè ïåðåõîäå a ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Ïóñòü ci−1, ci, ci+1 � òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ f̃ ,
vi � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, ci−1 < a < ci < b < ci+1. Èñ-
êîìîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùèõ çàìå÷àíèé. Åñëè vi � òî÷êà
ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà, òî Pb èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï êîìïëåêñà Pa

ñ äîáàâëåííîé ñîîòâåòñòâåííî 0-ìåðíîé èëè 2-ìåðíîé êëåòêîé. Åñëè vi �
ñåäëîâàÿ òî÷êà, òî Pb èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï êîìïëåêñà Pa ñ äîáàâëåí-
íîé 1-ìåðíîé êëåòêîé. Åñëè vi � òî÷êà ðåáåðíîãî ìèíèìóìà, òî Pb ãîìî-
òîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî Pa, à åñëè vi � òî÷êà ðåáåðíîãî ìàêñèìóìà, òî Pb

èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï êîìïëåêñà Pa ñ äîáàâëåííîé 2-ìåðíîé êëåòêîé.
Íàêîíåö, åñëè vi � âåðøèíà ïîëèýäðà, òî Pb ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
Pa.

Åñëè êðàé ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïîëèýäðà P â M íå ÿâëÿåòñÿ ñôå-
ðîé, òî â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M ïîëèýäð çàâåäîìî íå ìîæåò
áûòü ñïàéíîì. Ïóñòü êðàé ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïîëèýäðà P â M - ñôå-
ðà. Â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè M ýòà ñôåðà îãðàíè÷èâàåò øàð. Ïîýòîìó P
ìîæåò áûòü ëèáî ñïàéíîì øàðà, ëèáî ñïàéíîì âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ñóùå-
ñòâóåò, îäíàêî, àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ, êîãäà òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
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ÿâëÿåòñÿ øàðîì ([4], ñì. òàêæå [5]). Ïîýòîìó àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ øàãîì
5.

Øàã 5 � ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè P ñïàéíîì øàðà.

Àâòîð áëàãîäàðåí Ñ.Â. Ìàòâååâó çà ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå îáñóæ-
äåíèÿ è áîëüøóþ ïîìîùü â ðàáîòå íàä òåêñòîì.
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